! 
j 
144 


" 




















Thomas-féle 
Kalkulus 


II. kötet 


. 


ir 


om 











18 


THOMAS-FÉLE 


KALKULUS 


II. kötet 


Az eredeti művet készítette 
George B. Thomas, Jr. 
Massachusetts Institute of Technology 


Átdolgozták 


Maurice D. Weir 
Naval Postgraduate School 


Joel Hass 
University of California, Davis 


Frank R. Giordano 
Naval Postgraduate School 


A magyar kiadás főszerkesztője 


szász Domokos 
Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem 





Budapest, 2006 


Az eredeti mű címe: Thomas" Calculus, 1Íth Edition. 


Authorized translation from the English Language edition, entitled THOMAS" 
Calculus, 1 1th Edition, ISBN 0321185587, by Thomas, George B.; Weir, 
Maurice D.; and Giordano, Frank R., published by Pearson Education, Inc, 
publishing as Addison-Wesley, 

Copyright (c) 2005 Pearson Education, Inc. All rights reserved. 

Hungarian translation (c) Csaba Ferenc; Gerner József; Ruzsa Zoltán; Szép 
Gabriella; Typotex, 2006 


OM A könyv az Oktatási Minisztérium támogatásával, a Felsőoktatási 
Tankönyv- és Szakkönyv-támogatási Pályázat keretében jelent 
Oktatási 


Miresztériurri meg. 


A megjelenést támogatta a 
Korszerű Mérnökért Alapítvány és a 
Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem Rektori Hivatala. 


szakmailag ellenőrizte: Horváth Miklós, Moson Péter, Nagyné Szilvási Márta, 
serény György és Szabados Tamás. 


ISBN 963 9664 27 8 


Témakör: matematikai analízis 


Kedves Olvasó! 


Önre gondoltunk, amikor a könyv előkészítésén munkálkodtunk. 
Kapcsolatunkat szorosabbra fűzhetjük, ha belép a Typoklubba, ahonnan 
értesülhet új kiadványainkról, akcióinkról, programjainkról, és amelyet a 
www.typotex.hu címen érhet el. Honlapunkon megtalálhatja az egyes 
könyvekhez tartozó hibajegyzéket is, mert sajnos hibák olykor előfordulnak. 


Kiadja a Typotex Elektronikus Kiadó Kft., az 1795-ben alapított 
Magyar Könyvkiadók és Könyvterjesztők Egyesületének tagja. 


Felelős kiadó: Votisky Zsuzsa 

Felelős szerkesztő: Szép Gabriella 
Műszaki szerkesztő: Hesz Gábor 

A borítót Tóth Norbert készítette 
Terjedelem: 45 (A/5) Ív 

Készült a Dürer Nyomda Kft.-ben, Gyulán 
Ügyvezető igazgató: Kovács János 











Tartalomjegyzék 


Integrálszámítás 


3.1. 
28 sss 
5.3. 
5.4. 
ata 
5.6. 


Közelítés véges összegekkel 7 


A véges összegek határértéke és a szumma jel 17 
A határozott integrál 24 
Newton-Leibniz-tétel (az analízis alaptétele) 36 


A határozatlan integrál és a helyettesítési szabály 48 
Helyettesítés és görbék által közbezárt terület 55 
Áttekintő kérdések 65 

Gyakorló feladatok 65 

Az anyag alaposabb elsajátítását segítő további feladatok 


A határozott integrál alkalmazásai 


6.1. 
6.2. 
6.3. 
6.4. 
6.5. 
6.6. 
B, 


szeletelés és tengely körüli forgatás 73 
Térfogatszámítás hengerhéj-módszerrel 56 
Ssíikgörbék hossza 43 

Tehetetlenségi nyomaték és tömegközéppont 100 
Forgásfelületek és Papposz tételei 111 

Munka 121 

A folyadék nyomása és a folyadékra ható erők 128 
Áttekintő kérdések 133 

Gyakorló feladatok 133 

Az anyag alaposabb elsajátítását segítő további feladatok 


Transzcendens függvények 


7.1. 
9 A.A 
7.3. 
7.4. 
7.5. 
7.6. 
vá A 
7.8. 


Inverz függvény deriváltja 139 

A természetes logaritmusfüggvény 148 

Az exponenciális függvény 157 

Az a" és log, x függvények 165 
Exponenciális növekedés és csökkenés 171 
Relatív növekedési ütem 179 

Inverz trigonometrikus függvények 185 
Hiperbolikus függvények 200 

Áttekintő kérdések 210 

Gyakorló feladatok 210 

Az anyag alaposabb elsajátítását segítő további feladatok 


68 


136 


213 


73 


139 


ó Tartalomjegyzék 


Integrálási technikák 217 





8.1. Egyszerű integrációs formulák 217 
8.2.  Parciális integrálás 224 
8.3. Racionális törtfüggvények integrálása parciális törtekre bontással Fk 
8.4.  Trigonometrikus integrálok 241 
8.5.  Trigonometrikus helyettesítések 247 
8.60. Integráltáblázatok és matematikai programcsomagok 253 
8.7. Numerikus integrálás 262 
8.8.  Improprius integrálok 277 
Áttekintő kérdések 291 
Gyakorló feladatok 291 
Az anyag alaposabb elsajátítását segítő további feladatok 295 


Az integrálás további alkalmazásai 299 





9.1. Iránymező és szétválasztható változójú differenciálegyenletek 299 
9.2. Elsőrendű lineáris differenciálegyenletek 306 
9.3.  Euler-módszer 313 
9.4. Autonóm differenciálegyenletek grafikus megoldása 318 
9.5. Elsőrendű differenciálegyenletek alkalmazásai 325 
Áttekintő kérdések 332 
Gyakorló feladatok 332 
További összetettebb feladatok 333 


Megoldások 335 


Integráltáblázatok 353 





Tárgymutató 359 


at 





ÁTTEKINTÉS: A klasszikus geometria egyik nagy vívmánya volt, hogy kép- 
leteket adott a háromszög, a gömb és a kúpszeletek területének, felszínének, 
illetve térfogatának meghatározására. Ebben a fejezetben egy olyan módszerrel 
foglalkozunk, amelynek segítségével ki lehet számolni ezeknek, sőt bonyolul- 
tabb alakzatoknak, testeknek a területét, illetve térfogatát 15. A kifejtendő mód- 
szert integrálásnak nevezzük, mely a terület- és térfogatszámításnál jóval többre 
15 alkalmas eszköz. Sokféleképpen alkalmazzuk a statisztikában, a közgazda- 
ságtanban, a természettudományokban és a műszaki tudományokban. Lehetővé 
teszi egy sor mennyiség, például a valószínűség, az átlagos energiafogyasztás 
vagy a duzzasztómű zsiliprendszerére ható erők nagyságának kiszámítását. 

Az integrálszámítás alapgondolata az, hogy sok mennyiséget hatékonyan ki 
lehet számolni oly módon, hogy kicsi részekre bontjuk, s azután e kicsi részek 
járulékát összegezzük. Az integrál elméletét a terület fogalmára alapozva mutat- 
juk be, mert itt ismerhető fel legvilágosabban az integrálfogalom természete. 

Először véges összegekre vonatkozó példákkal fogunk megismerkedni. Így 
természetesen vetődik fel a kérdés, hogy mi történik, ha egyre több és több 
tagból álló részösszeggel számolunk. A határérték képzésekor az összeadandók 
száma a végtelenhez tart, és éppen ekkor kapjuk meg az integrál értékét. Bár az 
integrál- és a differenciálszámítás szoros kapcsolatban van egymással, az 5.4. 
szakaszig nem kerül elő a derivált és a primitív függvény szerepe. Kapcsolatuk 
természetére az analízis alaptétele, a Newton-Leibniz-tétel mutat rá, mely az 
analízis egyik legfontosabb gondolata. 


Közelítés véges összegekkel 





Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogyan lehet véges összegekkel közelíteni 
a területet, az átlagot és valamely test által bizonyos idő alatt megtett utat. Az 
integrál 5.3. szakaszbeli definíciója a véges összegekre alapul. 


Terület 


Egy görbe vonallal határolt tartomány területét téglalapok területének összegé- 
vel közelíthetjük. Több téglalap alkalmazásával növelni lehet a közelítés pon- 
tosságát. 


1. PÉLDA: A terület közelítése 

Mekkora a területe annak az R tartománynak, amelyet az x-tengely, azy— 1—x? 
görbe, valamint az x — 0 függőleges egyenes határol (lásd 5.1. ábra)? Egy építész 
szeretné tudni ennek a területnek a nagyságát azért, hogy meghatározhassa egy 
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5.1. ÁBRA: Az R tartomány területét 
nem lehet egyszerű geometriai képlet- 
tel kiszámítani (1. példa). 


R alakú ablaknak a súlyát. Sajnos nincs olyan egyszerű geometriai összefüggés, 
amellyel ki lehetne számolni olyan görbe vonalakkal határolt alakzatoknak a 
területét, mint az R tartomány. 

Mindaddig, amíg nem ismerjük az RK tartomány területe maghatározásának 
egzakt módszerét, egyszerű módszerrel közelíthetjük azt. Az 5.2a ábrán két 
olyan téglalapot látunk, amelyek együttesen az K tartomány egészét tartalmaz- . 
zák. Mindkét téglalap vízszintes oldaléle 1/2, a bal oldali téglalap magassága 
1, a jobb oldalié 3/4. A téglalapok magassága azonos az f függvénynek a [0, 1] 
intervallum megfelelő részintervallumán felvett maximális értékével, mely ma- 
ximális értéket mindig a részintervallum bal oldali végpontjában veszi fel. A 
részintervallumok a közelítő téglalapok x-tengelyen fekvő oldalai. A két tégla- 
lap együttes területe becslést ad az R tartomány A területére: 


i.§ 7 
Ass1.5t4757g 70875. 





5.2. ÁBRA: (a) R területére felső becslést kapunk, ha két olyan téglalapot tekin- 
tünk, amelyek tartalmazzák R-et. (b) Négy téglalap már jobb felső közelítést ad. 
Mindkét becslés a terület valóságos értékénél nagyobb értéket ad. 


A becsült érték nagyobb az A pontos területénél, mivel a két téglalap tartalmazza 
R-et. Azt mondjuk, hogy 0,875 egy felső közelítő összeg, mivel úgy jutottunk 
hozzá, hogy a téglalapok vízszintes oldalai által alkotott intervallumokon mindig 
ahhoz az x ponthoz tartozó f(x) értéket tettük meg az illető téglalap magassá- 
gának, amelyik a legnagyobb volt. Az 5.2b ábrán javítottunk a közelítésünkön 
azáltal, hogy négy olyan, keskenyebb téglalapot vettünk fel, amelyeknek a szé- 
lessége 1/4, és együttesen ugyancsak tartalmazzák az R tartományt. Ez a négy 
téglalap az 


Il la LlL.3álí1l 2 
ety gta av ié a am b 
értéket adja, ami még mindig nagyobb mint A, mert a négy téglalap tartalmazza 
K-et. 

Tegyük fel, hogy az eddigiek helyett most a területet négy olyan téglalappal 
szeretnénk közelíteni, amelyek az R tartomány belsejében helyezkednek el (5.3a 
ábra). A téglalapok szélessége, akárcsak az előbb, most is 1/4, de alacsonyabbak 
és teljes egészében f grafikonja alatt helyezkednek el. A [0, 1] intervallumon az 
f(x) —1—37 függvény csökkenő, ezért a téglalapok magasságát a téglalapok 
alapját alkotó részintervallum jobb oldali végpontjában felvett függvényérték 
adja meg. A negyedik téglalapnak nulla a magassága, így a területhez nem ad já- 
rulékot. A közelítő téglalapok magassága az f(x) függvény minimuma az adott 
részintervallumon, ezért a tényleges területre alsó közelítést adnak, területössze- 
güket pedig alsó közelítő összegnek nevezzük: 

17 


— — —0,53125. 
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5.4. ÁBRA: (a) 16 darab egyenlő, Ar — 
— 1/16 szélességű téglalappal képzett 
alsó közelítő összeg. (b) 16 téglalapból 
képzett felső közelítő összeg. 
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5.3. ÁBRA: (a) Az R-be beírt téglalapok alulról közelítik a terület valódi érté- 
két. (b) A felezőpont-szabály olyan téglalapokkal közelít, amelyek magassága 
az adott téglalap alapélének felezőpontjában felvett y-f(x) érték. 


Ez a közelítés kisebb az A területnél, mivel az összes téglalap az R tartományon 
belül fekszik. A valódi értéke valahol az alsó és a felső közelítő összeg között 
helyezkedik el: 

053125 c A €0,78125. 


Az alsó és felső közelítő összeggel nem csak a terület nagyságára kapunk 
hozzávetőleges értéket, hanem a becslés lehetséges hibájára is, mivel a terület 
valódi értéke valahol az alsó és a felső közelítés között van. Itt a hiba nem lehet 
nagyobb a 0,78125—0,53125 — 0,25 különbségnél. 

Egy újabb, másfajta közelítő értékhez jutunk akkor, ha olyan téglalapokat 
használunk, amelyek magassága az adott téglalap alapélének felezőpontjában 
felvett y-f(x) érték (5.3b ábra). A terület közelítésének ezt a módszerét fele- 
zőpontszabálynak nevezzük. A felezőpontszabállyal kapott érték az alsó és a 
felső közelítő összeg között helyezkedik el, az azonban nem világos, hogy alul- 
ról vagy felülről becsli a valódi értéket. Négy darab, egyenként 1/4 szélességű 
téglalap alkalmazásával a felezőpontszabály R közelítéseként az 


3 ll 551 3941] 15 1 I/Z1 
edd KATA a ga a Ve 
értéket adja. 

A fenti közelítésekben azt az [a, b] részintervallumot, amelyen az f függvény 
értelmezve van, mindig n számú, egyenlő Ax — (b — a)/n hosszúságú részinter- 
vallumra bontottuk fel, és vettük f értékét ezeknek a részintervallumoknak va- 
lamely pontjában: az első részintervallumban a ci pontban, a második részinter- 
vallumban a ca pontban és így tovább. Így a véges összeg minden esetben 


f(ci)Jax- f(c2JAx 1 f(csJAx 4 - - 4 f(cn)Ax 


alakban írható fel. Ha az eredeti intervallumot egyre több és több részinterval- 
lumra bontjuk, s így egyre több és keskenyebb téglalapot használunk a közelítő 
összegben, akkor látszik, hogy ezek a véges összegek egyre pontosabb közelítést 
adnak az R tartomány tényleges területére. 

Az 5.4a ábra R alsó közelítését mutatja 16, azonos szélességű téglalappal. A 
téglalapok területösszege 0,634765625, ami már közel van a valódi értékhez, de 
még mindig kisebb annál, hiszen a téglalapok R-ben fekszenek. 

Az 5.4b ábra K felső közelítését mutatja 16, azonos szélességű téglalappal. 
Ezeknek a téglalapoknak a területösszege 0,697265625, mely érték valamivel 
nagyobb a tényleges területnél, mivel a téglalapok összessége tartalmazza az R 
tartományt. A felezőpont-szabály 16 téglalapra a 0,6669921875 közelítést adja, 
de közvetlenül nem világos, hogy ez az érték kisebb vagy nagyobb-e a terület 
valódi értékénél, 
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A részinter- . Alsó köze- Felezőpont- Felső köze- 
vallumok száma — lítő összeg szabály lítő összeg 
2 0375 0,6875 0,875 
4. 0,53125 0,671875 0,78125 
0,634765625 — 0,6669921875 — 0,697265625 
50  0,6566 0,6667 06766 
100 066165 0,666675 0,67165 
1000  0,6661665 0,66666675 0,6671665 


5.1. TÁBLÁZAT: Az R terület véges közelítései. 





Az 5.1. táblázat az R tartomány területének alsó, illetve felső közelítését mu- 
tatja, utolsó sorában már 1000 téglalapra. Az 5.2. szakaszban látni fogjuk, ho- 
gyan kaphatjuk meg határértékként az R-hez hasonló tartományok területét, ami- 
kor a közelítő téglalapok alapja nullához, számuk pedig végtelenhez tart. Az ott 
kifejtett módszerrel meg fogjuk tudni mutatni, hogy R területe pontosan 2/3. 


Megtett út 


Tegyük fel, hogy ismerjük egy olyan autónak a v(t) sebességfüggvényét, amely 
irányváltoztatás nélkül halad az országúton, és szeretnénk tudni, mekkora tá- 
volságot tesz meg a t — a és a t — b időpontok között. Ha már ismerjük vít)- 
nek valamely F (t) primitív függvényét, akkor az autó s(t) helyzetfüggvényét az 
s(t) — F(t) 1 C összefüggés adja. A megtett utat úgy határozhatjuk meg, hogy 
kiszámoljuk a helyzetfüggvény s(a) — s(b) változását (lásd a 4.8. szakasz 93. 
feladatát). Ha viszont a sebességet olyan módon ismerjük csupán, hogy valaki 
rendszeresen leolvasta az autó sebességmérőjén látható értékeket, akkor nem áll 
rendelkezésünkre olyan összefüggés, amiből meghatározhatnánk a sebesség egy 
primitív függvényét. Mit tehetünk ebben a helyzetben? 

Ha nem ismerjük a v(t) sebességfüggvény valamely primitív függvényét, ak- 
kor a következő módon becsülhetjük a megtett utat. Osszuk fel olyan rövid idő- 
intervallumokra az [a,b] intervallumot, amelyeken már állandónak vehetjük az 
autó sebességét! A részidőközökben megtett távolságot minden esetben a szo- 
kásos 


távolság — sebesség x idő 


képlet alapján számoljuk ki, s az eredményt összegezzük a teljes la, b] interval- 
lumra. 
Tegyük fel, hogy a felosztást úgy végezzük, ahogy az az ábrán látható: 
[—4Atof6Ato[— Ar] 
ES ááá NEEE MENNE "E t (sec) 
tp ta Ég b 

azaz az Összes részintervallum hossza Af-vel egyenlő. Válasszunk ki egy ti idő- 
pontot az első intervallumból. Ha Ar oly kicsi, hogy a sebesség alig változik a 
At időintervallumban, akkor az első időintervallumban a kocsi által megtett út 
közelítőleg víti)At lesz. Ha ta a második időintervallum, akkor az ezalatt meg- 
tett út hozzávetőleg v(f2 Ar. Az összes időintervallum alatt megtett távolságok 
ÖSSZEBE: 

D sz víti At 4 v(ta)At — - - - 4 víta At, 


ahol n a részintervallumok számát jelenti. 


2. PÉLDA: Lövedék magasságának becslése 


A levegőbe függőlegesen fellőtt lövedék sebességfüggvénye: f(t) — 160—9.81 
m/s. Az előbbiekben leírt összegzési technikával becsüljük meg, milyen magasra 
jut a lövedék a kilövést követő első 3 másodpercben! Milyen közel van az összeg 
a pontos 435,9 m értékhez? 
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Megoldás: Az eredményt különböző intervallumfelosztásokra és különböző 
becslési pontokra is ki fogjuk számolni. Vegyük észre, hogy f(t) csökkenő, így 
ha a részintervallumok bal oldali végpontját választjuk ki, felső becslést; a jobb 
oldali végpontokhoz tartozó függvényértékekkel pedig alsó közelítést kapunk. 


(a) Három, egységnyi hosszúságú részintervallum a bal oldali végpontokhoz 
tartozó függvényértékekkel egy felső közelítést ad: 


H 0 íz Tt 


ap 


A t —(), I, 2 értékekhez tartozó f értékekkel azt kapjuk, hogy 


f 
2 3 


Da f(ti)áAt t f(ta)át-- f(ta)At — 
— [160—9,8(0)](1)--[160—9,8(1)I(1) -[160— 9,8(2)]I(1) — 
— 450,6. 
(b) Három, egységnyi hosszúságú részintervallum a jobb oldali végpontok- 
hoz tartozó függvényértékekkel egy alsó közelítést ad: 


Éj 19 Ég 
L 4 4 dst 


0 1 2 3 
Atsl 
A t — I, 2, 3 értékekhez tartozó f értékekkel azt kapjuk, hogy 


D sz f(t1)At-t f(t2)At -t f(t3) Art — 
— (160 —9.8(LJI(1) 4- [160 —9,8(2)I(1) [160 —9,8(3)I(1) — 
— 4212. 


(c) Hat, I/2 hosszúságú részintervallumra: 


Éj Ég Ég íg És Ég Éj ha bg [4 íz Ég 
d.4-4 4-4 4-1 e ús 
Ü l 2 3 ü 1 7.) 3 

faj At 


A bal oldali végpontokkal számoló felső közelítő összeg: D — 443,25; a jobb 
oldali végpontokkal kalkuláló alsó közelítő összeg: D sz 428,55. 


A hat részintervallumot figyelembe vevő becslés valamivel pontosabb, mint 
a csak három intervallummal számoló. A részintervallumok hosszának csökke- 
nésével az eredmény javul. 


A részinter- . A részinter- Felső köze- Alsó köze- 
vallumok száma — vallumok hossza lítő összeg lítő összeg 
l 450,6 421,2 
1/2 443.25 42855 
1/4 43957 43222 
1/8 437,74 43406 
1/16 436,82 43498 
1/32 436,36 435 44 
1/64 43613 435,67 





5.2. TÁBLÁZAT: A lövedék becsült távolsága. 


Amint az az 5.2. táblázatból látható, a bal oldali végpontokkal számoló felső 
közelítő összeg felülről közelít a valódi 4359-es értékhez, míg a jobb oldali 
végpontokat tekintetbe vevő alsó közelítő összeg alulról közelíti azt. A valóságos 
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érték az alsó és a felső közelítő összeg között helyezkedik el. A legjobb közelítés 
hibája 0,23, ami a valódi értéknek csak pici hányada. 


A hiba nagysága — ] valódi érték — számított érték ] — 
— 1435,9—435,67] — 0,23. 

0.23 

435,9 


A hibaszázalék — az 0,0599 
A fentiekből levonhatjuk azt az ésszerű következtetést, hogy 3 másodperc eltel- 
tével a lövedék körülbelül 436 m-es magasságba emelkedik. L] 


Elmozdulás kontra megtett út 


Ha egy test, amelynek elmozdulásfüggvénye s(t), irányváltoztatás nélkül mozog 
valamely koordinátatengely mentén, akkor a t — a és t — b időpont között a 
test által megtett távolságot kiszámolhatjuk úgy, ahogy azt a 2. példában tettük, 
azaz sok kis részintervallumon megtett távolság összegzésével. Ha azonban a 
test mozgása közben egy vagy több alkalommal is irányt változtat, akkor [v(t)[- 
t, azaz a vít) sebességfüggvény abszolút értékét kell használnunk a megtett út 
meghatározásához. Magával a sebességgel, ahogyan a 2. példában tettük, csak a 
test s(b) — s(a) elmozdulását, vagyis kiindulási és véghelyzetének különbségét 
tudnánk kiszámítani. 

Valóban, osszuk fel az [a, b] intervallumot elengedően kicsi, egyenlő hosszú- 
ságú Ar részintervallumokra, olyan kicsinyekre, hogy a test sebessége ne vál- 
tozhasson sokat a f. 1 és ty időpontok között. Ekkor v(fr) jól közelíti az adott 
intervallumon a test tényleges sebességét. Következésképp a test helykoordiná- 
tájának változása az adott időintervallumon közelítőleg 


V(IJAt 


lesz. A változás pozitív, ha v(tr) pozitív, és negatív, ha v(tp) negatív. 
Az adott részintervallumon megtett út mindkét esetben közelítőleg 


Iv(r) lAr. 
A teljes megtett út közelítőleg a 
(tu) lár-t [v(r2)IAt A: -b [vin ) At 


összeg lesz. 


Nemnegatív függvény átlagértéke 


AZ X1,X2,. Xn Számok átlagértékét úgy kapjuk meg, hogy az összegüket el- 
osztjuk n-nel. De vajon mi az átlagértéke az [a,b] intervallumon folytonos f 
függvénynek? Például egy város valamely pontján a hőmérséklet olyan folyto- 
nos függvény, amely a nap folyamán hol emelkedik, hol süllyed. Mi a tartalma 
annak a kijelentésnek, hogy a városban a napi átlaghőmérséklet 18 Celsius fok 
volt? 

Könnyen megválaszolhatjuk ezt a kérdést, amennyiben a függvény állandó. 
Ha a függvényérték az [a,b] intervallumon mindenütt a c konstanssal egyenlő, 
akkor az átlagérték is c. Ha c pozitív, akkor a függvény grafikonjával és az [a, b] 
intervallummal egy c magasságú téglalapot alkothatunk. A függvény átlagérté- 
két ezek után geometriailag úgy értelmezhetjük, mint e téglalap területének és 
az intervallum b — a hosszának a hányadosát (5.5a ábra). 

Mit tegyünk akkor, ha egy nemkonstans függvény átlagértékét szeretnénk 
meghatározni, amilyet például az 5.5b ábrán is láthatunk? A grafikont felfog- 
hatjuk egy pillanatfelvételként, amely az x — a és x — b falak által határolt tar- 
tályban lötyögő víz pillanatnyi magasságát mutatja. Amíg a víz mozgásban van, 
magassága pontról pontra változik, de az átlagos vízszint mindvégig ugyanaz. 





5.6. ÁBRA: Az f(x) — 3x függvény 
átlagértéke a [0,2]intervallumon (3. 
példa). 


5.1.  Közelítés véges összegekkel 13 





(b) 


5.5. ÁBRA: (a) f-nek az [a, b] intervallumbeli f(x) — c átlagértékét megkapjuk, 
ha a területet elosztjuk b — a-val. (b) A e(x) függvénynek az la, b] intervallumon 
felvett átlagértékét mégkapjuk, ha a grafikonja alatti területet elosztjuk b — a-val. 


Hagyjuk, hogy a víz hullámzása lecsillapodjon, s amikor a vízfelszín vízszintes 
lesz, mérjük meg a folyadék magasságát. Az eredményül kapott c érték egyenlő 
a grafikon alatti területnek és b — a-nak a hányadosával. Ez az értelmezés arra 
ösztönöz bennünket, hogy valamely függvény [a, b] intervallumra vonatkozó át- 
lagértékét úgy definiáljuk, mint a függvénygrafikon alatti terület és b — a há- 
nyadosát. Definíciónk megalapozásához pontos jelentést kell hozzárendelnünk 
a grafikon alatti terület fogalmához. Ezt az 5.3. szakaszban fogjuk megtenni, 
egyelőre azonban inkább lássunk két egyszerű példát! 


3. PÉLDA: Lineáris függvény átlagértéke 
Mi az átlagértéke a [0, 2] intervallumon az f(x) — 3x függvénynek? 


Megoldás: Az átlagérték a függvénygrafikon alatti terület osztva az interval- 
lum hosszával. Ebben az esetben nincs szükségünk a grafikon alatti tartomány 
területének véges közelítésére: a ó egység magasságú és két egység oldalhosszú- 
ságú derékszögű háromszög területe 6 egység (5.6. ábra). Az intervallum hossza 
b—a-—2—0-— 2. A függvény átlagértéke 6/2 — 3. [7 


4. PÉLDA: Avsinx függvény átlagértéke 

Számoljuk ki az f(x) — sinx függvény átlagértékét a (0, ic) intervallumon! 
Megoldás:  KRápillantva az 5.7. ábrára láthatjuk, hogy 0 és 17 között sinx értéke 
0 és 1 között változik. Átlagértékének meghatározásához ki kell számolnunk a 


függvénygrafikon alatti területet, és azt el kell osztanunk az intervallum hosszá- 
val, 7— 0 — 3r-vel. 


gy xy 
f(x) —sinx f(x) -simx 





5.7. ÁBRA: (a) sinx (0, r] intervallumbeli átlagértékének kiszámításához 
az f(x) — sinx függvénygörbe alatti területet (a) négy téglalappal, (b) 
nyolc téglalappal közelítjük (4. példa). 


A terület meghatározására most nincs egyszerű képlet, ezért véges összegek- 
kel közelítjük. Egy felső közelítő összeghez úgy jutunk, hogy összeadjuk négy 
olyan, egyformán 1/4 szélességű négyzetnek a területét, amelyek együttesen 
tartalmazzák az y — sinx függvény grafikonja alatt és az x-tengely fölött fekvő 
tartományt a [0, 1] intervallumban. A téglalapok magasságául az adott részinter- 
vallumon vett legnagyobb függvényértéket választjuk. A maximális értéket a 
részintervallumnak vagy a bal oldali, vagy a jobb oldali végpontjában, vagy a 
kettő között találjuk. Az e ponthoz rendelt függvényértéket vesszük a felülről 
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közelítő téglalapok magasságának. A téglalapok területének összege becslést ad 
a teljes területre (5.7a ábra): 


asz (sin) (enm) 7 (enm) 7 (sm) 7 


1 1 Fő 17 
(tra) 1 sz (3.32) 7] 
sinx átlagértékének kiszámításához a közelítő területértéket el kell osztani 7T-vel, 
s így kapjuk a 2,69/7 sz 0,86 becslést. 

Ha nyolc darab /8 oldalhosszúságú téglalapot használunk, amelyek felső 
vízszintes oldala mindig az vy — sinx grafikonja fölött van (5.7b ábra), akkor a 
területre az alábbi becslést nyerjük: 


az 2.69. 


A ún sánt r ág sgt can rán ő gk 1 
pz esett EE gkásat TETT efa B sg 37 IRN.T 
ga aa 8 4 87) 8 


az (0,38--0,71-4-0,92-1-4-1-4-0,92-0,71-4-0,38) - § — (602) . s e 
sz 2365. 


Ez az eredmény az intervallum 7 hosszúságával elosztva az átlagértékre a jó- 
val pontosabb 0,753 közelítést adja. Mivel a területet felső összeggel közelítet- 
tük, közelítésünk a sinx függvény [0 c] intervallumbeli átlagértékénél nagyobb. 
Egyre több téglalapot használva a téglalapok egyre keskenyebbek lesznek, s 
egyre közelebb és közelebb jutunk a valódi átlagértékhez. Az 5.3. szakaszbeli 
módszer felhasználásával be fogjuk látni, hogy a valódi átlagérték 2 / 7 sz 064. 
Mint korábban, most 15 tekinthetjük az y — sinx grafikonja alatt fekvő tég- 
lalapokat 15, és kiszámolhatunk egy alsó közelítő összeget, vagy dolgozhatunk 
a felezőpont-szabállyal, Az 5.3. szakaszban látni fogjuk, hogy nincs jelentősége 
annak, hogy a közelítés során alsó, felső vagy valamilyen más közelítő összeggel 
számolunk. ÁApproximációnk minden esetben elég jól közelíti a valódi értéket, 
amennyiben a közelítő téglalapok elég keskenyek. ia] 


Összefoglalás 


Mind egy pozitív függvény grafikonja alatti területet, mind egy változatlan irány- 
ban mozgó test által megtett utat, mind pedig egy nemnegatív függvény adott 
intervallumon felvett átlagértékét approximálni lehet véges összegekkel. Az in- 
tervallumot először részintervallumokra bontjuk, s az f függvényt minden ré- 
szintervallumon állandónak tekintjük. Azután a részintervallumok hosszát meg- 
szorozzuk f-nek az adott részintervallum valamely pontjában felvett értékével, 
s ezeket a szorzatokat összeadjuk. Ha az [a,b] intervallumot n számú, Ax — 
— (b — a)/n hosszúságú részintervallumra osztottuk fel, és f(cxr)-val jelöljük 
az f függvénynek a k-adik intervallum cx pontjában felvett értékét, akkor az 
eljárás a 


f(ciJax-t f(c2JAx 4 f(csJAxt- rt f(cnAx 


alakú véges összeghez vezet. cx-t választhatjuk úgy, hogy f értéke a k-adik in- 
tervallumon minimális, maximális vagy valamilyen közbülső érték legyen. A 
valódi érték a felső, illetve alsó közelítő összeg által adott értékek között he- 
lyezkedik el. A tekintett közelítésen javítani lehet oly módon, hogy az adott 
intervallumot több, rövidebb részintervallumra osztjuk fel. 


5.4. Feladatok 
Terület 

Az 1-4. feladatokban közelítsük a függvénygrafikon alatti terü- 
letet 

(a) két azonos szélességű, alulról közelítő téglalappal! 
(b) négy azonos szélességű, alulról közelítő téglalappal! 
(c) két azonos szélességű, felülről közelítő téglalappal! 
(d) négy azonos szélességű, felülről közelítő téglalappal! 
f(x) — 37 az x — 0 és az x — 1 között. 

f(x — ő azx— 0 és az x — 1 között. 

f(x) 1/xazx— 1 és az x— 5 között. 

f(x) —4—3 az x— —2 és azt x — 2 között. 

Közelítsük a következő függvénygörbék alatti területet először 
két, majd négy olyan téglalapot használva a közelítésben, ame- 
lyeknek a magassága az adott téglalap alapéle oldalfelező pont- 
jában felvett függvényérték (felezőpont-szabály)! 

5. fi) —xéx—0ésx— 1 között. 

6. f(x) — e x—0ésx—1 között. 

7. f(x) —-—1/xx-1lésx— 5 között. 

8. f()—4—xx— —2 és x — 2 között. 


- azt szüli -allé za 


Ut 
9.  Megtett út: A mellékelt táblázat egy játékmozdony se- 
bességadatait mutatja másodpercenként, 10 másodperc hosszú 


időintervallumban. Számítsuk ki a mozdony által megtett utat 10, 
egységnyi hosszúságú intervallumra való felosztással és 


(a) baloldali végpontokban vett függvényértékekkel, 
(b) jobb oldali végpontokban vett függvényértékekkel 
számolva! 


Idő Sebesség 
(5) (cm/s) 

0 11 

l 16 

2 2 

3 Óó 

4 0 

5 





10. Felfelé megtett út: A folyó torkolatában ülünk egy padon 
és figyeljük, amint a dagály a folyón felfelé visz egy palackot. 
Egy órán keresztül 5 percenként feljegyezzük az ár sebességét. 
Eredményeinket a mellékelt táblázat tartalmazza. Körülbelül mi- 
lyen messzire juthat a palack felfelé a folyó mentén ez alatt az 
idő alatt? 12, egyenként 5 egység hosszú részintervallummal és 

(a) bal oldali végpontokhoz tartozó értékekkel 

(b) jobb oldali végpontokhoz tartozó értékekkel 
adjunk becslést a megtett távolságra! 

Idő Sebesség 

(s) (més) 





ete özött dl ötig tn zt gtzüeá tző áj j-üüzdt 
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kátöejnledlsülttdkdtseiltátdnkátnttö ettádtetletkkötötőtejntűseűtűsi 


mmeelelélsszkkstk e semlletek ám krkatmszeza sát emzasel il eddseszetáae ea eset 


11. Egy útszakasz hossza: Kanyargós úton autózunk baráti 
társasággal egy olyan autóban ülve, amelynek sebességmérője 
működik ugyan, azonban a megtett távolságot nem mutatja. Meg 
akarjuk tudni, milyen hosszú ez a kanyargós útszakasz, ezért 10 
másodperces időközökben feljegyezzük a kocsi sebességét. A 
mérési eredményeket a mellékelt táblázat tartalmazza. Becsüljük 
meg az útszakasz hosszát 


(a) bal oldali végpontokhoz tartozó értékekkel, 


(b) jobb oldali végpontokhoz tartozó értékekkel! 


Idő Sebesség ( Idő — Sebesség 
(5) (m/s) (5) (m/s) 
0 0 70 5 

10 15 80 vi 

20 5 90 11 
30 11 100 15 
40 10 110 10 

50 15 120 11 

60 11 





12. A megtett út meghatározása a sebességadatokból: A 
mellékelt táblázat egy márkás sportkocsi sebességadatait tartal- 
mazza, amely 36 másodperc (az óra századrésze) alatt nulláról 
142 mérföld/óra sebességre gyorsul fel. 





Idő Sebesség ( Idő — Sebesség 

(h) (mi/h) (h) (mh) 

00 0 0,006 116 
0.001 40 0,007 125 
0,002 62 0008 132 
0,003 82 0,009 137 
0,004 96 0,010 142 
0,005 108 

mérföld/óra 
160 





jEbtt 
TEHET 


07 0.002 0.004 0.006 0.008 00[ 


(a) Közelítő téglalapokkal becsüljük meg, mekkora utat 
tett meg az autó 36 másodperc alatt, mialatt elérte a 142 
mi/h sebességet! 


(b) Nagyjából hány másodperc alatt ért a kocsi félúthoz? 
Körülbelül mennyivel ment akkor? 
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Sebesség és út 


13. Szabadesés és légellenállás: Egy helikopterből függőle- 
ges irányban kiejtünk egy tárgyat. A tárgy egyre gyorsabban zu- 
han, gyorsulása (sebességváltozásának mértéke) azonban egész 
idő alatt csökkenni fog a légellenállás miatt. A gyorsulást az el- 
ejtést követően 5 másodpercen keresztül mérjük láb/s? egységek- 
ben: 

t 0 l 2 3 4 5 


10,00 606 3.67 227 1.35 082 
(a) Adjunk felső becslést a sebességre a t — 5 időpontban! 
(b) Adjunk alsó becslést a sebességre a ! — 5 időpontban! 





14. A lövedék által megtett út: A tengerszint magasságából 
130 m/s sebességgel függőlegesen fellövünk egy tárgyat. 


(a) Tekintsük úgy, hogy a tárgyra csupán csak a nehézségi 
erő hat, és adjunk felső becslést sebességére a kilövéstől 
számított 5 másodperc elteltével! A gravitációs gyorsulás 
értékét vegyük g — 10 m/s2-nek. 


(b) Adjunk alsó becslést arra, hogy milyen magasságban 
van a tárgy 5 másodperc elteltével! 


Függvény átlagértéke 


A 15-18. feladatokban számítsuk ki az f függvény átlagérté- 
két a megadott intervallumon úgy, hogy az intervallumot négy, 
egyenlő hosszú részintervallumra osztjuk fel, és vesszük f érté- 
két ezeknek az intervallumoknak a felezőpontjában, majd ezek- 
kel az adatokkal véges összeget képezünk! 


15. f(x) — 30 a [0,2] intervallumon. 
16. f(x) —1/x az [1,9] intervallumon. 
17.  f(r)—(1/2)- sin? rt a (0, 2] intervallumon. 


y-1 4 sin2 


7) TTT 












18. f(rt)—1— (cos 22)" a [0, 4] intervallumon. 
y 
yz 1] -— kos zj 
mp É 
Szennyezésmérés 


19. Vízszennyezés: Egy sérült tankerből olaj szivárog a ten- 
gerbe. A tanker sérülése idővel egyre veszélyesebbé válik, ami- 
nek nyilvánvaló jele, hogy az elszivárgó olaj mennyisége, ahogy 
az a mellékelt táblázatból H8 óráról órára nő. 


Idő (h) ENE EE NTI 


— een] hard 


(liter/h) 














Idő (h) száz 8] 
Elszivárgó mennyisé TÖGT 1476 ] 2064 ]! 2880 
(liter/h) . 


(a) Adjunk alsó és felső becslést az 5 óra alatt kiömlő tel- 
jes olajmennyiségre! 


(b) Ismételjük meg a feladat a) része által megkívánt szá- 
mítást a 8 óra alatt kiömlő olajmennyiségre! 


(c) A tankerből a 8. óra elteltével óránként folyamatosan 
2900 liter olaj ömlik ki. Ha eredetileg 100 000 liter olaj volt 
benne, legkevesebb hány óra alatt ürül ki a tanker? Legfel- 
jebb hány óra alatt? 


20. Légszennyezés: Egy erőműben fűtőolajból nyerik az 
elektromos energiát. Az égési folyamat során felszabaduló 
szennyezőanyagokat a kéményekbe beépített légtisztítókkal szű- 
rik ki. A tisztítóberendezés hatékonysága az idő előrehaladtával 
romlik, majd végül, amikor a szennyezőanyagkibocsátás eléri a 
kormányzat által megengedett értéket, ki kell cserélni. A hónap 
végén elvégzett mérések a szennyezőanyag-kibocsátásra a kö- 
vetkező értékeket adták: 

Hónap Jan. Febr. Márc. Ápr. Máj. Jún. 

Kibocsátott 

szennyezőanyag 020 025 027 0.34 045 0,52 

(tonna/nap) 


Hónap Júl. Aug. Szept. Okt. Nov. Dec, 
Kibocsátott 
szennyezőanyag 063 070 081 0685 089 095 


(tonnal/nap) 


(a) 30 napos hónapokkal számolva adjunk felső becs- 
lést a január elejétől június végéig összesen kibocsá- 
tott szennyezőanyag-mennyiség tonnában mért értékére 
feltételezve, hogy egy új tisztítóberendezésnél csupán 
0,05 tonnal/nap szennyezőanyag-kibocsátás megengedett. 
Mi lenne egy alsó becslés? 


(b) A legjobb esetet tekintve hozzávetőleg mikorra kerül 
125 tonnányi szennyezőanyag a légkörbe? 


Kör területe 


21. Írjunk n oldalú szabályos sokszöget az egységsugarú körbe 
és számoljuk ki a sokszög területét a következő n értékekre: 


(a) 4 (négyzet), 
(b) 8 (nyolcszög), 
(e) 16! 


(d) Hasonlítsuk össze a feladat (a), (b) és (c) részében ka- 
pott területértékeket a kör területével! 


22. (A 21. feladat folytatása) 
(a) Írjunk n oldalú szabályos sokszöget az egységsugarú 
körbe, és számoljuk ki a területét azon egybevágó három- 
szögnek egyikének, amelyeket úgy kapunk, hogy meghúz- 
zuk a körnek a sokszög csúcsaihoz tartozó sugarát! 
(b) Számítsuk ki a beírt sokszög területének határértékét 
n — ca esetén! 
(c) Ismételjük meg a feladat (a) és (b) részében elvégzett 
számításokat r sugarú körre! 
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Számítógépes vizsgálatok (c) A feladat (b) részében kapott értékekkel számítsuk ki 
a függvény átlagértékét! 

A 23—26. feladatokban a MAFPLE vagy a MATHEMATICA cso- (d) Oldjuk meg az f(x) — (átlagérték) egyenletet x-re a 

mag segítségével végezzük el a következő lépéseket: feladat (c) részében n — 1000 osztás mellett kapott átlagér- 
tékre! 


eslee e ia fel a függvényeket a megadott intervallu- sál. jö sáneidálisesálírton, 
24. f(x) — sinÍ x a (0, x) intervallumon. 


f(x) — xsinl a (7. 7] intervallumon. 


(b) Osszuk fel az intervallumot n — 100, 200 és 1000 azo- 
nos hosszúságú részintervallumra, és számítsuk ki a függ- 
vényértékeket ezeknek az intervallumoknak a felezőpontjá- 
ban! 


ta 


26. f(x) —xsin? ! a [dx] intervallumon. 





A véges összegek határértéke és a szumma jel 


Az 5.1. szakaszban véges összegek kiszámításakor gyakran nagyon sok tagot 
kellett összegeznünk (az 5.1. táblázatban például 1000-t). Ebben a szakaszban 
bevezetünk egy jelölést a soktagú összegekre. Miután e jelölést bevezettük, és 
megállapítottuk néhány tulajdonságát, meg fogjuk vizsgálni, mi történik a véges 
összegű approximációval, amikor a tagok száma végtelenhez tart. 


A véges összegek és a szumma jel 


A szumma jel segítségével egyszerűen felírhatunk soktagú összegeket: 


A 
kel 


A görög £ jel (nagy görög szigma, mely a magyar Sz megfelelője) itt , összeg- 
zést" jelent. A k szummációs index megmondja, hogy hol kezdődik (a £ jel 
alatt álló szám) és hol végződik (a £ jel felett álló szám) az összegzés. Az in- 
dex jelölésére bármilyen betűt használni lehet, de általában az i, j és k betűket 


szokás. 
e n a k index legmagyobb értéke 
n 
a szumma jel ) di 8 STT 4 
görög szigmsj . eg a, az összeg k-adik tagja 
"S a k index kezdőértéke 1. 
Így írhatjuk azt, hogy 


; 11 
ELL ELSŐT BTL TF IÓ HŰ z ).k, 
kz1 
és azt 15, hogy 
100 
IO) f(2-- FB) f(100)— 3) fö. 
1—1 


A fenti egyenletek jobb oldalán álló jelölés jóval rövidebb, mint a bal oldalon az 
összeg hagyományos felírása. 
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1. PÉLDA: A szumma jel használata 


Az összeg A részletesen kiírt összeg Az összeg 

szumma jellel egy tag k egy értékének felel meg értéke 

5 

Ek 1123-3-3-47-5 Tá 

k-1 

3 
(eték (—1)(1)--(—1)é(2) 4 (—1)9(3) —132—-37 -2 

k-1 

2 

§ .k Ü.x.8 k a Észt 
FT ÚT tséT tás 

kn 1--1 " 241 4Z 3 6 
k? 4? 52 ló , 25. 139 
TT — 117- 

K-i 4-A " 5-1 3 ba Ta 


Az összegzés kezdőértéke nem feltétlenül egy; bármely egész szám lehet. 


2. PÉLDA: Különféle kezdőindexek használata 
Fejezzük ki a szumma jelölésmódban az 1 --3-- 5 4-7 1-9 összeget! 


Megoldás: Az összeg tagjait generáló képletet meg kell változtatnunk, ha az 
összegzés alsó határát megváltoztatjuk, de az összeg megfelelő tagjait többféle- 
képpen megkaphatjuk. Gyakran az a legegyszerűbb, ha az összegzést k — 0-val 
vagy k — 1-gyel kezdjük. 


4 
k—0-val kezdve: 1--3-4-5-3-7-9— ) (2k3-1), 
kez 


5 

k—1-gyel kezdve: 1--345-47--9— ) (2k—1), 
k—1 
b 

k—2-vel kezdve: 1--3-4-5-$7-49— ) (2k—3), 


k-2 
1 
k — —3-mal kezdve: 1-4-3--54-749— ) (2k1-7). nm 
ke—3 
Ha 
A 
y (kak) 
k-1 


alakú összeggel van dolgunk, akkor az összeg tagjait átcsoportosíthatjuk: 


NR 
) (kr) — (14412) (27-22) 3 (37-32) — 
k—1 
— (1--2--3)4-(1722 1-3) — átcsoportosítás 


- FirF 


ki kz1 


A fenti példa a véges összegekre vonatkozó általános 


Y(axtb)—- FR aty hb 
KI kzi KEI 


szabályt illusztrálta. Alább négy hasonló szabályt adunk meg. Bizonyításukat 
teljes indukcióval lehet elvégezni (lásd 1. Függelék). 


5.2. A véges összegek határértéke és a szumma jel 19 


Véges összegekre vonatkozó algebrai TESKEVÁGENSEBS 


1. Összeadási szabály: E (art b) — pi ap ba br. 
k 


n 
2. Kivonási szabály: L (ax — br) — j3 dr — E br. 
k— 
H 
3. Konstanssal való szorzás h cap—Cc: 3 ax (c valamilyen szám). 
szabálya: a est 


4. Állandó összegzésének $ c - n:c (c valamilyen állandó). 
szabálya: zi 





3. PÉLDA: Véges összegekre vonatkozó algebrai összefüggések alkalma- 
zása 


a kivonás és a 
k" konstanssal való 


D1s 


(a) Fr reg 


teti k—1 szorzás szabálya 
A n n z 
1 a konstanssal való 
(b) 2 —ax) — E eljegzet jö 8 mi ak szorzás szabálya 
3 
(0) )(k-r-4 — b. k -k ha 4 összeadási szabály 
k-l k 
ző 5 állandó összegzé- 
—(14243)4(3.4) sének szabálya 
—6-1 12-18 
n 4 E: A állandó összegzé- 
(d) j-. s B; sének szabálya (az 
Élnm állandó -) 


Az évek során a matematikusok számos véges összeg kiszámítására talál- 
tak képleteket. Ezek közül a legismertebb az első r természetes szám összegére 
vonatkozó összefüggés (Gauss már 8 éves korában felírta), valamint az első n 
természetes szám négyzete, illetve köbe. 


4. PÉLDA: Az első n természetes szám összege 
Mutassuk meg, hogy az első n természetes szám összege: 


Xr- sz stat) 





Megoldás: A Kképlet szerint az első négy természetes szám összege: 


06) 
2 


A számok összeadásával ezt könnyedén ellenőrizhetjük: 


z 10. 


1--2-t 3-4 — 10. 


Ahhoz, hogy az összefüggést általánosan is igazolni tudjuk, írjuk fel egymás alá 
kétszer az összeg tagjait először emelkedő, aztán csökkenő sorrendben; 

l 4 2 -k 3 5 süt EN ; 

n 4 (n—1) 4 (n—2) 4 ... 4 I. 
Adjuk össze az első oszlop két tagját: 1 --n — 1-- 1. Hasonlóan, a második oszlop 
két tagját összeadva 2--(n—1) —n-7-1. Bármely oszlop két elemének összege 
n-- 1 lesz. Ha az összes oszlop elemeit összeadjuk, akkor n-szer kapunk ered- 
ményül n -- 1-et, azaz összesen n(n-t 1)-et. Mivel ez a keresett mennyiség két- 
szerese, ezért az első n természetes szám összege (n)(n--1)/2 lesz. d 
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5. fejezet 


Integrálszámítás 





Az első n természetes szám négyzetének, illetve köbének összegére vonat- 


. kozó képleteket teljes indukcióval lehet bizonyítani (lásd 1. Függelék). Itt csak 


felírjuk a képleteket: 


nat )0nr 1) 


Az első n négyzetszám összege: b k" 6 


I 1 
Az első n köbszám összege: b k" e 2 1) ; 


Véges összegek határértéke 


Az 5.1. szakaszban tárgyalt véges összegű közelítés pontossága javul, ha az osz- 
tássűrűséget növeljük, azaz a részintervallumok hosszát csökkentjük. A követ- 
kező példában megmutatjuk, hogyan lehet kiszámítani a közelítés határértékét, 
amikor a részintervallumok hossza nullához, száma pedig végtelenhez tart. 


5. PÉLDA: A terület véges összeggel való közelítésének határértéke 
Határozzuk meg alsó közelítéssel annak az R tartománynak a területét, amelyet 
felülről az az y— 1— 37 görbe, alulról pedig az x tengely (0, 1] intervalluma 
határol! Használjunk azonos szélességű téglalapokat, amelyeknek a száma vég- 
telenhez, alapélük hossza pedig nullához tart (lásd az 5.4a ábrát)! 


Megoldás: Kiszámoljuk az alsó közelítő összeget n számú, egyformán Ax — 
— (1—0)/n szélességű téglalapra és azután megvizsgáljuk mi történik, amikor 
n a co, Kezdjük azzal, hogy a (0, 1] intervallumot felosztjuk n számú, azonos 


hosszúságú 
1 F A ha 
0 - LO [ett AA Ble tlálleat :N] , 
N n nN N 


részintervallumra. Mindegyik részintervallum hossza 1/n lesz. Az 1—x? függ- 
vény csökkenő a [0, 1] intervallumon, egy-egy részintervallumon a legkisebb ér- 
tékét a részintervallum jobb oldali végpontjában veszi fel. Ezért az alsó közelítő 
összeget úgy írhatjuk fel, hogy a [(k— 1)/n,k/n] részintervallumhoz az alulról 
közelítő téglalap magasságaként az f(k/n) —1—(k/n)" értéket rendeljük hozzá, 
s így a következő összeget kapjuk: 


rá ager ár ágra 


Ezt az összeget felírjuk a szumma jelölésmóddal, majd egyszerűsítünk: 


F00-át-ÓJÓ- 





Il 
TD: 
T 


e 


n II 
B TD 
S öl rez" szün § 

z [6 
I 
"ésl "És 
tmzzttt 
Il 


kivonási szabály 


Caógi 
Il 
loszzzás 


b 
8 
l 


Én 
Il 


állandó összegzésének 
szabálya és a 


ma. 


konstanssal való 
szorzás szabálya 
sas Tie aA nen 1)(2n--1) m. az első n négyzetszám 
Hi n3 ő NN összege 


2 3-3" -t-n 


St KEZE e 
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him 


Az alsó közelítő összegre ezzel egy olyan kifejezést kaptunk, amely tetszőle- 
ges n-re igaz. E kifejezés határértékét véve n — so esetén azt látjuk, hogy az alsó 
közelítő összeg konvergál, amint a részintervallumok számát növeljük, hosszuk- 
kal pedig nullához tartunk: 

4 29 43n24-n sg 2 2 
baze ( úr mig 

Az alsó közelítő összeg 2/3-hoz tart. Hasonló számításokkal be lehet látni, 
hogy a felső közelítő összeg is 2/3-hoz tart (35. feladat). Az 5.1. szakasz végén 
adott összefoglalásunk értelmében tehát az összes közelítő összeg ugyanahhoz 
az értékhez, 2/3-hoz konvergál. Ez azért van így, mert meg lehet mutatni, hogy 
bármely véges közelítő összeg az alsó közelítő összeg és a felső közelítő összeg 
közé van zárva. Ezért az K tartomány területét e határértékként definiálhatjuk. 

La 





5.8. ÁBRA: Egy, az [a, b] zárt intervallumon folytonos y — f(x) függvény. 


Riemann-összeg vagy integrálközelítő összeg 

A véges közelítések határértékének pontos elméletét Bernhard Riemann német 
matematikus alkotta meg. Most bevezetjük a Riemann-összeg, vagy más szóval 
integrálközelítő összeg fogalmát, amely a határozott integrál következő szakasz- 
ban tárgyalandó elméletének az alapja. 

Tekintsünk az [a,b] zárt intervallumon egy tetszőleges f függvényt! Mint 
az 5.8. ábrán látható függvény esetében is, f mind pozitív, mind negatív értéke- 
ket felvehet. Osszuk fel az [a,b] intervallumot nem feltétlenül egyenlő hosszú- 
ságú részintervallumokra, és képezzünk összegeket ugyanolyan módon, ahogy 
azt az 5.2. szakasz véges közelítéseinél tettük! Válasszunk ki először is a és b 
között n — 1 olyan pontot, legyenek ezek (xi, x2,x3, . . . ,Xn—-1 bh. amelyekre telje- 
sül, hogy . 

a ax dx d: dx. eb. 


A következetesség érdekében jelöljük a-t xo-lal, b-t xn-nel, így 
a—xg cx dx dr d Xi d Xxacb. 
A 
ESEL ere e] 
halmazt [a, b] felosztásának nevezzük. 


A P felosztás [a, bI-t n zárt részintervallumra osztja fel, melyek a következők: 


Po. xi] [x1.x2], - - -, [n—1 3]. 
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P első részintervalluma az [xo, xi], a második az [x1,xa]. a k-adik részinterval- 
luma az [X4—1, xx] intervallum. k az L és n közé eső egész szám. 


k-adik részintervallum 


xpsa Xi Xg 0 ttt  Xpoi Xpo tt Xpei xmz-b 


Az első, [xo, xi] részintervallum hosszát jelölje Axz, a második, [xi , x2] részin- 
tervallum hosszát Axa, a k-adik részintervallumét Ax, — Xxr— Xr. 1. Ha az összes 
részintervallum ugyanolyan hosszú, akkor közös hosszuk (b — a)/n, s ezt Ax- 
szel jelöljük. 


dánoafo ási an — 1—45— 


Xg z d Xi Xa 8... Xp-1 Xp B oz a Es. i Xg — h 


xX 


Minden részintervallumnak kiválasztjuk egy pontját. A k-adik, [xr— 1, xx] rész- 
intervallumból kiválasztott pontot cx-val jelöljük. Ezután mindegyik részinter- 
vallumra egy téglalapot rajzolunk, amely az x-tengelytől a görbe (cx, f(ck)) 
pontjáig nyúlik. A téglalapok az x-tengely fölött és alatt is elhelyezkedhetnek 
attól függően, hogy f(cxr) pozitív vagy negatív, vagy ha f(cr) — 0, akkor a tég- 
lalap degenerált, mindkét vízszintes éle az x tengelyen fekszik (5.9. ábra). 

Minden részintervallummal képezzük az f(cxr) " Axx szorzatot. Ez a szorzat 


.f(cx) előjelétől függően pozitív, negatív vagy nulla. Ha f(cx) 5 0, akkor f(cxr) 


: Axx a Axx szélességű és f(cxr) magasságú téglalap területe. Ha f(cx) € 0, akkor 
az f(cr) " Axx szorzat negatív szám, a Ax, szélességű és az x-tengelytől a negatív 
f(cx) pontig nyúló téglalap területének az ellentettje. 

Végül ezeket a szorzatokat összeadva azt kapjuk, hogy 


$Pz § f(Cx)Axx. 
sm 


(Cn fc) 









EBB val 
(ca, f(ca)) 


5.9. ÁBRA: Az y — f(x) függvény grafikonja, és az x-tengely közötti tartományt 
közelítő téglalapok. 


Sp-t az f függvény [a,b] intervallumra vonatkozó Riemann-összegének, 
vagy más szóval integrálközelítő összegének, vagy téglányösszegnek nevez- 
zük. Sok ilyen összeg van attól függően, hogyan választjuk ki a P felosztást és a 
részintervallumok cx pontjait. 

Az 5. példában, ahol a részintervallumok mind Ax — 1/n hosszúságúak, úgy 
rövidíthetjük a részintervallumokat, hogy növeljük a számukat. Ha egy felosz- 
tás váltakozó hosszúságú részintervallumokból áll, akkor mindig a leghosszabb 
részintervallum hosszát kell figyelembe venni. Egy P felosztás normáját — jele 
IPI — úgy definiáljuk, mint leghosszabb részintervallumának hosszát. Ha [/Pl 


5.10. ÁBRA: Az 5.9. ábrán látható 
görbe az [a,b] intervallum egy fino- 
mabb felosztásával. A finomabb felosz- 
tással előálló keskenyebb téglalapok az 
f függvény grafikonja és az x-tengely 
által határolt tartományt pontosabban 
közelítik. 


5.2. Feladatok 


A szumma jelölés 


Írjuk fel az 1—6. feladatokban szereplő összegeket a szumma jel 
használata nélkül! Azután számítsuk ki értéküket! 








fer SA VESE E ME NETESE TENTESÉE TETERRRT "HT EK KE ONT TE EVE EKET VE UT ONNÉT TETT ———.— 
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kicsi szám, akkor a P felosztás összes részintervalluma kicsi. Nézzünk erre e 
gy 
példát! 


6. PÉLDA: Egy zárt intervallum felosztása 

A P — (0;0,2;0,6; 1; 1,5: 24 halmaz a [0;2] intervallum egy felosztása. P-nek öt 

részintervalluma van: [0;0,2], (0,2;0,6], [0,6; 1], (1; 1,5], [1.5; 2]: 
[Axr-fe— Ax—sh— Ax —s Ax ——ste—— Axs—— 
0 02 0.6 1 I 1.5 2 
A részintervallumok hossza: Axi — 0.2, Ax; — 04, Axz3 — 0.4, Axy — 0.5 és 


Axs — 0,5. A leghosszabb részintervallum hossza 0,5, így a felosztás normája 
IPI] — 0,5. Ebben a példában két olyan intervallum van, amelynek 0,5 a hossza. 


" x 


Ha f folytonos, minden Riemann-összeg, ami az [a, b] zárt intervallum vala- 
mely felosztásához tartozik, téglalapokat definiál, amelyek a folytonos függvény 
grafikonja és az x-tengely közötti tartomány területét közelítik. Az olyan fel- 
osztások, amelyek normája nullához közelít, olyan téglalap-együtteseket adnak, 
amelyek — mint az az 5.10. ábrán is látható — egyre pontosabban megközelí- 
tik ezt a tartományt. A következő szakaszban látni fogjuk, hogy amennyiben f 
folytonos az [a,b] zárt intervallumon, úgy teljesen mindegy, hogy a Riemann- 
összeg megkonstruálásához hogyan választjuk ki a P felosztást és a cz pontokat 
az egyes részintervallumokban, a Riemann-összeg ugyanazon határértékhez tart, 
ha a részintervallumok hossza — a felosztás normája — nullához tart. 


9. . Melyik kifejezés nem ekvivalens a másik kettővel? 

4 k—1 2 k 

—1 —] 
(a) 2 ll I (b) § er 
kz-2 k-0 
4 k 
ad.) 

(0) 2 E 


fi 2 
CP D-i 2 Ep 
. I ü 10. EGES kifejezés nem ekvivalens a másik kettővel? 
3. cos kit 4. sin ki is ig 
ző és (a) pit jő (b) ,£ 17 
É k--1 on TX 1 k s; 
k—1 k-1 k——3 
7. — Az alábbiak közül melyik felírás adja az 1-42--4-t 8 -t Írjuk fel a 11—16. feladatokban szereplő összegeket szumma je- 
1- 16--32 összeget? lölésmóddal! 
E - is] I Í 
(a) y 2-1 b) 2 11. ae E TÉTÉTB 12. 17-43-93 16 
K-I k—0 13. 3-htátk 14. teát 
4 l.i 1.1 4 5 
k——-1 


8. — Az alábbiak közül melyik felírás adja az 1—2-44—8-- 


t16— 32 összeget? 
6 
(a) E aj 


(c) ; [— 1 jer aka 
ke—2 


5 
(b) £(— 
K-0 


Véges összegek 


1)kak 17. Tegyük fel, hogy ja ap — —5 És 3 b; — 6. Határozzuk 
k— —1 


-1 
meg az alábbi kifejezések értékét! 
(a) E 34 
k—1 
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(9 Y (art br) (d) E (ax—bk) 
k—Il k—1 


(0 Y (bh—2ax) 
kzi1 


18. Tegyük fel, hogy E ax 7-0 és baj by — 1. Határozzuk meg 
kz 
az alábbi kitesz értékét! 


(új § dúr (b) § 250b 
k—1 k—1 


A n 
(c) pa (ap 1) (d) e (b— 1) 

Számítsuk ki a 19—28. feladatokban szereplő összegek érté- 
két! v" jő 
19. (a) £k (EE 

kz1 k—1 


13 
(9 EX 
k—1 


10 
(b) EK 
k—1 


13 13 
20. (a) X.k (b) X kt 
k—i k—1 


7 5 
21. Y (—2k) 2. 5 
k—1 k—1 
Ő 6 
23. Y(3—K) 24. E(k—5 
k-1 k—1i 
5 
25. Y k(3k--5) Y k(2k--1) 
4-1 k—I1 
7 ZENÉT 28 (3 ye 
k—l1 225 sz] j k-1 kel ft 


A Riemann-összeg téglalapjai 


A 29-32. feladatokban rajzoljuk fel az f(x) függvény grafikonját 
az adott intervallumban! Osszuk fel az intervallumot négy, azo- 
nos hosszúságú részintervallumra! Azután rajzoljuk be az ábrába 


a hi f(cxr) Riemann-összeghez tartozó téglalapokat, ahol cx a 
k-adik részintervallum (a) bal oldali, (b) jobb oldali végpontja, 
(c) felezőpontja! (Mindegyik Riemann-összeghez készítsünk kü- 
lön ábrát!) 

29. fíxy—xt—I, 


30. f(x) — 


a [0,2] intervallumon. 
a [0, 1] intervallumon. 
31. f(x)—sinx, a [-—7,:] intervallumon. 
32. f(xY—sinx-t], 


33. Határozzuk meg a P — (0;1,2;1,5;2,3;2,6;3) felosztás 
norrnáját! 


a [— 7, x] intervallumon. 


34. Határozzuk meg a P— (—2;—1,6,—0,5,0,0,8; 1) felosztás 
normáját! 


Felső közelítő összegek határértéke 


A 35-44. feladatokban szereplő függvényekre írjuk fel felső kö- 
zelítő összeget oly módon, hogy az [a,b] intervallumot n egy- 
forma részintervallumra osztjuk fel! Azután vegyük ezeknek az 
összegeknek a határértékét n —: cs esetén, és számítsuk ki az [a, b] 
intervallumhoz tartozó görbe alatti területet! 


35.  f(x)—1—37 a [0, 1] intervallumban. 
36. f(x) 
37. f(x) —xth-1 a [0.3] intervallumban. 


— 2x a [0,3] intervallumban. 


38. f(x) — 337 a [0, 1] intervallumban. 
39. f(x) — xs a [0, 1] intervallumban. 


40. f(x) —3x-2ő a (0, 1] intervallumban. 


A határozott integrál 


Az 5.2. szakaszban egy zárt la, b] intervallumon folytonos f(x) függvény véges 
közelítő összegének határértékét vizsgáltuk oly módon, hogy az intervallumot 
n egyenlő, (b — a)/n hosszúságú intervallumra bontottuk. Ebben a szakaszban 
általánosabb Riemann-összegek határértékét vizsgáljuk, amikor az [a,b] inter- 
vallum felosztásainak normája nullához tart. Az általános Riemann összegnél 
a felosztások részintervallumainak nem kell azonos hosszúságúaknak lenniük. 
Az ilyen összegek határértéke vezet el egy zárt [a,b] intervallumon folytonos 
függvény határozott integráljának fogalmához. 


A Riemann-összegek határértéke, Riemann-integrál 


A határozott integrál fogalma arra az ismeretre épül, hogy bizonyos függvé- 
nyek esetében, amint [a,b] felosztásainak normája nullához tart, a megfelelő 
Kiemann-összegek határértéke valamilyen / határértékhez konvergál. Konver- 
gencián azt értjük, hogy a Riemann-összeg értéke tetszőlegesen közel kerül az I 
számhoz feltéve, hogy felosztásának normája elegendően kicsi (vagyis az összes 
részintervallum elegendően kicsi). Bevezetjük az E szimbólumot, mint olyan kis 
pozitív számot, amely megszabja, mennyire közel kell lennie a Riemann-ösz- 
szegnek /-hez, valamint a ő szimbólumot, amely szintén egy pici pozitív szám, 
és azt mondja meg, hogy milyen kicsinek kell lenni a felosztás normájának ah- 
hoz, hogy ez teljesüljön. Íme a pontos megfogalmazás: 
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DEFINÍCIÓ: A határozott integrál, mint a Riemann-összegek ha- 
tárértéke 

Legyen f(x) az [a,b] zárt intervallumon értelmezett korlátos függvény. 
Azt mondjuk, hogy az /I szám az f függvény [a,b] intervallumon vett 
határozott integrálja és a Er j f(cx)JAxx Riemann-összegek határértéke, 
ha teljesülnek a következő feltételek: 


Bármely adott £ 5 0 számhoz van olyan ő 5 0 szám, hogy [a,b] min- 
den olyan P — (xg, xi , . . . ,xn ) felosztására, amelyre [IPI] - ő, bárhogyan 
is választjuk ki cx-t az [xx-1. xx] intervallumból, teljesül, hogy 


A 


2 CxJAxx— I 





Leibniz a határozott integrálra olyan jelölést vezetett be, amely a Riemann- 
összegekre emlékeztet. Látta, hogy a Ér 4 filcxJáxx véges összegekből az f(x) 
függvényértéket az , infinitezimális" részintervallumok dx hosszúságával beszo- 
rozva végtelen összegeket kapunk. A F jelet határértékben a f jellel helyette- 
sítjük, mely az , 57 betűből ered. Az f(cr) függvényértékeket határértékben az 
f(x) függvényérték helyettesíti, a részintervallumok Ax, hosszát a dx differen- 
ciál. Olyan, mintha az összes f(x) dx szorzatot összegeznénk, miközben x az 
összes értéket felveszi a és b között. Ez a jelölésmód utal az integrál előállításá- 
nak folyamatára, a Kkiemann-féle definíció pedig pontos értelmet ad a határozott 
integrálnak. (A definícióban a korlátosságot nem lenne szükséges kikötni, de 
nem korlátos függvény Riemann-integrálja nyilvánvalóan amúgy sem létezik, és 
ez a feltevés a további vizsgálódásokat leegyszerűsíti.) 


A határozott integrál jelölése és létezése 
A határozott integrál definíciójában az / számot a 


b 
J f(x)dx 


szimbólum helyettesíti, amit úgy kell kimondani, hogy , integrál a-tól b-ig f(x) 
dé x" vagy , f x szerinti integrálja a-tól b-ig". A szimbólum összetevőinek is van 


külön nevük: i 
a függvény az integrandus 


integrál jő határa 
/ XxAZ Hz változó 


integráljel a [ "f (x) Fi 


integrál alsó határa ez, 
fintegrálja a-tól 56-ig 

Ha a definíció feltételei teljesülnek, akkor azt mondjuk, hogy f [a, b[-hez tar- 
tozó Riemann-összegei konvergálnak az I — f 6 f(x)dx határozott integrálhoz, 
és hogy f integrálható az [a, b] intervallumon. A P felosztást sokféleképpen ki- 
választhatjuk úgy, hogy normája nullához tartson, és bármely felosztásra sokfé- 
leképpen megválaszthatjuk cx-t 15. A határozott integrál akkor létezik, ha mindig 
ugyanazt az !/ határértéket kapjuk függetlenül attól, hogy milyen felosztást és ab- 
ban milyen cx-t választottunk. Ha a határérték létezik, akkor azt felírhatjuk, mint 
a függvény határozott integrálját: 


lim É faJan-r- fra 


IP 0 


26 


2. fejezet 


integrálszámítás 


Ha mindegyik felosztás n egyenlő nagyságú részintervallumot tartalmaz, ame- 
lyek hossza Ax — (b — a) /n, akkor úgy is írhatjuk, hogy 


b 
lim ) f(cJax—1— / f(ddx. 
k—Ii új 


A határértéket mindig úgy képezzük, hogy a felosztások normája nullához tart- 
son, a részintervallumok száma pedig végtelenhez. 

A függvény egy adott intervallumon vett határozott integráljának értéke a 
függvénytől függ, nem attól, hogy milyen betűvel jelöljük a független változóját. 
Ha a t vagy u betűt jobban kedveljük, mint az x-et, nyugodtan írhatjuk 


h b b 
J fedáx helyett azt is, hogy fra vagy f fddu. 


Nincs jelentősége az integrál írásmódjának, az mindig ugyanaz a szám, a Rie- 
mann-összegek határértéke. 

Mivel a Riemann-összegek határértékének képzésekor nagyon sok lehető- 
ség adódik, úgy tűnhet, nehéz lesz megmondani, hogy létezik-e ez a határérték. 
Ha az integrál létezik, akkor nincs jelentősége, hogyan választottunk felosztást 
és függvényértékeket, a Riemann-összegek mindig ugyanahhoz a határértékhez 
konvergálnak. Ez az eset, ha a függvény folytonos. 


1. TÉTEL: Folytonos függvény határozott integrálja 


Ha az f függvény folytonos az [a,b] intervallumon, akkor az [a,b] inter- 
vallumon létezik határozott integrálja. 





A szélsőértéktétel (4.1. szakasz, 1. tétel) szerint, amennyiben f folytonos, 
meg tudjuk választani cx-t úgy, hogy az [xx—1, xx] részintervallumon f-nek f(cx) 
legyen a maximális értéke, s ezzel egy felső közelítő összeget kapunk. Úgy is 
meg tudjuk választani cx-t, hogy az [xr—1,xx] részintervallumon f-nek f(cx) 
a minimális értéke legyen, s így egy alsó közelítő összeget kapunk. cz lehet 
az [xr—1, xx] intervallum felezőpontja, jobb oldali végpontja vagy egy véletlen- 
szerűen kiválasztott pontja, a felosztás lehet egyenlő közű vagy változó széles- 
ségű, Er. f(cxr)JAxx-ra mindig ugyanaz a határérték adódik, amikor [/PI] — 0. 
Az 1. tétel hátterében az az ismeret áll, hogy bármely felosztásához hozzáren- 
delt Riemann-összeg nem lehet nagyobb a felső közelítő összegnél, és nem lehet 
kisebb az alsó közelítő összegnél. Az alsó és a felső közelítő összeg egyaránt 
ugyanahhoz a határértékhez konvergál, amikor [PI] — 0. Minden más Riemann- 
összeg az alsó és a felső közelítő összeg között fekszik, és mindnek ugyanaz 
a határértéke, Az 1. tétel bizonyítása a függvények, felosztások és határértékek 
gondos vizsgálatára épül, ezért ebben a bevezető jellegű könyvben nincs helye. 
A bizonyítás mikéntjére utalnak a 80. és a 81. feladatok. 

Az 1. tétel semmit sem mond arról, hogy hogyan kell a határozott integrált 
kiszámítani. Ennek módját az 5.4. szakaszban, a primitív függvény meghatáro- 
zásának problémájával közösen fogjuk vizsgálni. 


Integrálható és nem integrálható függvények 


Az 1. tétel azt mondja ki, hogy az [a,b] intervallumon folytonos függvények 
integrálhatóak. A nem folytonos függvények vagy integrálhatók, vagy nem in- 
tegrálhatók. A nem folytonos, de integrálható függvények lehetnek pl. szaka- 
szonként folytonos függvények, amelyeket e fejezet végén, a további példák és 
feladatok között fogunk definiálni. (Ezek véges számú pont kivételével folyto- 
nosak az [a, b] intervallumon.) Ahhoz, hogy ne legyen integrálható, a függvény- 
nek annyira szakadásosnak kell lennie, hogy a grafikonja és az x-tengely közé 
eső tartomány ne legyen helyesen közelíthető egyre keskenyedő téglalapokkal. 
Lássunk egy példát nem integrálható függvényre! 
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1. PÉLDA: 
Az 

1, — hax racionális 
f(x) — váj 
0, — hawx irracionális 


függvény nem Riemann-integrálható a [0, 1] intervallumon. Ennek a kijelentés- 
nek az az alapja, hogy bármely két szám között van mind racionális, mind pedig 
irracionális szám. Azaz a függvény túlságosan szeszélyesen ugrál ahhoz, hogy 
a grafikonja alatti és az x-tengely fölötti területet közelíteni lehessen akármilyen 
keskeny téglalapokkal. Megmutatjuk, hogy a felső közelítő összeg és az alsó 
közelítő összeg különböző határértékekhez konvergál. 

Ha kijelöljük a [0,1] egy felosztását, cr-t pedig úgy választjuk, hogy az az 
f maximális értéke legyen az [x4-1, xx] intervallumon, akkor a megfelelő Rie- 
mann-összeg 


úsY fiján s $[(jjay-i, 
k—1 k-1 


mivel minden [xx 1 , xx] intervallumban van racionális szám, s arra f(cx) — 1. Így 
mindegyik Riemann-összeg 1-gyel egyenlő, s így határértékük is 1. 

Másfelől, ha cx-t úgy választjuk, hogy az az f minimális értéke legyen az 
[Xk—1, Xx] intervallumon, akkor a megfelelő Riemann-összeg 


A 


E— 3 ficAmi 2) (0jA—0; 
k-1 k—i 
mert minden [xr—1, xx] intervallumban van irracionális szám, s arra f(cr) — 0. 
Mivel a határérték függ cx megválasztásától, a függvény nem integrálható. 


A határozott integrál tulajdonságai 


Mikor [? f(x)dx-et a Y7 , f(cxJAxx összeg határértékeként definiáltuk, balról 
jobbra haladtunk át az [a,b] intervallumon. Mi történik akkor, ha jobbról balra 
haladunk, azaz xg — b-től indulva x, — a-ba jutunk? A Riemann-összegben min- 
den Ax, előjelet vált, xx—xr—1 most nem pozitív, hanem negatív lesz. Ha minden 
részintervallumból ugyanazt a korábbi cz pontot választjuk ki, valamennyi Rie- 
mann összeg, s így azok határértékének, azaz a JT f(x)dx integrálnak az előjele 
is meg fog változni. Mivel előzőleg nem rögzítettük, hogy mit jelent , visszafelé 
integrálni", most definiálhatjuk úgy, hogy I 


! f(x)dx — — fi f(x)dx. 
b a 


Az integrál fogalmát nulla hosszúságú intervallumra is kiterjeszthetjük, ami- 
kor is a — b. Mivel f(cxr)JAxx nulla, ha Ax, — 0, ezért definíció szerint legyen 


fra sz 


A 2. tétel az integrál hét tulajdonságát, az úgynevezett integrálási szabályokat 
mondja ki, többek között a fenti kettőt 15. Ezek a szabályok nagyon hasznosak, 
amikor integrálok értékét kell kiszámítani. Újra és újra hivatkozni fogunk rájuk, 
amikor egyszerűsíteni akarjuk számításainkat. 

A hét szabály közül kettőnek geometriai jelentése van, ezt az 5.11. ábra mu- 
tatja. Az ábrán látható grafikonok ugyan pozitív függvények grafikonjai, de a 
szabályok általánosan alkalmazhatók az integrálható függvényekre. 





2. TÉTEL: 
Ha f és g integrálható, akkor a határozott integrálra igazak az 5.3. táblá- 


zatba foglalt szabályok. 
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Az integrálási határok felcserélése: [ő fddx— — [/ f(x) dx. 
Nulla hosszúságú intervallum: fő f(x)dx — 0. 
Konstanssal való szorzás: hi kf(x)jdx—k 1 hal f(jdkx. 

Ja —f()dx — — fa f(x) dx. 
Összeg és különbség: fé(f(x) te(x)dx— ff f(x)dx4 f/ e(x) dx. 
Additivitás: [9 f(oddx-- [7 fiddx— [5 f(x)dx. 


6. Maximum—minimum egyenlőtlenség: Ha f-nek van minimális és ma- 
ximális értéke az [a, b] intervallumon, akkor 


hb 
minf :(b—a) £ f fddx £ maxf -(b—a). 


7.  Domináció: 


b b 
f(x) 2 elx) az [a,b] intervallumon — Ű. f(ddx 2 g. glx)dx. 


b 
f(x) 2 0 az la, b] intervallumon —- f f(x)dx 2 0. 


ei 





5.3. TÁBLÁZAT: A határozott integrálra vonatkozó szabályok. 


Az I. és a 2. szabály definíció, az 5.3. táblázat 3-7. szabályait azonban bizo- 
nyítani kell. Alább megadjuk az egyik szabály bizonyítását. A többi integrálási 
szabályt is hasonlóképpen lehet belátni. ! 


A 6. szabály bizonyítása: A 6. szabály azt mondja ki, hogy f-nek az [a,b] 
intervallumon vett integrálja soha nem lehet kisebb, mint f minimális értékének 
és az intervallum hosszának a szorzata, továbbá soha nem lehet nagyobb, mint 
f maximális értékének és az intervallum hosszának a szorzata. Ennek az az oka, 
hogy [a, b] minden felosztására és cx bármely választása esetén teljesül, hogy 


minf:(b—a) —minf: ) Ax — DA b—a 
k—1 ü 
SE konstanssal való szor- 
— ) minf-Ax c 
2 zás szabálya 
A 
£ ) f(CrJAmk 5 minf 2 f(cx) 
k—1 
£ E maxf:Axp— — f(cx) S maxf 
k—1 
E konstanssal való szor- 
— max f 2 Axk — zás szabálya 
— max f:(b— a). 
Röviden, f-nek az [a,b] intervallumhoz tartozó bármely Riemann-összege ki- 
elégíti a 
H 
min f .(b—a) £ ) f(lcxJAxk £ max f : (b — a) 
k-1 
egyenlőtlenséget. Ezért határértékük, az integrál szintén kielégíti azt. [] 


"Szerk. megj.: Ezen tulajdonságok között szokták felsorolni azt is, ha f integrálható az [a,b] 
intervallumon, akkor integrálható annak minden részintervallumán 15. 





Ü 
(a) Nulla hosszúságú intervallum: 


/ f(x)dx— 0. 


(Egy pont felett 0 területű tartomány 
van.) 





(d) Additivitás: 
b aj [aj 
freDdxa f fedd — f fax 
a h él 


5.11. ÁBRA 
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ay 7 f(x) 1 e(x) 
y7- g) 





(b) Konstanssal való szorzás: (c) Összeg: 


/ kf(x)ydx—k / f(x)dx. fi (f(x) 4 e(x))dx — fi f(xdx- ! e(x)dx 


a 


(Lásd k — 2-re.) (A területeket összeadjuk.) 





(e) Maximum-minimum (f) Domináció: 
egyenlőtlenség: 
b j a 5 g(x) az la, b] intervallumon 
inf:(b—a) £ Í f(xjdx c 
KESZEN 1 5 [19 588 a fe dr 2 f eds 
£ max f - (b -— a) a 


2. PÉLDA: A határozott integrálra vonatkozó szabályok alkalmazása 


Legyen 
l 4 l 
ffjdxs 5, f(x)dx — —2, h()dx —T7. 
are flőtoaik ( 


Akkor 


1 ffeda f(x) ang (xjdx——(—3) —2 (: szátitls 
4 


I 


tar) ak [dx — [1 rJds-43 (ha) jdx—  3.és4. szabály 
FEg —1 
ál áli Fezai 
4 


I 4 
2 8 ÚT f rétet Í T8- 5-4-(—2)—3 5. szabály 


3. PÉLDA: Egy integrál felső korlátja 
Mutassuk meg, hogy 8 és v1-tcosxdx kisebb 3/2-nél! 
Megoldás: A határozott integrálra vonatkozó maximum-—-minimum egyenlőt- 


lenség (6. szabály) azt mondja ki, hogy [7 f(rjdx-ra min f : (b— a) egy alsó 
korlátot, max f : (b— a) pedig egy felső korlátot ad. V1-- cos x maximális értéke 
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5.12. ÁBRA: A 4. feladatban szereplő 
tartomány egy háromszög. 


a (0, 1] intervallumon V1-7-1 — vV2, így 


l 
fv17coszdx £ V2:(1—0) — V2. 
0 


Mivel fp v1 4 cosxdx-nek V2 egy felső korlátja (v2 — 1,414...), az integrál 
értéke kisebb 3/2-nél. d 


Egy nemnegatív függvény grafikonja alatti terület 


Most pontosítani fogjuk egy görbe vonallal határolt tartomány területének fo- 
galmát. Az alapgondolat az, hogy a tartományt egyre növekvő számú téglalappal 
közelítjük. Valamely nemnegatív függvény grafikonja alatti területet a határozott 
integrál fogalmával értelmezzük. 


DEFINÍCIÓ: A görbe alatti terület mint határozott integrál 


Hay — f(x) az [a, b] intervallumon nemnegatív és integrálható függvény, 
akkor az y — f(x) görbe alatti A terület: 





Első ízben van pontos definíciónk egy olyan tartomány területére, amelynek 
határa egy folytonos függvény grafikonja. Definíciónkat alkalmazzuk most egy 
egyszerű példára, egy egyenes alatti terület kiszámítására, amelyen ellenőrizni 
tudjuk, hogy új definíciónk egybeesik a terület fogalmáról korábban kialakult 
intuitív képünkkel. 


4. PÉLDA: Azy— x egyenes alatti terület 


Számítsuk ki je xdx-et és határozzuk meg az y — x alatti területet a [0,bl, b: 0 
intervallumon! 


Megoldás: A bennünket érdeklő tartomány egy háromszög (5.12. ábra). A há- 
romszög területét kétféle módon is meghatározzuk! 


(a) Ahhoz, hogy a határozott integrált Riemann-összegek határértékeként 
meghatározhassuk, limipj—o 24-i f (cx) Axx-t olyan felosztásokra kell kiszá- 
molnunk, amelyeknek a normája nullához tart, Az 1. tétel kimondja, hogy 
nem számít, hogyan választjuk a felosztásokat vagy a cz pontokat, amíg a 
norma nullához tart. Bármely választás pontosan ugyanahhoz a határértékhez 
vezet. Tekintsük hát azt a F felosztást, amely a [0, b] intervallumot r azonos, 
Ax — (b—0)/n hosszúságú intervallumra osztja, cx gyanánt pedig válasszuk 
minden ToSSATGLVEltur iban annak jobb oldali végpontját. Tehát a felosztás: 
P—-(0o,5,2,2 ..., B) és c4— B. Így 


tini nt gent 





zt 7 , MÉ : 
Y fear se mé f(Ck) —Ck 

ki ? A 

4 

em 
sézzű b? y , A. konstanssal való szor- 
7? kai " zás szabálya 
ja b n(n-t 1) Mi az első n természetes 
on 2 —————— számösszege 

b" l 
—— — 1 seg A 

2 HT n) 





Ü a 
4H—b — a— 


5.13. ÁBRA: A trapéz alakú tartomány 
területe A — (b? — a?) /2. 





5.14. ÁBRA: Példák egy függvény 
[a,b] intervallumon felvett lehetséges 
értékeire. 


2.3. A határozott integrál — 31 


Ha n — cs és IJPI] — 0, akkor ez utóbbi kifejezésnek b" /2 a határértéke. Ezért 


b p2 
[dc sz 7" 
0 


(b) Mivel a terület egy nemnegatív függvény határozott integráljával egyen- 
lő, a határozott integrál értékét könnyen meghatározhatjuk a háromszög te- 
rületképletéből. A háromszög egyik oldala b, magassága y — b. A terület: 
A — (1/2)b -b — b? /2. Újra azt kaptuk, hogy [9 xdx — b? /2. d 


A 4. példát általánosíthatjuk tetszőleges [a,b], 0 - a - b zárt intervallumra: 


b 0 b 
frdx— [5dx4 [d7 5. szabály 
a di Ü 
a b 
—— [dx f xdx— 1. szabály 
0 0 
-— Ét 4. péld 
ggg FSS 





Az összefüggés egy trapéz területét adja meg (5.13. ábra). Az (5.1) egyen- 
lőség akkor is érvényes, ha a és b negatív. Ha a c b € 0, akkor a határozott 
integrál értéke: (b? — a?) /2 negatív szám, az x-tengely alatti, az y — x görbéig 
nyúló tartomány területének az ellentettje. Ha a c 0 és b 5 0, az (5.1) egyen- 
lőség továbbra is érvényben marad, a határozott integrál két terület különbsége: 
a [0,6] intervallum fölött és a grafikon alatt húzódó területből ki kell vonni az 
[a, 0] intervallum alatt és a függvénygrafikon felett található tartomány területét. 

Az alábbi eredményeket a 4. példához hasonlóan, Riemann-összegek kiszá- 
míitásával lehet megkapni (75. és 76. feladat). 


b 
J cdx—c(b—a), c tetszőleges állandó 





Folytonos függvény átlagértéke — újra 


Az 5.1. szakaszban heurisztikusan bevezettük az [a, b] intervallumon folytonos 
nemnegatív függvény átlagértékének fogalmát. Azt mondtuk, hogy az átlagér- 
ték az y — f(x) grafikon alatti terület osztva b — a-val. Integrálalakban ezt úgy 
írhatjuk, hogy 





— a 


b 
l 
átlag — 73 J f(x)dx. 
a 
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5.15. ÁBRA: Az f(x) — V4—3x? függ- 
vény átlagértéke a [—2,2] intervallu- 
mon 1r/2 (5. példa), 


Ezt az összefüggést felhasználhatjuk arra, hogy pontos definíciót adjunk tetsző- 
leges folytonos (vagy integrálható) f függvény átlagértékére akár pozitív, akár 
negatív a függvény, de lehet egyszerre pozitív is, negatív is. 

Gondolatmenetünk a következő: az átlag aritmetikai fogalmából indulunk 
ki, amely szerint n szám átlagát úgy kapjuk meg, hogy összegüket elosztjuk 
n-nel. Egy folytonos függvénynek az [a,b] intervallumon végtelen sok értéke 
van, de ezeket az értékeket reprezentálni tudjuk. Osszuk fel [a, b]-t n egyenlő, 
Ax — (b — a) /n hosszúságú részintervallumra, és tekintsük a részintervallumok 
Cx pontjaihoz tartozó függvényértékeket. Az n reprezentáns érték átlaga: 












fiad ftedrerfled 14 
A ni k) 
sz e És te .4- S így EG 
—1 
szüA CkJAx 
d 4-1 


Az átlagot úgy kapjuk meg, hogy f-nek az [a,b] intervallumra vonatkozó 
Riemann-összegét elosztjuk b — a-val. Ha a reprezentánsok számát növeljük, és a 
felosztás normája nullához tart, akkor az átlag (1/(b— a) ) f f(x)dx-hez közelít. 
Mindkét szemléletmód a következő definícióhoz vezet. 


DEFINÍCIÓ: Egy függvény átlag- vagy középértéke 
Ha f integrálható [a, bl-n, akkor az [a, bl-n vett átlagértéke, amit közép- 
értéknek 15 nevezünk: 


ME. d 
hb— a 


fi átlag — 





5). PÉLDA: Az átlagérték meghatározása 

Keressük meg az f(x) — V4 —x? függvény átlagértékét a (—2, 2] intervallumon! 
Megoldás: f(x)— v4—x? olyan függvény, amelynek grafikonja a [—2., 2] in- 
tervallumon egy origó középpontú, 2 egység sugarú félkörív (5.15. ábra). 


E félkörív és az x-tengely által közbezárt területet a körterület geometriai 
képletéből kiszámolhatjuk: 


l l 
terület — - gr 5 n(2)" —2r. 


Mivel f nemnegatív, ezért a terület egyben f integrálja is a [—2, 2] intervalhumon, 
azaz 


2 
J az üg, 
ké 


f átlagértéke pedig: 


2 
l —H l Tt 
átlag 3-3 fv x-dx 227) 7 (] 
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Az integrál, mint határérték 


Az 1—8. feladatokban fejezzük ki a határértéket, mint a függvény 
határozott integrálját! 


1. Hejes j 18 ctAxx, ahol P a [0, 2] egy felosztása. 
kilési 


2. lim TD 2CAr ahol P a [—1,0] egy felosztása, 
IIPII—0 2 


3. lim y (cz — 3cp)Axx, ahol P a [—7,5] egy felosztása. 
IPI 071 


n 
4. lim bj (z ) Axx, ahol F az [1,4] egy felosztása. 
IPI OZ] XN ék 
mú A 
5. ——— Axx, ahol F a [2,3] egy felosztása. 
og T—a TEN öl [2,3] egy 
6. lim pa / 4 CZAxp. ahol P a (0, 1] egy felosztása. 
NPI—0 ZT 
E y (seccpJáAxr, ahol P a [—1/4,0] egy felosztása. 
IPso- 
8. orai m (tgcrJáxx, ahol P a (0, 7/4] egy felosztása. 


Integrál meghatározása az integrál 
tulajdonságainak és ismert 
integráloknak a felhasználásával 


9. — Legyen f és g integrálható, és legyen 


2 lej 


J ran — —4, J fidax s 6, Teli — 8. 
i 


1 l 


Az 5.3. táblázat szabályait alkalmazva határozzuk meg a követ- 
kező integrálokat! 


(a) [7 e(x)dx 
(e) Jf3f(x)dx 
(e) [T[f(x) — e(x)]dx 


(b) fő e(x)dx 
(d) [5 f(xjdx 
(£). JÉ[4f() — e(x)]dx 


10. Legyen f és Ah integrálható, és legyen 


a ú a 
f(odx——1, 1 fixjdx—5, ( híxjdx— 4. 
/ fert? 


Az 5.3. táblázat szabályait alkalmazva határozzuk meg a követ- 
kező integrálokat! 


(a) f9—2f(xjdx 
(e) P2f(x)—3h(x)]dx 
(e) [7 f(xdx 


(b) [7 f() --h(a) dx 
(d) [d f()dx 
Jo [hl — f6dldx 
11. Tegyük fel, hogy JE fix)dx — 5. Határozzuk meg a követ- 
kező integrálok értékét! 
(a) [7 f(ujdu 
(c) f f(r)dt 


(b) ff v3f(z)dz 
(d) ff[— f(x) ]dx 


12. Tegyük fel, hogy B e(t)dr — v2. Határozzuk meg a kö- 
vetkező integrálok értékét! 


(a) [07 e(ndt 
(0) JE [—e(e)]dx 


(b) 22 e(ujdu 
(a) [25 E dr 
13. Legyen f integrálható, JE f(ízjdz—3és k f(iz)dz— 7. Ha- 
tározzuk meg a következő integrálokat! 
(a) ff(z)dz (b) [9 f(p)dt 


14. Legyen h integrálható, Si hírydr —0 és Fő hírjdr — 
Határozzuk meg a következő integrálokat! 


(a) [7 h(r)dr (b) — [d h(ujdu 


A határozott integrál meghatározása 
területszámítással 


A 15—22. feladatokban ábrázoljuk az integrandust, és határozzuk 
meg az integrált területszámítással! 


15. [9 (3--3) dx 16. f//2(—2x-4)dx 
17. fd. V9—x2dx 18. 9, V160x2dx 
19.  f/ Ixldx 20. f.(1—]ahdk 
21. 3 (2— belek 2. S ü341—dk 


A 23—26. feladatokban a megfelelő területek kiszámításával ha- 
tározzuk meg az integrálok értékét! 


23. fjádx b50 24.  fd4xdx, b:0 


25. fP2sds, Ozacb 26. fo3tdt, 0cacb 
Az integrál kiszámítása 

Z7. JV? xdx 28. . 

29. [770d0 30. jő ? dr 

31. JV dx 32. 933245 

33. fó2 dt 34. (7 92d0 

35.  fdfxdx 36. f999xdx 

37. JP" dx 38. (PP édx 


Az 5.3. táblázatba foglalt szabályokat, továbbá az (5.11-(5.3) 
egyenlőségeket felhasználva számítsuk ki a 39—50. feladatokban 
megadott integrálokat! 


39.  [47dx 40. [97 v2dx 

41. fd5xdx 42. [3 údx 

9 (1— V2)dt 
R(22—3)dz 

hy 24" du 
Jé rxe—S5ják 


43. fó(2t—3)dt 
45. B (143)dz 
47.  ff3édu 

49.  fÓ(394x—5)jdx 


8 8 A B 
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Terület meghatározása 


Az 51-54. feladatokban a határozott integrál alkalmazásával ha- 
tározzuk meg az adott görbe és az x-tengely közé eső tartormnány 
területét a (0, b] intervallumon! 


51. y—3x7 52. y— mi 
ad. 4-2 54. y— 511 
Átlagérték 


Az 55-62. feladatban rajzoljuk fel a függvény grafikonját, és ke- 
ressük meg az átlagértékét az adott intervallumon! 

55. f(x) — at —1 a [0, V3] intervallumon. 

56. f(x)——5 a [0,3] intervallumon. 

57. f(x) — —3x7 —1 a [0, 1] intervallumon. 

58. f(x) — 347 —3 a (0, 1] intervallumon. 

59.  f(r)—(t—LY a [0,3] intervallumon. 

60.  f(r)—r—t a [—2, 1] intervallumon. 

61. elx)—]x]—1 az 


(a) [1.1], (b) [1,3] és (c) [—1,3] 
intervallumon. 
62.  híx) — —]x] az 
(a) [—1,0], (b) 10, L] ÉS (c) Hl, 1] 
intervallumon. 
Elmélet és példák 
63. aés b mely értékére lesz maximális 
b 
j (x—adjdr? 


fé d 
(Útmutatás: Hol pozitív az integrandus?) 


64. a és b mely értékére lesz minimális 


! (éz ák? 


el 


65. . A maximum-minimum egyenlőtlenséget alkalmazva ad- 
junk alsó és felső korlátot 


1 
1 
d 
ETET üi 
0 





értékére! 


66. (a 65. feladat folytatása) A maximum-—minimum egyenlőt- 
lenséget alkalmazva adjunk alsó és felső korlátot 


l 
l 


1 
ia ÉS aaa 





izllzss Tri 


értékére! Adjuk össze ezeket, hogy egy jobb becslést kapjunk 


1 
1 
dx-re. 
/ 1 7-x2 





67. Mutassuk meg, hogy d sin(x?)dx értéke nem lehet 2! 


68. . Mutassuk meg, hogy hi vVx1tBdx értéke 22 s 2.8 és 3 
között van. 


69. Nemnegatív függvények integrálja: Mutassuk meg a 
maximum—minimum egyenlőtlenség alkalmazásával, hogy ha f 
integrálható, akkor 


b 
f(x) 2 0 az [a, b] intervallumon J f(x)dx 20. 
a 


70. Nempozitív függvények integrálja: Mutassuk meg a 
maximum—-minimum egyenlőtlenség alkalmazásával, hogy ha f 
integrálható, akkor 


bh 
f(x) £0 az la, b] intervallumon  - J f(x)dx 20. 
a 


71. Azx7 0 esetén igaz sinx — x egyenlőtlenség alkalmazásá- 
val adjunk felső korlátot () sinxdx értékére! 


72. A(—x/2,x/2) intervallumon fennáll a secx 2 1-4 (x7 /2) 
egyenlőtlenség. Ennek felhasználásával adjunk alsó korlátot 
fg secxdx értékére! 


73. Ha fánag az f függvénynek valóban tipikus értéke az [a;, b] 
intervallumon, akkor fsag és f [a, b] intervallumon vett integrál- 
jának meg kell egyeznie. Így van? Azaz 


b 
. fádagdx — ! f(xdx? 


Válaszunkat indokoljuk! 


74. Jó lenne, ha égy integrálható függvény átlagértékére érvé- 
nyesek lennének az alábbi szabályok: 


(a) (f3-g Játlag — fátlag T fátlag: 

(b) (kf)átag —k fáag  (k tetszőleges szám), 

(0)  fádag Z fátlag ha f(x) E e(x) az [a, b] intervallumon. 
Igazak ezek a szabályok? Válaszunkat indokoljuk! 


75. Bizonyítsuk be az (5.2) egyenlőséget a Riemann-összegek 
határértékének felhasználásával, ahogyan azt a da példában 15 
tettük! 


76. Bizonyítsuk be az (5.3) egyenlőséget a Riemann-összegek 
határértékének felhasználásával, ahogyan azt a 4a példában is 
tettük! 


77. Alsó és felső közelítő összeg növekvő függvényre: 


(a) Tegyük fel, hogy az f(x) folytonos függvény monoton 
növekszik, amint x balról jobbra végigfut az [a.b] interval- 
lumon. Legyen P az [a,b] egy olyan felosztása, amely azt 
n darab egyenlő, Ax — (b — a) /n hosszúságú részinterval- 
lumra bontja fel. A mellékelt ábra segítségével mutassuk 
meg, hogy f-nek e felosztással képezett alsó és felső kö- 
zelítő összegének különbsége grafikusan egy olyan tégla- 
lapként ábrázolható, amelynek oldalai Ax és [f(b) — f(a)!! 
( Útmutatás: Az U — L különbség olyan téglalapok összege, 
amelyek 0901,0102. . . . . 0n—10n átlói a görbe mentén hú- 
zódnak. Nem történik átfedés, ha ezeket a téglalapokat víz- 
szintesen rácsúsztatjuk R-re.) 
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(b) Tegyük fel, hogy az [a, b] felosztásának részintervallu- 
mai most nem egyenlőek, Ax; hosszúságuk változó. Mutas- 
suk meg, hogy 


U—-L £ If(b) — f(a) lAxmax; 


ahol Axmax a P normája, és ezért limjpj a esetén 
V-—-£—0. 





78. Alsó és felső közelítő összeg csökkenő függvényre: 

(a 77. feladat folytatása) 
(a) Rajzoljuk egy olyan ábrát, mint a 77. feladatban, de 
most olyan folytonos f(x) függvényre, amelynek csökken- 
nek az értékei, amint x balról jobbra áthalad az [a,b] inter- 
vallumon. Legyen F olyan felosztás, amely az intervallumot 
egyenlő hosszúságú részintervallumokra bontja! Keressünk 
a 77a feladatban találttal analóg kifejezést [/ — L értékére! 
(b) Most legyenek P részintervallumai változó hosszűsá- 
gúak! Mutassuk meg, hogy a 77b feladat 


U-L E If(b)— fla) lAxmax 


egyenlőtlensége továbbra is érvényes és limjep..oít — 
—L)—0. 


79. A 


sin 1 sin 2h. -- sin 3h.-t - - - tsinmh — 
. cos(h/2)— cos((m--(1/2)1h) 
N — — 2sin(h/2) 
összefüggés segítségével határozzuk meg az y — sinx görbe x— 0 
és x — 1T/2 közötti szakasza alatti területet két lépésben: 


(a) Osszuk fel a [0.772] intervallumot n azonos hosszú- 
ságú részintervallumra, és számítsuk ki a megfelelő [/ felső 
közelítő összeget; azután 

(b) határozzuk meg U határértékét, amint n — ca és Ax — 
— (b—a)/n c 0! 


80. Tegyük fel, hogy f nemnegatív és folytonos az [a, b] inter- 
vallumban, ahogy azt a mellékelt ábra mutatja. Az 
X1,X29 ssh] Xs: 54 n—i 


pontokkal n részintervallumra bontottuk [a,bl]-t. Axy — xy — a, 
Axa — Xx2 — XI, . : . , Axn — b—Xxn-1 nem feltétlenül egyenlők. 


(a) Tisztázzuk, milyen kapcsolat van az 
L — mjáAxi 1 ma Ara tt HF mnpÁxn 


alsó közelítő összeg és a felső ábrán látható satírozott tarto- 
mány között, ahol m, — min( f(x) a k-adik részintervallum- 
beli x-ekre 


(b) Legyen M4 — maxi f(x) a k-adik részintervallumbeli 
x-ekre), és derítsük ki, milyen kapcsolat áll fenn a középső 
ábra satírozott tartománya és az 

TV — MjAxy tt M3Axa c - : - Mp Árn 


felső közelítő összeg között! 


(c) Tisztázzuk azt is, milyen kapcsolat van [/— L és az alsó 
részábra árnyékolt tartománya között! 





BP mered Jenő mzzts. 1 S] 





81. Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos [a, b]-n, ha 
adott € 5 0-hoz létezik olyan ő — 0, hogy ha xi , xa eleme az [a, b] 
intervallumnak és Ixi — xa] € ő, akkor [f(x1) — f(x2)I € £. Meg 
lehet mutatni, hogy az [a,b] intervallumon folytonos függvény 
egyenletesen is folytonos. Ezt a tényt valamint az előző feladat 
ábráját felhasználva mutassuk meg, hogy ha f folytonos és adva 
van £€ 5 0, akkor a Ax;-k legnagyobbikát elegendően kicsinnyé 
téve el lehet érni, hogy teljesüljön V—L € £:(b— a). 


82. Ha egy 150 kilométeres útszakaszon 30 km/h az átlagse- 
bességünk, és ugyanezt az utat visszafelé 50 km/h átlagsebes- 
séggel tesszük meg, akkor mekkora az átlagsebességünk az oda- 
vissza útra számolva? Válaszunkat indokoljuk is! (Forrás: Davis 
H. Fleacher: Mathematics Teacher, Vol. 85. No. 6, pp. 445—446, 
1992. szeptember) 
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Számítógépes vizsgálatok (b) Osszuk fel az intervallumot n — 100, 200 és 1000 azo- 
nos hosszúságú részintervallumra, és vegyük a részinterval- 
Ha programunk alkalmas rá, rajzoltassuk ki számítógépünk kép- lumok felezőpontjához tartozó függvényértékeket! 


ernyőjére a 83—88. feladatokban szereplő integrálokhoz konver- 


gáló Riemann-összegeket! Minden esetben n — 4, 10, 20 és 50 GT SAROKISEESKT asáokaát TEA TESZÉBGB ERNST ENÉE VÉNY 


egyenlő részre bontsuk fel az alapintervallumot! értékek átlagát! 
83. § (1—x)dx — s 84. Jó (x2 H1jdx — 5 (d) Oldjuk meg x-re az f(x) — (átlagérték) egyenletet a 
x/4 : feladat (c) részében nz — 1000-rel kapott átlagértékkel szá- 
85. ff ocosxdx—0 86. B sec xdx— 1 jáglál 
87. [9 kldx— 1 88. ff 1dx (Az integrál ér- 
téke hozzávetőleg 0,693.) 89. f(x) — sinx a [0, x] intervallumon. 
F8 sárszett 90. f(x) — sin x a [0, 1) intervallumon. 
Atlagérték 


91. f(x) —xsini a [d, x] intervallumon. 
A 89-92. feladatokban hajtsuk végre a következő lépéseket; 


: a [Ex] intervallumon. 
(a) Az adott intervallumon rajzoltassuk ki a függvényt! [do] 


92. f(x) —xsinl 1 


x 


Newton-Leibniz-tétel (az analízis alaptétele) 





Ebben a szakaszban bemutatjuk a Newton-Leibniz-tételt, az analízis alaptéte- 
lét, amely az integrálszámítás legfontosabb tétele. Ez a tétel egybekapcsolja a 
differenciál- és az integrálszámítást, és lehetőséget ad arra, hogy az integrál ér- 
tékét az integrandus primitív függvényének segítségével kiszámítsuk ahelyett, 
hogy — mint azt az 5.3. szakaszban tettük — a Riemann-összegek határértékét 
kellene képeznünk. Ezt a kapcsolatot Newton és Leibniz ismerte fel, olyan fejlő- 
dést indítva el ezáltal a matematikában, amely a rá következő 200 évben lezajlott 
természettudományos forradalom hajtóerejévé vált. 

Közben bemutatjuk az integrálszámítás középértéktételét, amelynek szintén 
fontos szerepe van az integrálszámításban, s fel fogjuk használni a Newton— 
Leibniz-tétel bizonyításában is. 


A középértéktétel határozott integrálokra 


Az előző szakaszban a zárt [a,b] intervallumon integrálható f függvény átlag- 
értékét az f b f(x)dx integrál és az intervallum b — a hosszának hányadosaként 
definiáltuk. A határozott integrálokra vonatkozó középértéktétel azt állítja, hogy 
ha f folytonos, akkor ezt az átlagértéket az f függvény az adott intervallumon 
legalább egyszer felveszi. 

Az 5.16. ábra egy, az [a,b] intervallumon pozitív, folytonos függvény grafi- 
konját mutatja. A középértéktétel geometriailag azt állítja, hogy van egy olyan c 
pont az [a, b] intervallumban, amelyre a b— a alapélű és f(c) magasságú téglalap 
területe pontosan megegyezik az f grafikonja és az ab szakasz által meghatáro- 
zott tartomány területével. 





5.16. ÁBRA: A középértéktétel szerint 
az f(c) érték bizonyos értelemben az 
f átlagos (közepes) magassága az la, b] 


3. TÉTEL: A középértéktétel határozott integrálokra 


intervallumon. Ha f 2 0, a téglalap te- Ha f folytonos az la, b] intervallumon, akkor valamilyen c € [a, b[-re 
rülete és az f grafikonja alatti terület — b 

az a és 7 b egg vé megegyezik: . 

f(c) — 1 " ]J 





1 Az 1/2 átlagértéket 
7 nem veszi fel 





5.17. ÁBRA: Szakadásos függvénynek 
nem kell felvennie az átlagértékét. 


F 





5.18. ÁBRA: A [0.3] alapú, 5/2 magas- 
ságú (5/2 az f(x) — 4— x függvény át- 
lagértéke) téglalap területe egyenlő az 
f grafikonja és az x-tengely 0 és 3 közé 
eső darabja által közrefogott tartornány 
területével. 
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Bizonyítás: Ha (b — a)-val elosztjuk a maximum-—minimum egyenlőtlenség 
(5.3. táblázat, 6. szabály) mindkét oldalát, azt kapjuk, hogy 


b 
min f 2 sz f feddx £ maf. 


Mivel f folytonos, a folytonos függvényekre vonatkozó közbensőérték-tétel 
(2.6. szakasz) szerint f-nek minden min f és max f közötti értéket fel kell ven- 
nie. Így [a, b] valamely c pontjában az (1/(b— a)) [9 f(x) dx-et is fel kell vennie. 

L] 


Itt fontos szerepet játszik f folytonossága. Lehetséges, hogy egy szakadásos 
függvény sehol nem veszi fel az átlagértékét (5.17. ábra). 


1. PÉLDA: Az integrálra vonatkozó középértéktétel alkalmazása 


Határozzuk meg az f(x) — 4— x függvény átlagértékét a [0,3] intervallumon, 
valamint az adott értelmezési tartománynak azt a pontját, ahol ezt az átlagértéket 
felveszi! 


Megoldás: 


ze] 





b 
fesz- zak 


0 
4 5.3. szakasz, (5.1) és 
je (5.2) egyenlőség 


Az f(x) —4— x függvény átlagértéke a [0, 3] intervallumon 5/2. Ezt az értéket a 
függvény ott veszi fel, ahol 4—x— 5/2, vagyis x — 3/2 (5.18. ábra). [] 


Az I. példában úgy kerestük meg azt a c pontot, ahol a függvény felveszi 
az átlagértékét, hogy a számított átlagértéket egyenlővé tettük f(x)-szel, és a 
kapott egyenletet x-re megoldottuk. Ez azonban nem mindig megy ilyen egy- 
szerűen. Mi egyebet tanulhatunk még az integrálokra vonatkozó középértékté- 
telből? Lássunk egy példát! 


2. PÉLDA: 
Mutassuk meg, hogy ha f folytonos az [a, b] intervallumon, a 5 b és 


h 
f fedax—0, 


akkor legalább egyszer f(x) — 0 az la, b] intervallumon! 
Megoldás: Az [a,b] intervallumon f átlagértéke: 


l 
b—a 





b 
1 
Játlag — CNN J füddx — :0—0. 
[d] 


A középértéktétel szerint f valamely c € [a,b] pontban felveszi ezt az értéket. 
[] 
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Y  terület— F(x 
yz fő 





ül a x b 


5.19. ÁBRA: Az (5.4) egyenlőséggel 
definiált F(x) függvény az f grafikonja 
alatti területet adja meg a és x között, 
ha f nemnegatív és x 5 a. 


y 





Ül a "e £ dá b 


5.20. ÁBRA: Az (5.4) egyenlőségben 
F(x) az x-től balra eső terület. F(x -t 
th) ugyancsak az x -t h-tól balra eső 
terület. Az [F(x-- h) — F(x)]/h diffe- 
renciahányados hozzávetőleg egyenlő 
f(x)-szel, az ábrán látható téglalap 
magasságával. 


Newton-Leibniz-tétel, 1. rész 


Ha f(t) a véges / intervallumon integrálható függvény, akkor rögzített a € I-re 
a függvény a-tól x-ig vett integrálja egy új függvényt definiál, amelynek értéke 
az x € T helyen 


Ft — J f(Ddt. (5.4) 


Például, ha f nemnegatív függvény és x nagyobb a-nál, akkor F(x) az f grafi- 
konja alatti terület a és x közé eső darabja (5.19. ábra). Az x változó az integ- 
rál felső határa, és így x a valós változós, valós értékű F függvény változója. 
Bármely x értékhez egy jól definiált numerikus F(x) tartozik, esetünkben az f 
függvény a-tól x-ig terjedő integrálja. 

Az (5.4) egyenlőség megmutatja, hogyan lehet új függvényeket definiálni, de 
jelentőségét most az adja számunkra, hogy kapcsolatot teremt az integrálok és 
a deriváltak között. Ha f egy folytonos függvény, akkor az alaptétel azt állítja, 
hogy F egy differenciálható függvénye x-nek és deriváltja maga az f. Bármely 
x értékre 


FW — e fj fit)dt — f(x). 


Hogy valamelyes képet alkothassunk arról, miért is igaz ez az állítás, vizsgáljuk 
meg a geometriai jelentését! 

Ha f 5 0 az [a,b] intervallumon, akkor az F"(x) kiszámítása a derivált defi- 
níciója értelmében azt jelenti, hogy vennünk kell az 


F(x--h) —F(x) 
h 


differenciahányados határértékét h — 0 esetére. A 5 0-ra a számláló két terület 
különbsége, vagyis az f grafikonja alatti terület az x és x 4- A közötti tartomány- 
ban (5.20. ábra). Ha h kicsi, akkor ez a terület közelítőleg egyenlő annak a tégla- 
lapnak a területével, amelynek alapja h, magassága pedig f(x), amint az az 5.20. 
ábrán látható. Azaz 

F(x4-h)—F(x) s hf(x). 


A fenti közelítés mindkét oldalát elosztva A-val, és A-val nullához tartva indokolt 
feltételezni, hogy az 


F(x4h)—F(x) 
ho z fix) 


egyenlőséghez jutunk. Ha f nem pozitív, akkor is igaz ez az eredmény, mely a 
Newton-Leibniz-tétel első részét alkotja. 


4. TÉTEL: A Newton-Leibniz-tétel 1. része 


Ha f folytonos [a, b]-n, akkor F(x) — [7 f(t)dt is folytonos [a, b]-n, diffe- 
renciálható (a, b)-n és deriváltja f(x): 


F(x— 5 [far — f(9. 





Mielőtt bebizonyítanánk a 4. tételt, nézzünk néhány példát, hogy jobban meg- 
értsük a tétel mondandóját. 
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3. PÉLDA: A Newton-Leibniz-tétel alkalmazása 
A Newton-Leibniz-tétel segítségével határozzuk meg a következő kifejezéseket! 





X x 
d . ga 
a) J ööáédi b / di 
d j d T 
eg S náje forsintat a 2 hay— / costdt 
dx dx 
Megoldás: 
ül x 
ö88 szi (5.5) f(t) — cost-re 
(a) Fr / cost dt — cosx BEDE ELÉR 
(b) (5.5) f(t) — Ji Te 


78 1 -k di a. e alkalmazva 


(c) Itt az 5.3. szakaszban megismert 5.3. táblázat I. szabályának van kulcssze- 


repe: 
- 2 [dna a (- J srsmtar) - 1. szabály 


— — — 5 [dcrát zn 


— —3xsinx. 


(d) Az integrál felső határa nem x hanem x7. Emiatt y-t összetett függvénynek 
kell tekintenünk: 


u 
yz f costdt és u—x. 


dy/dx meghatározásához ezért a láncszabályt kell felhasználnunk: 
dv  dy du 


—— Itt — 


dx du dx. 


H 
I d du 
- (ás Jovan) s 


— COSU és ss 

ész 7 si; 

— cos(r) -2x — 

— Zxcosxó. LÓ] 


4. PÉLDA: Függvény megkonstruálása deriváltjából és egy értékéből 
Keressük meg azt az y — f(x) függvényt, amelynek értelmezési tartománya 
(—r/2,1/2), deriváltja 
dy 
dx 
és kielégíti az f(3) — 5 feltételt! 


—tgx 


Megoldás: A Newton-Leibniz-tétel segítségével könnyűszerrel konstruálha- 
tunk olyan függvényt, amelynek deriváltja tgx, és x — 3-ban nullával egyenlő: 


yz fg dt. 
3 
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5. fejezet 


Integrálszámítás 


Mivel y(3) — [8 tgt dt — 0, csupán hozzá kell adnunk 5-öt ehhez a függvényhez, 
és máris van egy olyan függvényünk, amelynek deriváltja tgx és x — 3-ban 5 az 
értéke: 


x 


f(2— ftgtdt--5. mi 
3 


Bár a 4. feladat megoldása kielégíti az előírt feltételeket, mégis felmerül a 
kérdés, hogy vajon használható-e a fenti alakban. A válasz igen, mivel ma már 
rendelkezésünkre állnak számítógépek, amelyekkel jól lehet közelíteni az integ- 
rálok értékét. A 7. fejezetben meg fogjuk tanulni átírni a 4. feladat megoldását az 


c0s3 45 
xX 


y-ln 








alakba. 
Most pedig tetszőleges folytonos függvényre bebizonyítjuk a Newton-Leib- 
niz-tételt, 


A 4. tétel bizonyítása: — A Newton-Leibniz-tételt úgy bizonyítjuk be, hogy a 


derivált definícióját közvetlenül az F(x) függvényre alkalmazzuk úgy, hogy x is, 
x-t his legyenek az (a, b) intervallumban. Ez azt jelenti, hogy felírjuk a 


F(xth)—F(x) 


7" (5.6) 


differenciahányadost, és megmutatjuk, hogy A — 0 esetén határértéke az f(x) 
szám minden x € (a, b)-re. 

Ha F(x1-h) és F(x) helyére beírjuk a definíció szerinti integrálokat, akkor 
az (5.7) egyenlőség számlálója az 


x-th x 


Pia Fi — H f(p)dt — j f(Ddt 


alakot ölti. Az integrálokra vonatkozó additivitási szabályt alkalmazva (az 5.3. 
táblázat 5. szabálya) a jobb oldalt egyszerűsíthetjük: 


x--h 


J roat, 


így végül (5.6)-ra azt kapjuk, hogy 


F(x4h)—F(x) 


l 
53 — pirit h)— FW) — 


x--h 


—- 2 f rdat. (5.7) 


A határozott integrálra vonatkozó középértéktétel szerint az (5.7) egyenletben 
szereplő utolsó kifejezés egyike azoknak az értékeknek, amelyet f az x és x-- Ah 
közé eső intervallumban felvesz. Vagyis ennek az intervallumnak valamely c 
elemére 


z J fd r0 (5.8) 


Amint h — 0, x--h és vele együtt c is x-hez tart (mivel c az x és x 4 A között 
van). Mivel f folytonos, f(c) f(x)-hez tart: 


lim f(e) — f(x). (5.9) 
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Most térjünk vissza oda, ahonnan elindultunk! Azt kaptuk, hogy 
dF [; F(x-t-h)—F(x) 


— him —— o — a derivált definíciója 
dx — h—0 h j 
1 x--h 
— lim — f Hdt — 5.7) egyenlősé 
lim 7 fít)dt - (5.7) egy g 
X 
ef ( a B (5.9) egyenlőség 


Ha x — a vagy b, akkor az (5.6) egyenlőség határértékét egyoldali határértékként 
kell felfogni: h — Ot vagy h — 07. Ekkor a 3.1. szakasz 1. tétele szerint F az 
[a,b] szakasz minden pontjában folytonos. Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük. 

L] 


Newton-Leibniz-tétel 2. rész 


Most rátérünk a Newton-Leibniz-tétel 2. részére. Ez leírja, hogyan lehet kiszá- 
mítani a határozott integrált anélkül, hogy Riemann-összegek határértékét kel- 
lene vizsgálnunk. Ehelyett elegendő lesz megkeresni a függvény egy primitív 
függvényét, és venni annak értékét az integrálás alsó és felső határának megfe- 
lelő pontokban. 


4. TÉTEL: (Folytatás) Newton-Leibniz-tétel, 2. rész 


Ha f folytonos [a,b] minden pontjában, és F az f primitív függvénye az 
[a, b]-n, akkor 


b 
fiddzz FH) -F(á. 





Bizonyítás: A Newton-Leibniz-tétel 1. része kimondja, hogy f-nek létezik 
egy primitív függvénye, nevezetesen 


ij J f(D)dt. 


Ha F valamelyik primitív függvénye f-nek, akkor F(x) — G(x) -- C teljesül rá, 
ahol C valamilyen állandó és a c x € b (a középértéktétel 2. következménye 
szerint, lásd 4.2. szakasz). Mivel F és G is folytonos [a,b]-n, elmondhatjuk, 
hogy féloldali határértéket véve (xr— a" és x— b") F(x) — G(x) 4 C akkor is 
teljesül, ha x— a vagy x — b. 

F(b) — F(a)-t kiszámolva azt kapjuk, hogy 


F(b) — F(a) — [G(b) CI — [G(a) 4 C) — 
— G(b)—Gí(a) - 
b 


— (far — fi f(r)dt — 


(7) 


f(t)dt—0 — 


B seg gé E enn úgy 


fít)dt. L] 
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5. fejezet 


Integrálszámítás 


A tétel azt állítja, hogy egy folytonos f függvény la, b] intervallumra vonat- 
kozó határozott integráljának kiszámításához nem kell mást tennünk, mint 
1. megkeresni f egy F primitív függvényét és 
2. kiszámítani 1 b f(ix)dx — F(b)— F(a)-t. 
F(b) — F(a) szokásos jelölése: 


Faj; 


5. PÉLDA: Integrálok kiszámítása 


9 [oszár sinx], — — $íinT—sin0—0—0—0. 


; 0 JT 
(b) / secxtgxdx — [secx szggjg sec0— sec (3) —-—1— 42 


—i/4 


o [65-én - 


- [ér] - [nő] - 
8--11—[5] — 4. 


Az 5. példában alkalmazott eljárás jóval egyszerűbb volt, mint a Riemann- 
összegekkel való számolás. 

A Newton-Leibniz-tételnek több következménye is van. Az (5.5) egyenlősé- 
get felírhatjuk 


5 [r0a-5 re) 


alakban 15, ami azt mutatja, hogy ha egy folytonos f függvényt először integrá- 
lunk, majd deriválunk, akkor visszakapjuk magát az f-et. Hasonlóképpen, az 


E. - J rox f() —F(a) 


egyenlőség azt mutatja, hogy az F függvényt deriválva majd pedig integrálva a 
kapott eredmény újra csak F feltéve, hogy F deriváltja folytonos (egy integrá- 
ciós állandó erejéig). Bizonyos értelemben az integrálás és a deriválás egymás 
, nyerz" műveletei. A Newton-Leibniz-tétel azt 15 kimondja, hogy minden foly- 
tonos f függvénynek van egy F primitív függvénye. Továbbá azt is kimondja, 
hogy a dy/dx — f(x) differenciálegyenletnek bármely folytonos f függvényre 
van megoldása (nevezetesen az y — F(x) függvény). 


Teljes terület 


A Riemann-összeg f(crJAxx alakú kifejezéseket tartalmaz, amelyek egy-egy 
téglalap területét adják, amennyiben f(cxr) pozitív. Ha f(cx) negatív, akkor az 
f(crJAxx szorzat a téglalap területének az ellentettje. Ha egy negatív függvényre 
összegezzük ezeket a kifejezéseket, akkor megkapjuk a függvénygörbe és az x 
tengely által közbezárt területnek az ellentettjét. Ha vesszük ennek abszolút ér- 
tékét, akkor megkapjuk a helyes, pozitív területértéket. 


6. PÉLDA: A terület meghatározása a primitív függvény segítségével 


Számítsuk ki az x-tengely és az y —6—x— x" parabola által határolt tartomány 
területét! 


2 





-3 -2 4 0 


5.21. ÁBRA: A parabolaszelet területét 
határozott integrál segítségével számol- 
tuk ki (6. példa). 





5.22. ÁBRA: Áz y — sinx És az x- 
tengely által határolt tartomány teljes 
területe 0 £ x £ 21 esetén a két integ- 
rál abszolút értékének az összege (7. 
példa). 
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Megoldás: Először megkeressük a görbe és az x-tengely metszéspontjait: 
sjejső-xr—s—(3trj(2—x), 


s ebből 
x——3 vagy x—2 


adódik. Az 5.21. ábrán felvázoltuk a görbét. Láthatjuk, hogy az nemnegatív a 
[—3,2] intervallumban. 


A terület: 
2 4 
1 (6—— 2) ax — 86-55] És 
ke 2 3 — 7 


8 9 27 5 
— ( 12—2—— ]—( —18——-4— ) —20-. 
( 5) ( 18 tt) 207 


Az 5.21. ábrán látható görbe egy parabolaív, és érdekes, hogy a parabolaszelet 
területe pontosan kétharmada az alap és a magasság szorzatának: 


2 25 125 5 
31007) ü 


Nagyobb körültekintést kíván az f(x) függvény és az x-tengely által határolt 
tartomány területének a kiszámítása, ha a függvény pozitív és negatív értékeket 
egyaránt felvesz. Az [a,b] intervallumot ilyenkor gondosan fel kell osztanunk 
olyan részintervallumokra, amelyeken belül a függvény nem vált előjelet. Ellen- 
kező esetben a negatív illetve pozitív előjelű területek miatt teljesen helytelen 
eredményre jutnánk. Az összterületet ilyenkor úgy kapjuk meg, hogy összeadjuk 
f(x)-nek az egyes részintervallumokon vett határozott integráljainak az abszolút 
értékét. A , terület" kifejezésen ezt a teljes területet értjük. 


7. PÉLDA: Egymást kioltó területrészek 
Az 5.22. ábra az f(x) — sinx függvény grafikonját mutatja azx—Üésx—2m 
közötti tartományban. Számítsuk ki 


1. f(x) határozott integrálját a [0, 21r] intervallumon; 


2. az f(x) függvény grafikonja és az x-tengely által határolt tartomány te- 
rületét a (0, 27] intervallumban! 


Megoldás: f(x) — sinx határozott integrálja: 


Zn 

1 27 
 sinxzdx sz — [cosz, — —[cos27—cos0] ——[1—1]— 0. 
0 


A határozott integrál nulla, mert a grafikon x-tengely alatti és feletti részének 
járuléka az integrálhoz kiegyenlíti egymást. 

A [0,27] intervallumon az f(x) függvény grafikonja és az x-tengely közé 
eső tartomány területét úgy számoljuk ki, hogy sinx értelmezési tartományát 
két részre bontjuk: a (0, 1] intervallumra, amelyben a függvény nemnegatív és a 
[7, 23] intervallumra, amelyen nempozitív. 


Fi 

j Fj5 
f sinxdx — — [osz], — — [cos — cos0] — —[—1—1]—2, 
0 


21t 
it 

f sinxdx — — [cosx] — —[cos2r— cosir] — —[1—(—1)] — —2. 
17 

77 
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5.23. ÁBRA: Az y — 3? —x? — 2x görbe 
és az x-tengely által bezárt tartomány 


területe (8. példa). 


Iintegrálszámítás 


A második integrál negatív értéket ad. A grafikon és az x-tengely által határolt 
tartomány területét úgy kapjuk meg, hogy a fenti integrálok abszolút értékét 
összeadjuk: 

terület — 12] 3-1—2] — 4. d 


Összegzés 
Az y — f(x) függvény grafikonja és az x-tengely által határolt tartomány 
területét az [a, b] intervallumon úgy határozzuk meg, hogy 


1. f zérushelyeivel részintervallumokra bontjuk [a, b]-t. 


2. Integráljuk minden részintervallumon f-et. 
3. Az integrálok abszolút értékét összeadjuk. 





8. PÉLDA: 
Határozzuk meg —1 £ x £ 2-re az f(x) —x? —x? — 2x grafikonja és az x-tengely 
által közrefogott tartomány területét! 


Megoldás: Először keressük meg f zérushelyeit! Mivel 


fiíd-e—e—2x—x[lr —x—2) —xlxt1)(x—2); 


a zérushelyek x — 0,—1 és 2 (5.23. ábra). A zérushelyek két részintervallumra 
osztják a [—1,2] intervallumot: a [—1,0] részintervallumra, amelyen f 2 0 és a 
10,2] részintervallumra, amelyen f £ 0. Integráljuk f-et mind a két részinterval- 
lumon, és a kapott integrálok abszolút értékét adjuk össze! 


[é-Aomjisa 5 ].-0-[d4-i - 


je. 4 3 
f 4 a . s 8 8 


0 


A teljes közrefogott területet úgy kapjuk meg, hogy a számított integráloknak az 
abszolút értékét összeadjuk: 





5 8 37 
teljes közbezárt terület — fr - - 7 -z 17 4 L] 
5.4. Feladatok — 8 
Az integrál kiszámítása 13. fé cscgctg8dő 14. (6 4secutgudu 
3 1— 
Az 1-26. feladatokban számítsuk ki az integrálok értékét! 15. fra getdt 16. fa egeétdt 
1. f2(2x-4-5)dx 2,  [I.(5—3)dx 17. Jea (gy? 4 siny)dy Mi j 8 (4sec2--3) dr 
; x 2 
3. Jó(3-§) 4. [29 —2x43)dx 19. f71(ra1)2dr 20. JV 9z(t-r 1) (2 a 4)dt 
5. fér zd 6. Heh a 
83 ES VÁSAM c zelígág 21. f2(8-djan 22 Ha(k-p)a 
7. fi s ris / dx 8. [63 ádx Va 84 rt 1— u 
TE IT § 23. fh -ds 24. 9 7E du 
9. — [9 sinxdx 10. (9(1-4-cosx)dx 
: 4 j ri 
5. . [71 d 
11. 7? 2sec2xdx 12. ér eslő 25. J alkidx 26. [9 4(cosx--]cosxjdx) 


Integrálok deriváltjai 
A 27-30. feladatokban keressük meg a deriváltat 
(a) az integrál kiszámításával és azt követő deriválással; 
(b) az integrál közvetlen deriválásával! 
27. vA. új costdt 28. 
29. MA b vudu 30. kari f ószáád sec ydy 
A 31—36. feladatokban keressük meg dy/dx-et. 
31. y— ff vV1-rtédt 32. y—ffldt, x50 
33. y- dire sin(t2)dt 34. y— [7 cos vVtdt 


E fő 3édt 


35. — ő gyer: , ll 28 


l — fr dt 
36. 97 hexie 


Terület 


A 37-42. feladatokban a megadott intervallumban határozzuk 
meg a a függvénygrafikon és a x-tengely által határolt tartomány 
teljes területét! 


37. v——é—gx, —3€x€2 


38. v—364—3, —2Ccxz2 
39. y—H—366-t2ax, 0€x€2 
40. y——4, —2£xz2 
di. y—-alő, AExzz6 
42. y-xl3x, —-—1í£xá8 


A 43—146. feladatokban határozzuk meg a világosszürke tartomá- 
nyok területét! 


43. 





45. 





46. 


5.4. Newton-Leibniz-tétel (az analízis alaptétele) 





Kezdetiérték-problémák 


Az alábbi függvények mindegyike a 47—50. feladatokban sze- 
replő kezdetiérték-problérnák közül valamelyiknek a megoldása. 
Melyik függvény melyik probléma megoldása? Válaszunkat rö- 
viden indokoljuk is! 


(a) y— Hz 1dr—3 (b) árereséá 
(c) Hi IKSSEEESÁBB (d) y — NIÉES. [ge 
47. R - y(r) — — 48. y —secx, y(—-1)—4 


49. la gagy y(0) —4 50. y—-1, y(1)——3 


Az 51—54. feladatokban fejezzük ki integrálokkal a 
kezdetiérték-problémák megoldásait! 


51. 5 — secx, y(2) — 
52. 2-vVIr2 xy(1)——2 


53. TT — (1), s(tod—so 54. §7— elt), v(to)— vo 


Alkalmazások 


55. Arkhimédész területképlete a parabolaszeletre:  Arkhi- 
médész (i.e. 287—212) feltaláló, hadmérnök, fizikus, s talán az 
ókor legnagyobb matematikusa volt. Felfedezte, hogy a parabo- 
laszelet területe az alap és a magasság szorzatának a kétharmada. 
Ábrázoljuk az y— h—(4h/b")x" parabolaívet a —b/2 £ x c b/2 
tartományban feltételezve, hogy h és b pozitívak. Azután az ana- 
lízis eszközeivel határozzuk meg a parabolaív és az x-tengely ál- 
tal közrefogott tartomány területét! 


56. A nyereség meghatározása a relatív nyereségből: Egy 
vállalat habverők gyártásából és eladásából származó relatív 
nyeresége 
. —-2—2/(xi1y, 

ahol r-et ezer dollárban, x-et ezer darabban mérik. Ménnyi nye- 
reséggel számolhat a vállalat 3000 habverő előállításából és el- 
adásából? Úgy oldjuk meg a feladatot, hogy a relatív nyereséget 
integráljuk x — 0-tól x — 3-ig. 


57. A költség meghatározása a relatív költségből: Egy 
poszter kinyomtatásának költsége, ha x posztert nyomtatunk: 


de 1 

dx 2/x 
dollár. Határozzuk meg c(100) — c(1)-et, azaz a 2-100. poszte- 
rek kinyomtatásának költségét! 


58. (Az 57. feladat folytatása.) Keressük meg c(400) — c(100)- 
at, azaz a 101—400. poszterek kinyomtatásának költségét! 
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Következtetések 
a mozgás grafikonjából 


59. Legyen f egy differenciálható függvény, amelynek grafi- 
konját a mellékelt ábra mutatja és tegyük fel, hogy az x-tengely 
mentén mozgó részecske helyzetét a f időpontban az 
t 
sz J f(x)dx 

ü 
függvény adja meg méterben. A grafikon segítségével válaszol- 
juk meg a következő kérdéseket és indokoljuk is! 





(a) Mekkora a részecske sebessége a f — 5 időpontban? 


(b) A r— 5 időpontban a részecske gyorsulása pozitív 
vagy negatív? 


(c) Hol tartózkodik a részecske a t — 3 időpontban? 

(d) Az első 9 másodpercben mikor veszi fel s a legna- 
gyobb értéket? 

(e)  Hozzávetőleg mikor lesz a gyorsulása nulla? 

(f) Mikor távolodik a részecske a kezdőponttól? Mikor 
közeledik hozzá? 


(g) At 9 időpontban az origótól jobbra vagy balra van a 
részecske? 


60. Legyen g egy differenciálható függvény, amelynek grafi- 
konját a mellékelt ábra mutatja és tegyük fel, hogy az x-tengely 
mentén mozgó részecske helyzetét a t időpontban az 


§ sz ! elx)dx 
Ü 


függvény adja meg méterben. A grafikon segítségével válaszol- 
juk meg a következő kérdéseket, és indokoljuk is! 
xy 





(a) Mekkora a részecske sebessége a t — 3 időpontban? 


(b) A tr: — 3 időpontban a részecske gyorsulása pozitív 
vagy negatív? 


(c) Hol tartózkodik a részecske a t — 3 időpontban? 


(d) Az első 9 másodpercben mikor veszi fel s a legna- 
gyobb értéket? 


(e) Mikor lesz nulla a gyorsulása? 


(f) Mikor távolodik a részecske a kezdőponttól? Mikor 
közeledik hozzá? 


(íg) At — 9 időpontban az origótól jobbra vagy balra van a 
részecske? 


Elmélet és példák 


61. . Mutassuk meg, hogy ha k egy pozitív állandó, akkor az 
y — sinkx görbe két gyöke közé eső egy darabja és az x-tengely 
közé eső tartomány területe 2/k. 


ó2. Határozzuk meg 


KG EY HT 
ms) ari 
értékét! 
63. Tegyük fel, hogy [7 f(t)dt —37—2x--1. Keressük f(x)-et! 
64. Határozzuk meg f(4) értékét, ha [9 f(t)dt — xcoszx! 
65. Keressük meg 


f(2) —2— 
2 


linearizációját az x — 1 pontban! 


66. Keressük meg 


Faj 
elxy— 3-1 f seclt—1jdt 
/ 


linearizációját az x— —1 pontban! 


67. Tegyük fel, hogy f-nek minden x-re létezik deriváltja és 
az pozitív, továbbá, hogy f(1) — 0. A következő állítások közül 
melyek igazak a 


x 


g(x) — (fat 
0 
függvényre? 


(a) eaz. cx-nek differenciálható függvénye. 
(b) gaz ocx-nek folytonos függvénye. 


(c) Azx— l pontban g grafikonjának vízszintes az érin- 
tője. 

(d) £-nek lokális maximuma van az x — 1 pontban. 

(e)  £-nek lokális minimuma van az x — 1 pontban. 

(f)  €-nek inflexiós pontja van az x — 1 pontban. 

(g) deg/dx grafikonja az x-tengelyt az x — 1 pontban met- 


SZI. 


68. Tegyük fel, hogy f-nek minden x-re létezik deriváltja és 
az negatív, továbbá hogy f(1) — 0. A következő állítások közül 
melyek igazak a 


ke J f(ddt 
ü 


függvényre? 


(a) haz ax-nek kétszer differenciálható függvénye. 

(b) Aésdh/dx mindketten folytonosak. 

(c) Azx— 1 pontban h grafikonjának vízszintes az érin- 
tője. 

(d) A-nak lokális maximuma van az x — 1 pontban. 

(e)  h-nak lokális minimuma van az x — 1 pontban. 

(0) A-nak inflexiós pontja van az x — 1 pontban. 


(íg) dh/dx grafikonja az x-tengelyt az x — 1 pontban met- 
Szi. 


Wii 69. A Newton-Leibniz-tétel: Ha f folytonos, akkor azt vár- 


juk, hogy 
x-bth 


ez 


egyenlő legyen f(x)-szel, mint azt a Newton-Leibniz-tétel bizo- 
nyításának első részében láttuk. Például, ha f(t) — cost, akkor 


xth 


l in(x th) — si 
1 J oszd - ESZ. (5.10) 
h h 

X 


Az (5.10) egyenlőség jobb oldala a szinuszfüggvény differencia- 
hányadosa, s azt várjuk, hogy annak határértéke cos x. 

Ábrázoljuk cosx-et a —n € x c 2r intervallumban! Azután, 
lehetőleg egy másik színnel, ábrázoljuk az (5.10) egyenlőség 
jobb oldalát is mint x függvényét a h — 2, 1, 0,5 és 0.1 érté- 
kek mellett! Figyeljük meg, hogyan konvergál ez a görbe a cosx 
grafikonjához, amint h — 0! 


mm 70. A feladat ugyanaz, mint a 69. gyakorlatban, csak most le- 


gyen f(r) — 31. Mi lesz az 


x--h 
lim 3 31-dt — líim 
h—( 74 h—Ú 


határérték? Ábrázoljuk az f(x) — 3x7 függvényta—1 €x £ 1 in- 
tervallumon! Azután ábrázoljuk a ((x-th)? — 2) /h hányadost is 
mint x függvényét a h — 1, 0,5, 0,2 és 0,1 értékek esetén! Figyel- 
jük meg, hogy az utóbbi görbe miként konvergál a 337 gráfhoz, 
amint h — 0! 


(th? — 


Számítógépes vizsgálatok 


A 71-74 gyakorlatokban legyen F(x) — [7 f(tjdt, adott f függ- 
vényre és [a,b] intervallumra. Számítógépes program (Maple, 
Mathematica stb.) segítségével hajtsuk végre a következő lépé- 
seket, és válaszoljunk a feltett kérdésekre! 
(a) Szerkesszük meg az f és az F függvényeket az [a, b] 
intervallumon! 
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(b) Oldjuk meg az F"(x) — 0 egyenletet! Mit állíthatunk az 
f és az F függvények grafikonjairól abban a pontban, ahol 
F"(x) — 0? Megfigyelésünk túlmegy-e az Newton-Leibniz 
tétel első részéből, valamint az első deriváltból leszűrhető 
információkon? Válaszunkat indokoljuk! 

(c) Hozzávetőleg mely intervallumokon nő illetve csök- 


ken az F függvény? Mit mondhatunk f-ről ezekben az in- 
tervallumokban? 

(d) Számítsuk ki az f" deriváltat és ábrázoljuk F-fel kö- 
zös koordinátarendszerben! Mit mondhatunk F grafikonjá- 
ról azokban a pontokban, amelyekben f(x) — 0? Megfigye- 
lésünk túlmutat az Newton-Leibniz tétel első részén? Vála- 
szunkat indokoljuk! 


Ti. fhj-e-sériz [A 

72. f(x —29—116446x" —43x--12,  [0, 5] 
73. f(x) —sin2xcosá, [0.27] 

74. f(x)—xcoszx, [0.27] 


A 75-78 feladatokban legyen F(x) — [//9 f(r)dt, adott a-ra, u- 
ra és f-re. Számítógépes program (Maple, Mathematica stb.) se- 
gítségével hajtsuk végre a következő lépéseket, és válaszoljunk 


a feltett kérdésekre! 
(a) Keressük meg F értelmezési tartományát! 


(b) Számítsuk ki F"(x)-et, és határozzuk meg zérushelyeit! 
Értelmezési tartományának mely pontjaiban csökkenő, il- 
letve növekvő az F függvény? 

(c) Számítsuk ki F"(x)-et, és határozzuk meg zérushe- 
lyeit! Azonosítsuk be F lokális szélsőértékeit és inflexiós 
pontjait! 


(d) A feladat (aj-(c) részében nyert információk alapján 
vázoljuk fel hozzávetőlegesen az y — F(x) görbét F értel- 
mezési tartományában! Vázlatos görbénk ellenőrzésére szá- 
míitógéppel is rajzoltassuk meg F(x) grafikonját! 
75. a—1, u(x) 
76. a—0, ulxy—i, f(x —vI—x 
TT. az, ufíx)—1—x, f(x-é— 23 
78. a—0, u(9)—1—é, fld)—é— 23 


A 79-80 gyakorlatokban feltesszük, hogy f folytonos és wíx) 
kétszeresen differenciálható ! 

79. Számítsuk ki -£ [7 f(t)dt értékét, és eredményünket el- 
lenőrizzük számítógépes program segítségével! 


80. Számítsuk ki -£ ful) f(r)dt értékét, és eredményünket el- 
lenőrizzük számítógépes program segítségével! 
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Iintegrálszámítás 


A határozatlan integrál és a helyettesítési szabály 


A határozott integrál egy szám, amelyet egy véges, zárt intervallum felosztásai- 
hoz rendelt Riemann-összegek határértékeként definiálunk, amikor a felosztások 
normája nullához tart. A Newton-Leibniz-tétel azt mondja ki, hogy egy foly- 
tonos függvény határozott integrálját könnyedén kiszámíthatjuk, ha ismerjük a 
függvény primitív függvényét. A primitív függvényt általában nehezebb megha- 
tározni, mint a deriváltat. Ugyanakkor sok előnnyel jár, ha elsajátítjuk a primitív 
függvény meghatározására alkalmas módszereket. 

Most emlékeztetünk arra (lásd 4.8. szakasz), hogy az f függvény összes pri- 
mitív függvényének halmazát az f x szerinti határozatlan integráljának ne- 


vezzük és a 
] f(x]dx 


szimbólummal jelöljük. Ezt a jelölést a primitív függvény és a határozott integ- 
rál között fennálló, a Newton-Leibniz-tételben megfogalmazott kapcsolat indo- 
kolja. Ha valamely f függvény határozatlan integrálját keressük, mindig gon- 
doljunk arra, hogy az csupán egy tetszőleges C állandó erejéig meghatározott. 

A határozott és a határozatlan integrált gondosan meg kell különböztetnünk 
egymástól. Az [7 f(x)dx határozott integrál egy szám. Az f f(x)dx határozatlan 
integrál egy tetszőleges C állandóval kiegészített függvény. 

Eddig csupán olyan függvények primitív függvényeit voltunk képesek meg- 
határozni, amelyekről nyilvánvaló volt, hogy deriváltak. Ebben a szakaszban ál- 
talánosabb módszereket keresünk a primitív függvény meghatározására. Az el- 
sőként vizsgált integrálási technikák olyan, a derivált meghatározására alkalmas 
módszereknek az inverzei, amilyen a hatványfüggvény deriváltjának szabálya és 
a láncszabály. 


Hatványfüggvény deriváltja integrálalakban 


Ha u az x differenciálható függvénye, és n a —1-től különböző racionális szám, 
akkor a láncszabály szerint 

d n-HI di 

388 af 88 EBES  sssésti 

dx XnTt1 dx 


Másfelől viszont ez az egyenlőség azt jelenti, hogy u"t! /(n-3-1) az u"(du/dx) 
függvény egyik primitív függvénye. Ezért 


du wrti 
"— ]doc— — tC€, 
J (z 2) — féki li 
Az egyenlőség bal oldalán álló integrált szokás átírni az egyszerűbb 


/ w" du 


, differenciális" alakba, amit úgy kapunk, hogy a dx-eket differenciáloknak te- 
kintjük, és egyszerűsítünk velük. Ezzel a következő szabályhoz jutunk. 








Ha u differenciálható függvény, akkor 


n--1] 
f/7du ja szi TÖTT jes (nÁ —1, n racionális) , (5.11) 


ahol du — w(x)dx az u differenciálja. 


Amint azt a 7. fejezetben látni fogjuk, az (5.11) egyenlőség minden n 5 —1 
kitevőre teljesül. 
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Az (5.11) egyenlőség levezetése során w-t az x változó differenciálható függ- 
vényének tekintettük, de a változó nevének semmi jelentősége nincs, és nem 
is jelenik meg az egyenlőség végső alakjában. A változót ugyanúgy jelölhette 
volna 8 ,t,y vagy bármilyen más betű. Az (5.11) egyenlőség azt mondja ki, hogy 
ha egy integrált fel tudunk írni 


f/7du, (n A —1) 


alakban, ahol u egy differenciálható függvény és du a differenciálja, akkor az 
integrál értéke [d"t!/(n--1)]-- €. 


1. PÉLDA: A hatványfüggvény deriválási szabályának alkalmazása 


[178 -2ydy — fva:(: 9 Legyen u — 1 4-yt, du/dv — 2v. 


a fed 


aes Jt Integrálunk, az (5.11) egyenlőséget 
. M/2--i NI alkalmazzuk n — 1/2-re. 
2 
s ge tű Egyszerűbb alakra hozzuk. 
2 
sz(ir 5 4) ulaés ai BA u helyére 1 -t y2-et írunk. 


2. PÉLDA:  Konstans szorzó kiemelése az integrandusban 
f777—1ar— (777811 -4dt — 
repes (a Já Legyen u — 4t— I, du/dt — 


MEYEcszel LT Y JÉ IST Azzal, hogy az 1/4-et kivittük az integrál- 
A jel elé, az integrál egyszerű alakot öltött. 


vaz B. u? 5. — Integrálunk, az (5.11) egyenlőséget alkal- 
4 3/2 NN mazzuk n — 1/2-re. 

l 
sz gé "40 Egyszerűbb alakra hozzuk. 


1 
—7(4r— 4 LÉ ő u helyére 4t — 1-et írunk. 


Helyettesítés: a láncszabály fordított irányú alkalmazása 


Az 1. és 2. példákban alkalmazott helyettesítések az alábbi általános szabály 
egyedi esetei. 


3. TÉTEL: Helyettesítési szabály 


Ha az u — e(x) függvény differenciálható az / intervallumon és f folyto- 
nos /-n, akkor 


fretdg dax— f fujdu 





Bizonyítás: A szabály azért igaz, mert a láncszabály szerint F(g(x)) az 
f(ge(lx)) : e (x) egy primitív függvénye, ha F primitív függvénye f-nek: 


(ga) —F (89) -e9)—  láncszabály 


— f(g(x)) 94). mert F" — f 


50 5. fejezet Integrálszámítás 


Ha elvégezzük az u — e(x) helyettesítést, akkor azt kapjuk, hogy 


J f(g(x))e(x)dx  — J F(ela) )dx — 
— F(g(x)) 4C-— Newton-Leibniz-tétel 


— F(u)tC — u — g(x) 
si J F "(ujdu z Newton-Leibniz-tétel 
jei fi f(ujdu. F-f On 


A helyettesítési szabály, amennyiben f és g/ folytonos függvények, az 


f Fe) e tax 
integrál meghatározására a következő módszert kínálja: 


1. Az u e(x) és du — g7(x)dx helyettesítésekkel hozzuk az integrált az 


f faddu 


alakra! 
2.  Integráljunk u szerint! 


3. Az eredményben u helyére írjunk g(x)-et! 


3. PÉLDA: A helyettesítési szabály alkalmazása 


Hi e Legyen u — 78 1-5, du — 7d6, 
J cos(78 -4-5)d8 — J cosu:7du— — (1/7)9du—d6. 
l Ha az 1/7-et kivisszük az integráljel 
77 J cos udu — elé, az integrál egyszerű alakot ölt. 


: em 
én 7 sinui1t- C — Integrálunk u szerint (lásd 4.2. táblázat). 


, 8 
27 sin(78 1-5) -C. u-t helyettesítjük 70 -- 5-tel. 


Az eredményt deriválással ellenőrizhetjük, és látni fogjuk, hogy visszakapjuk az 
eredeti cos(780 4-5) függvényt. 


4. PÉLDA: A helyettesítési szabály alkalmazása 


J 2 sin(x )dx — ő sin(x?) - x-dx — 


za sss Bkagszissza Legyen u — x?, du — 3x2dx, 
ú J SIN TŐ T  (1/3]jdusédk 


z ; J sinudu — 
- z- cosu)-C- Integrálunk u szerint. 


1 
sát cos(x) hc. u-t helyettesítjük x?-nel. 
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5. PÉLDA:  Azonosságok és helyettesítés 





l Bf :ARNTNN 
[zzz f sec 2xdx — szasz EHGÜZK 
— fee új. du — ll tf élés ŐRT ét — TEJ 
— 5 [seg udu — 
új 
— a isutC— 5 tgu — sec u 
l 


A helyettesítéses módszer sikere azon áll vagy bukik, hogy megtaláljuk-e azt 
a helyettesítést, amely integrálunkat olyan integrállá változtatja, amelyet már 
közvetlenül ki tudunk számítani. Ha az első helyettesítés nem hoz eredményt, 
próbáljuk meg további helyettesítéssel vagy helyettesítésekkel egyszerűsíteni az 
integrált (lásd a 49. és 50. feladatot)! A másik lehetőség, hogy elölről kezdjük. 
A megoldáshoz többféle úton is eljuthatunk, amint azt a következő példa is mu- 
tatja. 


6. PÉLDA: Különféle helyettesítések 


Számítsuk ki az 
2zdz 


integrált! 


Megoldás: A helyettesítéses integrálás módszerét afféle kutatóeszközként 
használhatjuk: helyettesítsük az integrandus legzavaróbb részét és nézzük meg, 
mire jutunk. A fenti integrálban alkalmazhatjuk az uw — 7" 3- 1 helyettesítést, de 
szerencsét próbálhatunk úgy is, hogy az egész köbgyökös kifejezést tekintjük 
u-nak. Lássuk mi történik ezekben az esetekben! 

1. megoldás: Tekintsük az u — 22 -- 1 helyettesítést: 


2zdz du Ms 
E ET 7 - 18 - Legyen u — 7" 41, du — Zzdz. 
— J u 3du — Az integrált f w"du alakra hoztuk. 
23 
—- — 3(C Integráltunk u szerint. 
2/3 
szt 510 -HC — 


— 5 (2 4 1// 34 u-t helyettesítettük 2? -- 1-gyel. 


2. megoldás: Tekintsük az u — /z2 3-1 helyettesítést: 





3du ; 
[a Legyen u — V22-1, w? — 2731, 3u7du — 2zdz 
FÜLET ajó 
a ca [dos ösi 
Szi ca HC — Integráltunk u szerint. 


- 5 (ő -k gs t- C. u-t helyettesítettük (2-1) 8-nal. L] 


52 5. fejezet 


Integrálszámítás 





5.24. ÁBRA: Az y — sin" x görbe alatti 
terület a [0, 27] intervallumon 1r terület- 
egység (8. példa). 





5.25. ÁBRA: A V — Vinax sin 10077t fe- 
szültség grafikonja egy teljes periódus- 
ban. Egy félperiódusban a feszültség 
átlagértéke 2Vnax / mr. Egy teljes perió- 
dusban az átlagérték nulla (9. példa). 


sin! x és cosZ x integrálja 


Az integrálok átalakításában néha hasznos szerepet játszanak a trigonometrikus 
azonosságok. Íme egy példa, amelynek eredménye a gyakorlati alkalmazások- 
ban sűrűn előforduló sin? x és cos? x integrálképlete. 








7. PÉLDA: 
Mivel siné x — EK 
l — cos2x 
(a) f sin? xdx — [az 
-5 fa 2x)dx— 7 [/dr— 7 f cos2xáx — 
2 COS éz 7 s 
Hi 1 1 sin2x SX sin2x 
a 2 2 ME 4 
1-4 cos2x 
(b) f 008 xdx — J —— dx -—i coséx — 1ld-coszx 
o x , sin2x c Mint a feladat (a) részében, 
02 új 4 Tt csak ellentétes előjellel. 


8. PÉLDA: Azy— sinÍx görbe alatti terület 
Az 5.24. ábra a g(x) — sin? x grafikonját mutatja a (0, 27] intervallumon. Számít- 
suk ki 
(a) e(x) határozott integrálját a [0, 277] intervallumon, 
(b) a függvény grafikonja és az az x-tengely közötti területet a (0, 27r] inter- 
vallumon! 








Megoldás: 
(a) A 7(a) példa alapján a határozott integrál: 
2 s zt 3 8 : 
J sin? dx x sin2xI 7 [27 sin4z] [0 sin0[— 
2 4 ]g 2 4 2 4 
0 


— [7c—0]1—[0—0] — 7. 


(b) Asin! x függvény nemnegatív, ezért a terület egyenlő a határozott integ- 
rállal, azaz 7T-vel. [1 


9, PÉLDA: Háztartási elektromosság 
A lakásokban alkalmazott vezetékes áram feszültségét a 


szinuszfüggvénnyel írhatjuk le, ahol a feszültséget voltban, az időt másodperc- 
ben mérjük. A függvény másodpercenként 50 perióduson fut végig (frekvenciája 
50 Herz). A Vinax pozitív állandó a csúcsfeszültség. 
A 0 és 1/100 másodperc közötti fél ciklusban (lásd az 5.25. ábrát) V átlagér- 
téke: 
1/100 


- ——————  — Vinax Sin 1007dt — 
Vátlag a7r00—6 / max Sin 1007 


1 1/100 
— 100Vnax - 10077 COS 1007. B Éi 
zi Vmax cos 1 4 cos 0] — 
ZVinax 





1t 
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5.5. Feladatok 


Az integrál kiszámítása 


Az 1—12. feladatokban számítsuk ki a határozatlan integrálok ér- 


tékét és hozzuk őket a megszokott alakra! 
1. — fsin3xdx, u4u—-—3x 
2.  fdcsin(2a9)jdx, u—24 


3. — fsec2tte2tdt, u—2t 


4. f(1—cos£) sin 4 dt, u—1—cos; 
5. — f28(7x—2) dx, u—7x—2 
6. féít-1jdz u——1 





gl FT u—1—8 


8. faz(vt-4yt ar 1)é(y - 2yidy, 


9. f.zsieeő? ld, u—$?-1 


10. f-5cosZ(r)dx, u——i 


II. fcsct29dctg29dő 
(a) Legyen u — ctg20 
(b) Legyen u — csc28 
12. Tf vég 
(a) Legyen u — 5x-1-8 
(b) Legyen u — V5x--8 


ts seledüdese lusta sé eme et 


Egy teljes periódusban a feszültség átlagértéke nulla, mint azt az 5.25. ábráról 
láthatjuk. (Lásd még a 63. feladatot.) Ha a feszültséget egy szabványos forgó- 
tekercses galvanométerrel mérjük, az nulla feszültséget fog mutatni. A feszült- 
séget valójában egy olyan műszerrel mérhetjük meg, amely a feszültségnégyzet 
átlagértékének négyzetgyökét méri, azaz 


Verr 6 V (V2) átlag : 


Mivel V? — (Vnax)? sin" 10077t átlagértéke egy teljes periódusra: 


1/50 


/ (Vnax)2 sin2 10077tdt — 


he? V 2 
(V? ) áttag 6 ( ks 


GTCTT —0 
(63. feladat (c) része), ezért az effektív feszültség: 


(Via zi Vinax 
2 ga 


A háztartási elektromosság áramerősségére és feszültségére mindig az effektív 
értékeket adjuk meg. A ,,230 voltos váltakozó áram" kifejezés valójában azt je- 
lenti, hogy az effektív feszültség 230 V. A legutóbbi egyenlőségből kiszámíthat- 
juk ennek az áramnak a csúcsfeszültségét is: 





Var — 


Vnax — VIV — V2:230 5 325 volt, 


ami lényegesen magasabb érték. 


TR elet MÉ a ma TT malt Jaa ad-e 1-őe előteijea fer ty ág PET ETETETT TETTETETT EVT ET TETT ETETETT VESE ELVEN ESNE SZEKSZ TETT ENE SZETT ÜL AIT IL ITS ELJEK öö 1 EA sets Md e ösülllsltámmeiködök ölnélölműkaizémeűűműlööndtm ánizs €ömáltsztmátk áll Mi Mönnömeik MNK citált ém mien En ésé 


A 13—48. feladatokban számítsuk ki az integrálokat! 


13. fv3—2sds 14. [f(2x-3-1)dx 
1 ad 
15. [77 16. [és 
17. f04V1—02de 18. /8904/02—1d0 
a 4yd 
19.  f3y./7—3yédy 20. Tsa 


j 3 

21. [gáz űk 22. JEE dx 

23. fcos(3z2-t4jdz 24. fsin(87z—5)dz 

25.  fsect(3x--2jdx 26. ftgxsectxdx 

27.  f sin 300s3 28. [tg 5 3 sec a 5dx 

29. fr (8-1) dr 30. fr hgy dr 

31. fel sinG3/2 4. 1)dx 32. fot sin(xt/? — 8) dx 
megb 33. ére 34.  fcse(5 ő] etg( 58) dv 

; zt. 5 

35. És ri) dt 36. Törsinrjő dt 

37. Jf /etgyeseízdz 38. J 7 dy 

39. fácos(i —1) dt 40. dt ál 

41. Tf áz sin § cos 4 d0 dd [808 sir 78 7318 


43. [(53-428—55-45)(352 -45—5)ds 


44. "[(01—28248090—2)(8?— 0 1-2)d8 


46. f/5ldx 


48.  f36vőtldx 


45.  fA(CL-rYódt 
47.  fiőv:xt 1 1dx 


54 — 5.fejezet Integrálszámítás 


Az integrál egyszerűsítése lépésről 
lépésre 

Ha nem tudjuk eldönteni, milyen helyettesítést lenne célszerű 
alkalmaznunk, akkor próbáljuk meg helyettesítéssel lépésről lé- 
pésre egyszerűsíteni az adott integrált! Rögtön látni fogják, mire 


gondolunk, ha rendre elvégzik a 49. és 50. feladatokban javasolt 
days 
l8tg?xsec? Xi 
78 J zi te aj t 
(a) Először legyen u — tgx, aztán v — w?, majd w— 2--v. 
(b) Először legyen u — tg? x, aztán v — 2 u. 
(c) Legyen u—2-1-tgix, 


50. J V14-sin2(x— 1) sin(x— 1) cos(x— 1)dx 


(a) Először legyen u — x— 1, aztán v — sin wz, majd 
w-1-rtv. 


(b) Először legyen u — sin(x— 1), aztán v— 1-4 u. 
(c) Legyen w—1--sinft(x— 1). 


Számítsuk ki az 51. és 52. feladatok integráljait! 


ééőzáál 


vV3(2r—1)2 1-6 
üli Tt ese 
Vecos3 VO 


Kezdetiérték-problémák 


Oldjuk meg az 53—58. feladatok kezdetiérték-problémáit! 
53. 98 —121(317—1), 5(1h—3 


54. 9 —4x(x2 38), y(0)-0 
55. 3 —-8si(rt§), s(0)—8 
56. §57-3cos2(3—o), r(o-—g 
57. 3 ——4sin(21— 3), 5(0)— 100, 5(0)—0 


58. £3 — 4sec22xtg2x, y(0)—4, y(0)——1 


59. Egy egyenes mentén előre-hátra mozgó részecske sebessé- 
gét bármely t időpontban a v — ds/dt — 6sin2t m/s összefüggés 
adja meg. Határozzuk meg s értékét a t — /2 időpontban, ha 
t-O0 esetén s —0! 


60. Egy egyenes mentén előre-hátra mozgó részecske gyorsu- 
lása a — dős/dé — cost m/s. Határozzuk meg s értékét a 
t - 1 s időpontban, ha t — 0 esetén s — 0 és v — 8 m/s! 


Elmélet példákkal 


61. Úgy tűnik, hogy 2sinxcosx-et 3 különböző módon integ- 
rálhatjuk x szerint: 


(a) 
f 2sinxcoszdx sm fddu szi 4 — sinx 
mg tCj — sin" x- Ci 8 
(b) 
f/sinxcosxda - J —2udu — u — COSX 
— —ut 3 Cs ——cosért 02, 
(c) 


f/ ölleeneezez J gin 


cos 2x 
z — ) tC3. 


Lehet-e helyes mindhárom integrál? Válaszunkat indokoljuk! 


2sinxcosx — sin 2x 





62. Az u tgx helyettesítés az 


f sedstgzdk— [14-07 E Br c 


eredményt adja. Az u — secx helyettesítés a 


FTC 





u sectx 
sec xtgadx — / udu — ga Fe. 5 


eredményt adja. Lehet-e helyes mindkét integrál? Válaszunkat 
indokoljuk! 
63. (A 9. példa folytatása. ) 
(a) A 
j 1/50 


kifejezésben szereplő integrált kiszámítva mutassuk meg, 
hogy egy teljes periódus alatt V — Vihax sin 1007rt átlagér- 
téke nulla! 

(b) Az elektromos kandallók 240 volt névleges effek- 
tív feszültséget igényelnek. Mi az engedélyezett feszültség 
csúcsértéke ? 

(c) . Mutassuk meg, hogy 


1/50 


Va) 
J (Vinax )" sin" 10077tdt — (Vian) 


100 
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Helyettesítés és görbék által közbezárt terület 





A helyettesítéssel való integrálás kétféle módon 15 történhet. Az első módszer az, 
hogy helyettesítéssel megkeressük a primitív függvényt, s az integrált a Newton— 
Leibniz-tételre támaszkodva számítjuk ki. A második módszer az eljárást köz- 
vetlenül a határozott integrálra alkalmazza. Az itt bevezetett új képletet két görbe 
közötti terület meghatározására fogjuk alkalmazni. 


Helyettesítéses formula 


A következő képletben az integrálás határai is megváltoznak azzal, hogy az in- 
tegrál változója a helyettesítés miatt megváltozik. 





6. TÉTEL:  Helyettesítés a határozott integrálban 


Ha §" folytonos az [a, b] intervallumon és f folytonos g értékkészletének 
halmazán, akkor 


b b) 
J fe) -gedax— f fddu. 


g(a) 


Bizonyítás: Jelölje F az f egy primitív függvényét! Akkor 


f MANN a-b ÉPTEGY FENY 

f Feed)áx:8 (ddx— [F(g9)] 
ti ijii — f(e(x))e(x) 

— F(e(b))— F(g(a)) — 

w—g(b) 
§ [Ft] uzg(a) 
elb) 
eri f (ujdu. Newton-Leibniz-tétel 2. része 


g(a) 
L] 


A képlet alkalmazásához ugyanúgy el kell végezni az u — g(x) és du — 
— g (x)dx helyettesítést, mintha a megfelelő határozatlan integrálra lennénk kí- 
váncsiak. Aztán ezt az átalakított integrált u szerint integráljuk a g(a) (u értéke 
az x — a helyen) és elb) (u értéke az x — b helyen) határok között. 


1. PÉLDA: Helyettesítés két módszerrel 
Számítsuk ki az (/ , 3x2 vő 7 1dx integrált! 


Megoldás: Két választásunk van. 
Első módszer: átalakítjuk az integrált, majd azt a 6. tételben megszabott határok 
között integráljuk. 


l 4. Legyen u — 39 4-1, du — 3x7 dx. 
for 1dx— f vdu — Ha x — —I, u — (—1399-1—0. 
zi 0 


Hax—1,w—(119-1—2. 
2 F.A) a " 
- / új) Értéket adunk az új integrálnak. 


-8er-or 394 


56 


5. fejezet 


Integrálszámítás 


Második módszer: az integrált határozatlan integrálként kezelve átalakítjuk, in- 
tegrálunk, majd visszahelyettesítjük x-et és az eredeti integrálási határokkal szá- 
molunk. 


fpoV8-a — f vudu 


Legyen u — 37 3-1, du — 3x/dx 


— atól? tű — Integrálunk u szerint 
— (e EHE u-t 23 -- 1-gyel helyettesítjük. 
1 
MY 2 3721! A kapott integrált az x szerinti 
E 5 4 1dx— 7 [68 41 ]. s határokra kiértékeljük. 


— [021922 — (7 ree] — 
- Hero - faj - tő c 


Hogy melyik módszer a célravezetőbb — a ő. tétel alkalmazásával a transzfor- 
mált határozott integrált a transzformált határok között kiértékelmi, vagy átala- 
kítani az integrált, integrálni, és visszaállítani az eredeti integrálási határokat? 
Az 1. példában az első módszer tűnik az egyszerűbbnek, de nem mindig ez a 
helyzet. Általánosságban az a legjobb, ha mindkét módszert ismerjük, és mindig 
azt használjuk, amelyik az adott szituációban inkább megfelel. 


2. PÉLDA: A Hhelyettesítéses formula használata 


Legyen u — ctg 0, du— —csc"0dő, 


T j d 29do 
J aggcscz0d8 — ( u: (—du) a —8u7— csc , 
x/4 Í ha 0 — x/4, u-ctg(r/4)—1I, 


ha 0 — 1/2, u — ctg(r/2) — 0. 


--[É] - 


Szimmetrikus függvények határozott integrálja 


A 6. tétel helyettesítéses képlete leegyszerűsíti a páros és páratlan függvények 
(1.4. szakasz) határozott integráljának kiszámítását egy szimmetrikus [—a, al in- 
tervallumon (5.26. ábra). 


4. TÉTEL: 
Legyen f folytonos a szimmetrikus [—a, a] intervallumon. 


(a) Ha páros, akkor [7 f(x)dx—2 [9 f(x)dx 
(b) Ha f páratlan, akkor [7 f(x)dx — 0. 
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5.26. ÁBRA: (a) f páros, [5 f(jdx — 2/9f(odx; (b) f páratlan, 
fa feddx—0. 


A tétel (a) részének bizonyítása: 
gi A határozott integrálra érvé- 
[7 (x)dx — Bi fejdx-t [re fi)dx nyes additivitási szabály miatt. 
--[ frddsik [dc dtőják 
j . Legyen u — —x, du — —dx. Ha 
— f rtezágt- alja J Füle 1-0, ákkoru— Ő. HÁx — a, 
0 0 akkor u — a. 


szg] 


— [fosdus [dos - 
0 0 


— f fujdua / fax — Fás, Ha fd JÉ) 
ü ü 


s 2 [ feda 
0 


A tétel (b) részének bizonyítása teljesen hasonlóan történik, ez lesz a 86. feladat. 
L] 


A 7. tétel akkor 15 érvényes, ha f integrálható (nem kell teljesítenie a folyto- 
nosság erősebb kritériumát), de ekkor a tétel bizonyítása már jóval nehezebb, az 
integrálközelítő összegekre kell visszavezetni. 


3. PÉLDA: Páros függvény integrálja 
Számítsuk ki a (2. (xt — 4x? - 6)dx határozott integrált! 


Megoldás: Mivel az f(x) —xt—4x? 1-6 függvény a [—2,2] intervallumon tel- 
jesíti az f(—x) — f(x) feltételt, ezért páros, így 
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E E I 
lsó görbe 


a 
y7 gi) 


5.27. ÁBRA: Az y — f(x) és y — e(x) 
valamint az x — a és x — b egyenesek 
által határolt tartomány. 





5.28. ÁBRA: A tartományt az x-tengely- 
re merőleges téglalapokkal közelítjük. 


y 


(Cr f(cx)) 





5.29. ÁBRA: A k-adik téglalap AA; te- 
rülete a téglalap f(cx) —g(cx) magassá- 
gának és Ax, szélességének a szorzata. 





5.30. ÁBRA: A 4. példában megadott 
tartomány egy közelítő téglalappal. 


Görbék által határolt tartományok területe 


Tegyük fel, hogy szeretnénk meghatározni annak a tartománynak a területét, 
amelyet felülről az y — f(x) görbe, alulról az y — e(x) görbe, balról és jobb- 
ról pedig az x — a és x — b egyenesek határolnak (5.27. ábra). Előfordulhat, 
hogy a tartomány területét meg lehet határozni geometriai módszerrel, ám ha f 
és g tetszőleges folytonos függvények lehetnek, akkor általában az integrálás a 
megoldás. 

Hogy lássuk, milyen is lesz ez az integrál, először közelítsük a tartományt 
n függőleges téglalappal, amelyeket [a,b] egy P — fxo, xi, . . . .xn ) felosztásával 
nyerünk (5.28. ábra)! A k-adik téglalap területe 


AA — magasság x szélesség — [f(cr) — e(cr)JAxk 


lesz (lásd 5.29. ábra). A tartomány területét úgy közelítjük, hogy az n téglalap 
területét összeadjuk: 


Fi A 
A sz d. AA, — 9. (fex) — g(cr)Jáxk. Riemann-összeg 
k—-1 k-1 


Ahogy IIP[] — 0, a jobb oldali összeg a É [f(x) — g(x) dx határértékhez tart, mert 
f és g folytonosak. A tartomány területét ennek az integrálnak az értékeként 
határozzuk meg, azaz 


AZ lim  Elfeg - g(cr)Jax — / [f(x) — g(xdjdx. 


IPI 


DEFINÍCIÓ: Görbék által határolt terület 

Ha f és g az [a,b] intervallumon folytonos függvények, továbbá f(x) 2 
2 g(x), akkor az y — f(x) és y — e(x) görbék közötti tartomány a és b 
közé eső darabjának területe az (f — g) függvény a-tól b-ig vett integ- 
rálja: 


A / [f(x) — g(x)ldx. 





A definíció alkalmazását megkönnyíti, ha fölrajzoljuk a görbéket. Az ábra 
megmutatja, melyik lesz a felső f görbe és melyik az alsó g görbe. A rajzból 
könnyebben kideríthetjük az integrálás határait 15, ha azok nem ismertek. Az 
integrálás határainak megállapításához tudnunk kell, hogy hol metszik egymást 
a görbék, s ehhez meg kell oldanunk x-re az f(x) — e(x) egyenletet. Ezután 
integrálhatjuk az f — g függvényt a metszéspontok között. 


4. PÉLDA:  Metsző görbék által közbezárt tartomány területe 


Határozzuk meg az y —2— 2? parabola és az y — —x egyenes által közbezárt 
tartomány területét! 


Megoldás: Először rajzoljuk fel a két görbét (5.30. ábra)! Az integrációs ha- 
tárokat a 2— x? — —x megoldásai adják: 


2—4§ c—k f(x)-et és g(x)-et egymással egyenlővé tesszük. 


x—x—2—-—0 Átrendezünk. 
(xt11(x—2)—0 Szorzattá alakítunk. 
sk Es A két megoldás. 


A tartomány az x — —] és x — 2 értékek között helyezkedik el. Az integrálás 
határai: a — —1, b — 2. 


na (( 





vl 
(x, e) 


5.31. ÁBRA: Ha a határoló görbét meg- 
adó képlet változik, akkor a terüle- 
tet integrálok összegeként kapjuk meg, 
az 5. példa esetében pl. a két kü- 
lönböző árnyalatban satírozott tartomá- 
nyok területösszegeként. 
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A görbék által közrefogott tartomány területe: 


4 — ÍLTa9 — etad]ár— f12—22) — (ea lár — 
a —1 
- faszán 2-5] - 
-(443-3)-(2r3r3) -3 a 


Ha a határoló görbét megadó képlet egy vagy több pontban is megváltozik, 
akkor a tartományt megfelelő résztartományokra kell bontani, s a résztartomá- 
nyok területét egyenként, a megfelelő képlet alkalmazásával kell meghatározni. 


5. PÉLDA: Azintegrál változása a határgörbe változásának függvényében 


Határozzuk meg annak az első síknegyedbeli tartománynak a területét, amelyet 
felülről az y — Vx görbe, alulról pedig az x-tengely és az y — x— 2 egyenes 
határolnak. 


Megoldás: A rajz (5.31. ábra) mutatja, hogy a tartományt felülről az f(x) — 
— ,/x függvény grafikonja határolja. Az alsó határvonala 0 € x € 2 közötti ér- 
tékekre a g(x) — 0 egyenes, 2 £ x £ 4 közötti értékekre pedig a e(x) — x—2 
egyenes. A tartományt az 5.31. ábrán látható módon az x — 2 helyen két tarto- 
mányra, A-ra és B-re bontjuk. 

Az A tartományra a — 0 és b — 2 lesznek az integrálási határok. A B tarto- 
mányra az integrálás alsó határa a — 2. A felső határt úgy állapíthatjuk meg, 
hogy megnézzük, milyen x értékre lesz egyenlő y — V/xésy—x— 2: 


Azox3—2 f(x)-et és g(x)-et egymással egyenlővé 
tesszük. 
x—(x—2 —x7—4x14 Vesszük mindkét oldal négyzetét. 
xX —5x-t4—0 Egy oldalra rendezünk. 
xs1 x-— 4. A két megoldás. 


A ,/x — x — 2 egyenletet csak az x — 4 érték elégíti ki. x— 1 hamis gyök, amit a 
négyzetreemelés hozott be a megoldások közé. A felső határ b — 4 lesz. 

0 £x£ 2 esetén: f(x) —elx) — vVx—0 — VX. 

2 x £ 4 esetén: f(x) —e(x) — vx—(x—2) — /x—xT2. 


Az összterületet az A és B résztartományok területének összege adja: 


2 4 
a teljes terület — J vzdxa [(43—x4 dr 
Ü 2 
A területe B területe 
2 4 
s jr] -k 02-52] s—— 
3 a [LB 2 2 
2 1gy3/2 2 74372 2 5372 
10 


2 
— 7 (8—2——. On 
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5.32. ÁBRA: Ha ennek a tartománynak 
a területét x szerint integrálva határoz- 
zuk meg, akkor két integrálást kell el- 
végeznünk, viszont ha y szerint integ- 
rálunk, akkor csak egyet (6. példa). 





5.33. ÁBRA: A kék tartomány területe 
egyenlő az y — ,/x parabola alatti te- 
rület mínusz a háromszög területe (7. 
példa). 





y szerinti integrálás 


Ha a tartományt határoló görbék y függvényeiként vannak megadva, akkor a 
közelítő téglalapok nem függőlegesek, hanem vízszintesek lesznek. Ilyenkor az 
alapképletünk nem x-re, hanem y-ra alkalmazandó. 

A fentiekhez hasonló tartományokra az 


A — fo — g0)ldy 


képletet alkalmazzuk. Ebben az egyenlőségben f mindig a jobb, g pedig a bal 
oldali görbét jelenti, ezért f(y) — ely) nemnegatív. 


6. PÉLDA: 


Keressük meg az 5. példában szereplő ferornány területét y szerinti integrálás- 
sal! 


Megoldás: Először készítünk egy ábrát a tartományról, s ezen az ábrán egy 
vízszintesen elnyúló téglalapot is felveszünk, amely az y-tengely valamely inter- 
vallumának egy felosztásával áll elő (5.32. ábra). A tartomány jobb oldali határ- 
vonala azx —y--2 egyenes; így f(y) —y-- 2. A bal oldali határvonal az x — y" 
görbe, így g(y) — y". Az integrálás alsó határa az y — 0 érték. A felső határt 
úgy SapÍvk meg, hogy megvizsgáljuk mely y értékekre lesz egyenlő x— y-t 2 és 
gsy: 


yt2-y f(x)-et és g(x)-et egymással egyenlővé tesszük. 
y-y-2-0 Egy oldalra rendezünk. 
(y-t1)y—2)—0 Szorzattá alakítunk. 
yz—], s2 A két megoldás. 


Az integrálás felső határa b — 2. (Az y — —1 érték az x-tengely alatt elhelyezkedő 
metszéspontot ad.) 
A tartomány területe: 


b 2 
A — ((r0)—eb)jgy — / D--2-y7jdy 


2 
lő y"]dy — 
Ü 


4 8 e. 

ön ni 
Ez megegyezik az 5. példa eredményével, csak most kevesebb munkával jutot- 
tunk el hozzá. L] 
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A geometriai területképletek 
és az integrál együttes alkalmazása 


A területet gyakran úgy tudjuk a leggyorsabban meghatározni, ha az analízis és 
a geometria módszereit vegyítjük egymással. 


7. PÉLDA: Azd5. példában szereplő tartomány területének leggyorsabb 
meghatározása 

Határozzuk meg az 5. példában szereplő tartomány területét! 

Megoldás: A kérdéses területazy— ,x 0 ox 64 parabola és az x-tengely 


közötti terület mínusz a 2 egység alapú és 2 egység magasságú háromszög terü- 
lete (5.33. ábra): 


4 
a terület — ( Vzdx— 2) — 
0 


r 4 
- PE] ás 
2. 10 i 
— 5(8)—0-2——. n 


Az 5-7. példákból levonható következtetés: néha egyszerűbb két görbe által 
határolt területet x helyett y szerint integrálva meghatározni. Az is segíthet, ha 
a kalkulus és a geometria módszereit kombináljuk. A tartomány felvázolását 
követően először gondoljuk végig, hogy mi legyen a követendő eljárás! — 


5.6. Feladatok 


kinsdttttözsün azözüdéttstelásátáláse tás K NÉ RTKKKKKlKtttl st stk d dee ATA TEA áldeekee tl DI beé eltslleebe sa edkrn B E Ésa z lee elen té e e tte háát 1 4 he ete eg 


A határozott integrál kiszámítása 15. fe F2t(5rt 4-2) dt 
d 
Az 1-24. feladatokban a 6. tétel helyettesítési képletének segít- 16. Nszan 


ségével számítsuk ki az integrálok értékét! 
17. (675 cos 320 sin20d0 





1. (a) [d vy-rIdy (b) 19 9 Eidy j 
ir/2 asz 8 2/8 
2. (a) ÜrVvI-Adr (b) ÜrvT-Fdr 18. fa" 2etg? ( ő ) sec? ( 6) 46 
; mt zi t74 ai Í 
3. (a) Je tgxsec2xdx (b) [yatgxsectxdx all. a sállásák tüll 
vagj 20. (9 (1— sin 21)3/2 cosZtdt 
4. (a) [d 3cos"xsinxdx (b) 57 3cosZxsinxdx 
21.  f0(4y—y?14y9 41) 9(12y? —2y 1 4)dy 
5. (a) fé(1-rtjódt (b) Ara rtjódt 22.  fd(v 1 6y2—12y-9)71/2(y2 3.4y—4)dy 
6. (a) (9721) 3dt (b) JÉ zt?) Vódt 23. . [97 78 cos2(03/2)d0 
24. fr sin2 (171) dt 
7. (a) tögásnyéli (b) [9 gézgzdr 
104/ j a. 
8. (a) f TET E dv (b) Tas iv Terület 
9. (a [ 3 7ari dx (b) jő A 77 i A 25—40. feladatokban határozzuk meg a satírozott tartományok 
összterületét! 
10. (a) J rip (b) isa ád 26. 


11. (a) f9/9(1—cos3r)sin3tdt (b) ff/6(1— cos3r) sin3rdt 


y- (]l — cosx) sinx 


r/2 


12. (a) fa (2--tg5) sect sdt (b) [E (2-ttg 5) sec? §dr 





(b) [ező sz őz 
(b) [677 


BTZcosyjz dwW 


13. (a) Jó" Járait 
14. (a) [42 gzzossgyzdw 





62 — 5.fejezet lIntegrálszámítás 





28. 


yz 2 (cos x)(sin(ar -- arsin x)) 
y 


z —4sintr 


31. 


NEM MÉRETARÁNYOS 


32. 


A 41-50. feladatokban határozzuk meg a görbe és az egyenes 
által határolt tartomány területét! 


41. y—x—2ésy—2 42. y—2x—x? ésy——3 
43. y—xtésy—Bx 

44. y—x"—2xésy—x 

45. y—xésy—-—x tt 4x 

y 46. y—7—22 ésy—-x 34 

.x—12yt—12y? a7. y—axt—- 421 4ésy—x 

48. y—xVal—x az 0ésy-—0 

49. y— Ix] és 5v— x 1-6 (Hány metszéspont van itt?) 

50. y—]6—4lésy— (x2/2) 4-4 








33. 


Az 51—58. feladatokban határozzuk meg a görbék és egyenesek 
által határolt tartomány területét! 

51. x—2gy  r-0ésyz3 

52. x—y ésx—yi2 

53. y-—4x—4és4x—y—16 

54. x—y—0ésxt2y —3 

55. xty —0ésxi3y —2 

56. x—y/3—-0ésxiryt—2 

57. x—y—1ésx—[ylv1-y2 

58. x—y—y ésx—2y 

Az 59-62. feladatokban határozzuk meg a görbék által határolt 
tartomány területét! 

59. 461z-4és-t—z—1 

60. 5-y-0és37—y-4 

61. xt4y—-4ésxtyt—1x 72 0-ra 

62. xty —3és4xty—0 


A 63-70. feladatokban határozzuk meg a görbék és egyenesek 
által határolt tartományok területét! 

63. y-2sinxésy-sinx 0£2xem 

64. y— 8cosxésy— sectx,—n/3 cx c m/3 

65. y5-cos(mx/2)ésy-1—x 

66. y-—sin(ímx/2)ésyz-x 

67. y—secxy—tgx,x——r/4désx—r/4 

68. x—tejyésx——tgty, —nrj4 gyz r/4 

69. x—3sinyy[cosyésx—0 Ügyes m/2 

70. y—sect(nx/3) ésy— xx, —1cx£1 


71. Határozzuk meg az x—y? — 0 görbe és az x—y — 0 egyenes 
által határolt propeller alakú tartománynak a területét! 


72. Határozzuk meg az x —y43 —0 és az x—y!/5 — 0 görbék 
által határolt propeller alakú tartomány területét! 


73. Határozzuk meg annak az első síknegyedbeli tartománynak 
a területét, amelyet az y — x, x — 2 egyenesek, azy— 1 fax görbe 
és az x-tengely határolnak! 


74. Határozzuk meg annak az első síknegyedbeli , háromszög- 
tartománynak" a területét, amelyet balról az y-tengely, jobbról 
pedig az y — sinx és y — cosx görbék határolnak! 


75. Tekintsük azt a tartományt, amelyet alulról az y — x" pa- 
rabola, felülről pedig az vy — 4 egyenes határol! Ezt a tartományt 
az y — c vízszintes egyenes két azonos területű résztartományra 
osztja. 


(a) Vázoljuk fel a tartomány, és húzzuk meg nagyjából he- 
lyesen az y — c egyenest is! c-vel kifejezve mik lesznek 
az egyenes és a parabola metszéspontjának koordinátái? A 
metszéspont koordinátáit vezessük rá rajzunkra! 


(b) y szerinti integrálással határozzuk meg c értékét! (c az 
integrálás egyik határa lesz.) 

(c) x szerinti integrálással határozzuk meg c értékét! (c 
most is szerepelni fog az integrálás egyik határában. ) 
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76. Határozzuk meg az y — 3 —32? görbe és az y — —1 egyenes 
által határolt tartomány területét (a) x, (b) y szerinti integrálással! 
77. Keressük meg annak az első siíknegyedbeli tartománynak a 
területét, amelyet balról az y-tengely, alulról az y — x/4 görbe, 
felülről és balról az y — 1 -- V/x görbe, felülről és jobbról az 
y-2— /x egyenes határol! 

78. Keressük meg annak az első siíknegyedbeli tartománynak a 
területét, amelyet balról az y-tengely, alulról az x — 2./y görbe, 
felülről és balról az x — (y— 1)? görbe, felülről és jobbról az 
x —3—y egyenes határol! 

y 


xz(y-1ly 


x53-y 





79. Az ábra egy olyan tartományba beírt A0C háromszöget 
mutat, amelyet az y — x? parabolából az y — a? metsz ki. Keres- 
sük meg a háromszög és a parabolikus tartomány hányadosának 
határértékét, ha a nullához at 





80. Tegyük fel, hogy a folytonos f függvény grafikonja és az 
x-tengely által határol tartomány x — a és x — b közé eső darab- 
jának területe 4 egység. Határozzuk meg az y — f(x), valamint 
az y — 2f(x) görbe közötti terület nagyságát az x — a és x— b 
közötti szakaszon! 

81. A következő integrálok közül melyik adja meg — ha egy- 
általán van köztük ilyen — az ábra satírozott részének területét? 
Válaszunkat indokoljuk is! 

(a) [91(x—(—x))dx— [/, 2xdx, 


(b) J1(—x— (x))dx — [4 —2xdx. 
y 





82. Igaz, néha igaz vagy sohasem igaz? Azy— f(x) ésy— elx) 
folytonos függvények, valamint az x — a és x — b (a - b) egye- 
nesek által közrefogott tartomány területe 


b 
[1769 — edjdk. 


Válaszunkat indokoljuk! 
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Elmélet és példák 


83. Tegyük fel, hogy F(x) az f(x) — (sinx) /x, x 2 0 függvény 
egy primitív függvénye. Fejezzük ki F segítségével az 


Tsi 2x 
[ ts; 
x 

1 





integrált! 
84. Mutassuk meg, hogy ha f folytonos, akkor 


/ f(x)dx — ! f(1—x)dx. 
Ü gy 


85.  Tégyük fel, hogy 


Számítsuk ki az 


0 
f fdáz 
zés 


integrál értékét, ha (a) f páratlan, (b) f páros! 


36. (a) Mutassuk meg, hogy ha f folytonos és páratlan a 
[—a, a] intervallumon, akkor 


aa 
Í f(djdx—0! 
— e 
(b) A feladat (a) részének eredményét ellenőrizzük az 
f(x) — sinx függvény esetében, legyen a — r/2! 
87. Az íf folytonos függvényre számítsuk ki az 


 fixldx — 


1 / fe) f(x) f(a—x) 


integrált értékét az u — a — x helyettesítéssel! 


88. — Helyettesítést alkalmazva bizonyítsuk be, hogy bármely 
pozitív x és y számra 


A határozott integrálra vonatkozó 
eltolási tulajdonság 


A határozott integrál egyik alapvető tulajdonsága az eltolás- 
sal szembeni invariancia, amit a következő egyenlettel fejezhe- 
tünk ki: 


b e 
fred J ferj, (5.12) 


Ez az egyenlőség mindig fennáll, amennyiben f integrálható és 
a szükséges x értékekre értelmezve van. A mellékelt ábrán jól 
látható például, hogy 


—I 1 
x-H2Vdx— f e dx, 
Jee / dx 


mivel a besatírozott tartományok egybevágóak. 
y 





89.  Helyettesítéssel igazoljuk az (5.12) egyenlőséget! 


90. Az alábbi függvényekre rajzoljuk fel f(x) grafikonját az 
[a, b] intervallumon és f(x c) grafikonját az [a — c, b — c] inter- 
vallumon — így meggyőződhetünk az (5.12) egyenlőség helyes- 
ségéről. 


d si sé ező beteszi 
(b) f(x) -sinx a—0,b—nr c—n/2 
(c) fix) vx—4a—4b—8€—5 


Számítógépes vizsgálatok 


A 91-94. feladatokban olyan esetekben kell meghatároznunk a 
síkbeli görbék által határolt tartomány területét, amikor egyszerű 
algebrai eszközökkel nem tudjuk megkeresni a metszéspontokat. 
Számítógépes programunkkal hajtsuk végre a következő lépése- 
ket: 


(a) Ábrázoljuk a görbéket együttesen, hogy lássuk alakju- 
kat és metszéspontjaikat! 


(b) Programunk egyenletmegoldó algoritmusával határoz- 
zuk meg valamennyi metszéspont koordinátáit! 


(c) Integráljuk rendre [f(x) — e(x)I-et a szomszédos met- 
széspontok által meghatározott intervallumokon! 


(d) Összegezzük a feladat (c) részében kiszámított integ- 
rálokat! 


91. f()—5S—5—2xt 1, g(x) —x—1 
92. f(x)— 5 — 32210, g(x) — ő 
93. f(x) —x-tsin(2x), el — ő 


34. f(x) — x2 cosx, elx) — 6 -x 





Áttekintő kérdések 


1. Hogyan tudunk véges összeggel megbecsülni olyan meny- 
nyiségeket, amilyen a valamely test által megtett út, vagy egy 
függvény grafikonja által határolt terület? Mi az alapja ennek az 
eljárásnak? 


2. — Mi a szigma-jelölés? Mi az előnye? Adjunk példákat! 


3. Mit nevezünk Riemann-összegnek? Mire alkalmas egy 
ilyen összeg? 


4. — Mit nevezünk egy zárt intervallum felosztása normájának? 


5. . Mit nevezünk az f függvény zárt [a,b] intervallumon vett 
határozott integráljának? Mikor lehetünk biztosak a határozott 
integrál létezésében? 


6. — Milyen összefüggés áll fenn a határozott integrál és a terület 
között? Vázoljuk a határozott integrál valamilyen más megköze- 
lítését! 


7. Mit nevezünk valamely zárt intervallumon integrálható 
függvény átlagértékének? A függvénynek fel kell-e vennie az át- 
lagértékét? Fejtsük ezt ki! 








t — Gyakorló feladatok 


Véges összegek é és becslések 


5. fejezei 


1. A mellékelt ábra egy rakéta sebességét mutatja a kilövést 
követő első 8 másodpercben. A rakéta 2 másodpercig gyorsul, 
legnagyobb magasságát pedig a 8. másodpercben éri el. 


sebesség (m/s) 





[dő (s) 


(a) Körülbelül milyen magasra jut a rakéta, ha a földfel- 
színről indították? (Ez a 3.3. szakasz 17. feladatában sze- 
replő rakéta, de a mostani feladat megoldásához nem kell 
megoldani a 17. feladatot.) 


(b) Rajzoljuk fel a rakéta földfelszíntől mért magasságát 
mint az idő függvényét a 0 € tr — 8 időintervallumban! 


5 
2. (a) A mellékelt ábra PEPI IETSII I 
egy az x-tengely mentén — 4 —1—/t—— 
mozgó test sebességét § mmirádt ii Mi 
mutatjaat —Oésr— 10 53 Í JEM: 
ség 50 ösi 
másodperc időpontok kö- 2 3 
zötti . időintervallumban. -§ 
(4 


10 másodperc alatt körül- — J 
belül milyen messzire jut 
a test? 
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8. — Soroljuk fel a határozott integrállal való számolás szabályait 
(5.3. táblázat)! Mutassunk példát az egyes szabályok alkalmazá- 
sára! 


9. . Mi a Newton-Leibniz-tétel? Miért annyira fontos ez a tétel? 
A tétel mindegyik részét illusztráljuk egy-egy példán! 


10. Hogy ad megoldást a Newton-Leibniz-tétel a dy/dx — f(x), 
y(xo) — yo kezdetiérték-problémára, amennyiben f folytonos 
függvény? 


11. Hogyan viszonyul egymáshoz a helyettesítéses integrálás és 
a láncszabály? 


12. Hogyan számíthatunk ki határozatlan integrálokat helyette- 
sítéssel? Mutassunk rá példákat! 


13. Hogyan működik a helyettesítéses módszer határozott in- 
tegrálokra? Mutassunk példákat! 


14. Hogyan definiáljuk és hogyan számítjuk ki két folytonos 
függvény grafikonja által határolt tartomány területét? Mutas- 
sunk példákat! 


E ee E ETT elt eles e——t... e e —] 


(b) Rajzoljuk fel s grafikonját mint f függvényéta0 rec 
2 10 intervallumban, feltéve, hogy s(0) — 0! 


3. — Tegyük fel, hogy jével 1 dp — —2 és —1 bk — 25. Számítsuk 
ki a következő összegeket! 


10 dr 10 
(a) p 2 (b) Ar 500) 
10 10 5 ; 
(0 Y (ax--bp—1) (a) y (3-1) 
k—1 k—i 2 


4. — Tegyük fel, hogy VE az 14470 és hárs 1 bk — 7. Számítsuk ki 
a következő összegeket! 


20 
(b) 2. (ax br) 
k—I 


20 
(a) 2 3ak 


ZÜ 
(0) p3 5 (7 7.) (d) ) (ax—2) 
k—1 


Határozott integrálok 


Az 5—8. gyakorlatokban a határértéket fejezzük ki határozott in- 
tegrállal! Azután számítsuk ki az integrál értékét, s ezzel egyben 
a határértéket is megkapjuk. P minden esetben az adott interval- 
lum egy felosztását jelenti, a cr-k pedig P részintervallumaiból 
valók. 

esz 9 (2c4—1) "Ax, ahol P az [1, 5] intervallum egy 
felosztása. 


im j 3 cx(c2— LP Ax, ahol P az [1.3] intervallum egy 
7 gk — 


felosztása. 
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y (co (2 E) ) Ax ahol P a (1, 0] intervallum egy 
Psos 


felosztása. 


zs FG Üss dA, ahol P a (0, /2] intervallum 
—041 
egy felosztása. 


Te Számítsuk ki az alábbi integrálok értékét, ha 

Tis 2 3f(x)dx — 12, is f(x)dx—6 és ff e(x)dx — 21 
(a) [7 f(xdx (b) [7 f(x)dx 
(e) [57 g(x)dx (d) [2(—me(x)dx 


(e E. (AL) da 


10. Számítsuk ki az alábbi integrálok értékét, ha 

fe ftddx—, fd Telddx—T7 és fd g(x)dx — 21 
(a) [d e(xdx (b) [7 e(x)dx 
(e) [2 f(x)dx (d) [2 V2f(odx 
(e) f9(g(2—3f())dx 


Terület 


A 11-14. gyakorlatokban keressük meg az f függvény grafikonja 
és az x-tengely közé eső tartomány területét! 


II. f(x—— 443 0£rS3 
12. f(xy—1—(x/4),—2SxS3 
13. f(xd—5—52? -1£xc8 
14. f(x)—1— 3 O0ScxrS4 


A 15—26. gyakorlatokban határozzuk meg a görbe és az egyene- 
sek által közrefogott tartomány területét! 


Í5, vseeysi/őé,r-2 

ló. ysxy:1/ /5x-2 

17. 4/xt./y-l,x—0y-0 
y 





18. 94571 x—-0y—-—0 ha0£xA1 
y 


331 Vvy-l 05r5s1 





19. x—2y",x—0,y—3 


x—4—y xX—0 
y —4x,y—4x—2 
—4xr1-4,y—4x—16 
y—-sinx y—x 0£x-x/4 
z [sinxl,y—1,—r/2cxx x/2 
ye 2sinx,y—-sin2x ÜSxÉT 
y — Bcosx, y — sect x, —n/3 cx c n/3 
. Számítsuk ki annak a , háromszögtartománynak" a területét, 


amelyet balról az x--y — 2 egyenes, jobbról az y — x7 parabola 
és felülről az y — 2 egyenes határol! 

28. Számítsuk ki annak a , háromszögtartománynak" a terüle- 
tét, amelyet balról az y — /x, jobbról az y — 6 — x egyenes és 
alulról az vy— 1 egyenes határol! 

29. Keressük meg az f(x) — a? — 317 függvény szélsőértékeit 
és határozzuk meg a függvény grafikonja és az x-tengely által 
határolt tartománynak a területét! 

30. Határozzuk meg annak a tartománynak a területét, amelyet 
az x1/2 3. yt? — al? görbe vág ki az első síknegyedből! 

31. Határozzuk meg annak a tartománynak az összterületét, 
amelyet az x — y/3 görbe és az x — y valamint az y — —1 egye- 
nesek fognak közre! 

32. Határozzuk az y — sinx és y — cosx görbék által közbezárt 
tartománynak az összterületét a 0 € x € 31/2 intervallumban! 


A8aREBRB ES 


Kezdetiérték-problémák 


33. . Mutassuk meg, hogy y—x" 4 ff 1dt megoldása a 


d 2 a a sot BE 
az 72— 20-33-11 
kezdetiérték-problémának! 


34. Mutassuk meg, hogy y — (9(1-2./sect)dt megoldása a 


sz — ssecxtgx; y (0) — 3, y(0) —0 
kezdetiérték-problémának! 


A 35. és 36. gyakorlatokban a kezdetiérték-probléma megoldását 
fejezzük ki integrál alakban! 
dy — sinx 


35. 5 , y(5) 5 — 
36. . - VI y(—-1)—2 


A határozatlan integrál kiszámítása 
A 37-44. gyakorlatokban számítsuk ki az integrálokat! 
37. f2(cosx) !? sinxdx 
38. f(tgx)?/ 2 sect xdx 
39. [(28-4-14-2cos(29 14-1))d8 
40. J (3 4 2sect (20 — n)) dO 
41. f(1— 8) (1-3) dt 
 (t-H1)9—1 
42. [S5— dt 
43. f Vtsin(2ő/?)dt 
44. fsecotgOV1-sec0dő 


A határozott integrál kiszámítása 


45. f!(322—4x3-7T)dx 46. fd (852— 12527 5)ds 
47. [7 3dv 48. xs PBdx 
4 1 1/2 
49. fé 50. du 
- ril 3ődx l d 
53. fg —BRgk 54. MRA 2 dx 
55. [E sin? Srdr 56. fo cos? (41— 7) dt 
57. [6 sec29da 58. [74 cse? xdx 
59. fé" etg? £dx 60. [7 tg? 4d0 
61. [9 /asecxtgxdx 62. [74 csezetgzdz 
63. telet: 5(sinx)/2 cosxdx 64. JE 2esin(1 — 22) dx 
65. JÖ vssülaáesetetk 66. (73 cos (£) sin (5) dx 
x/2 3ginx I r/4 1. 
67. [ vásárt 68. reszed 
x/3 ! 77/4 cosy 
69. 97" 9250 70. feszes 
Atlagérték 
71. Számítsuk ki az f(x) — mx-- b függvény átlagértékét a 
(a) [—1,1], (b) [—k,k] 
intervallumon! 


72. Számítsuk ki az 
(a) y— v3-x átlagértékét a (0, 3] intervallumon, 
(b) y— sax átlagértékét a (0, a) intervallumon! 


73. Legyen f az [a, b] intervallumon differenciálható függvény! 
A 2. fejezetben f átlagos változását az la, b) intervallumon az 


f(b)— fla) 
b- a 


hányadossal definiáltuk, f pillanatnyi változását pedig f"(x)- 
szel. Valamely függvény átlagértékét ebben a fejezetben értel- 
meztük. Tegyük fel, hogy f" folytonos. Az átlag új, az eredetivel 
konzisztens definíciója lehet a következő: 


ész iml — az f" átlagértéke az [a, b] intervallumon. 
Igaz ez? Válaszunkat indokoljuk! 


74. Igaz-e, hogy egy integrálható függvény átlagértéke vala- 
mely 2 hosszúságú intervallumon egyenlő a függvény ezen in- 
tervallumon vett integráljának a felével? 


75. Számítsuk ki egy 365 napos évre az 


f(x) - 37 sin ( sas tt - 101) ) --25 


hőmérsékletfüggvény. átlagértékét! Ez is egy lehetséges módszer 
arra, hogy a levegő átlaghőmérsékletét az alaszkai Fairbanks-ben 
kiszámítsuk. A Nemzeti Meteorológiai Szolgálat hivatalos adata 
a levegő normál napi átlaghőmérsékletére 25,7 "F, ami lényege- 
sen magasabb f(x) átlagértékénél. A 3.33. ábra mutatja, hogy 
miért, 
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NI 76. Gázok fajhóje: A C. fajhő az a hőmennyiség, amely 


ahhoz szükséges, hogy adott tömegű gáz hőmérsékletét 1 
Celsius fokkal megemeljük. Mértékegysége a cal/fok-gramm- 
molekulasúly. Az oxigén fajhője a T hőmérséklet függvénye: 


C,—8B27410(26T —1,87T?). 


Számítsuk ki C, átlagértékét a 207 £ T £ 6757C hőmérséklet- 
tartományban és határozzuk meg az a hőmérsékletet is, ahol a 
fajhő egyenlő az átlagértékkel! 


Integrálok differenciálása 


A 77-80. gyakorlatokban számítsuk ki dy/dx-et! 
TT. y— ff V2-keosítdt 


78. yz HF BZ gcosötdt 
79. y— [7 zézdt 


2 
80. 9— flezzigdt 


Elmélet és példák 


81. Igaz-e, hogy minden olyan függvény, amely differenciál- 
ható az [a,b] intervallumon, maga is valamely függvénynek a 
deriváltja az la, bl-n? 


82. Tegyük fel, hogy F(x) az f(x) — vV1--xt függvény egy pri- 
mitív függvénye. Fejezzük ki fd v1--28-t F segítségével, és ad- 
junk indoklást is! 

83. Számítsuk ki dy/dx-et, ha y — (0 V1-4 dt! Értelmezzük 
számításunk főbb lépéseit! 


84. Számítsuk ki dy/dx-et, ha y — (0...(1/(1—12))dt! Értel- 
mezzük számításunk főbb lépéseit! 


85. Új parkolóhely: A parkolási igények kielégítésére a vá- 
ros az ábrán látható területet jelölte ki. A városi tanács meg- 
kérdez bennünket, mint a város mérnökeit, hogy 10 000 dollá- 
rért ki lehet-e alakítani az új parkolót. A terület megtisztításának 
költsége 1 dollár négyzetméterenként, a kövezés pedig 20 dol- 
lár négyzetméterenként. Elég lesz-e 10 000 dollár? A becsléshez 
használjunk alsó összeget! (Válaszunk nagy mértékben függ az 
alkalmazott közelítés pontosságától!) 
Üm 





Figyelmen kívül hagyva 
86. A 2000 méter magasan lebegő helikopterből kiugró A ejtő- 
ernyős 4 másodpercen át szabadon esik, mielőtt kinyitná ernyő- 
jét. A helikopter ezután 2100 méterre emelkedik. A kiugrásától 
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számított 45 másodperc múlva ebből a magasságból ugrik ki a 
B ejtőernyős, aki 13 másodpercig zuhan, majd kinyitja ernyőjét. 
Nyitott ernyővel mindketten 4.8 m/s sebességgel ereszkednek. 
Vegyük úgy, hogy az ernyő nyitása előtt az ejtőernyősök szaba- 
don esnek (azaz a levegő ellenállásától eltekintünk). 


(a) Milyen magasságban nyitotta ki A az ernyőjét? 
(b) Milyen magasságban nyitotta ki B az ernyőjét? 
(c) Melyik ejtőernyős ér földet elsőként? 


Átlagos napi leltárkészlet 


Az átlagértéket a közgazdaságtan 15 használja olyan dolgok vizs- 
gálatára, amilyen pl. a napi átlagos leltárkészlet. Ha I(t) vala- 
mely cégnél a t napon rendelkezésre álló rádiók, piperecikkek, 
cipők vagy más termékek szárna (/-t leltárfüggvénynek nevez- 
zik), akkor / átlagértéke a (0,T] időszakban a cég átlagos leltár- 
készlete az adott időszakban. 


T 
1 
Átlagos napi leltárkészlet — Ignag — T f I(t)dt. 
0 


Ha h egy tétel napi tárolási költsége dollárban, akkor az Iggag " h 
szorzat az adott időszakra vonatkozó átlagos napi tárolási költ- 
ség. 


1. (a) Ha fg 7f(x)dx—T, lehet-e fg f(x)dx— 1? 


(b) Ha [9 f(xjdx— 4 és f(x) 2 0, lehet-e fd V/f(x)dx — 
—vV4-2? 


Válaszunkat indokoljuk is! 


2. Tegyük fel, hogy J9.f(xjdx — 4, BP f(xjdx — 3, 
ff. elxjdx — 2. Igaz-e valamelyik az alábbi állítások közül? 


(a) Jéf(x)dx— —3, 
(b) f22 (f(x) gl) dx —9, 


(c) fix) 2 gelx)a—2 Ax £ 5 intervallumon. 


3. — Kezdetiérték-probléma: Mutassuk meg, hogy 
1 x 
E J fi sinatx— nat 
0 


megoldása a 
dy 
dx? 


kezdetiérték-problémának. 
(Útmutatás: sin(ax — at) — sinaxcosat — cosaxsinat.) 


gy" — f(x), ky —0ésy-0haxr—0 


4.  Arányosság: Tegyük fel, hogy x és y között az 


ja adag 
J Vir 48 


összefüggés áll fenn. Mutassuk meg, hogy d7y/dx? arányos y- 
nal, és határozzuk meg az arányossági tényezőt! 


d eszt öl SEGGE atdtözuöetÉ e 


87. A Tracey Burr Distributors 30 naponként kap egy-egy ra- 
komány, azaz 1200 láda táblacsokoládét. A TBD rögzített áron 
adja tovább a csokoládét a kiskereskedőknek, s átlagos napi 
leltárkészlete a szállítmány megérkezése után f nappal I(t) — 
— 1200 — 401, 0 £ t 2 30. Mekkora az átlagos napi raktározási 
költség, ha egy láda raktározása 3 centbe kerül? 


88. A Rich Wholesale Foods egy süteménygyártó üzem, mely 
14 naponta szállítja ki az addig hűtőházban tárolt termékeit. A 
cég 600 doboznyi süteményt tartalékol a véletlenszerűen előálló 
plusz kereslet kielégítésére, így 14 napos leltárkészletfüggvénye 
I(t) — 600 7- 600t, 0 2 t £ 14. Egy-egy doboz napi raktározási 
költsége 4 cent. Számítsuk ki a Rich Wholesale Foods átlagos 
napi leltárkészletét és átlagos napi raktározási költségét! 


89. A Solon Container 30 naponként 450 hordónyi műanyaggo- 
lyót kap. A leltárfüggvény (a készleten lévő hordók száma mint 
a napok függvénye) I(t) — 450 —1" /2. Számítsuk ki az átlagos 
napi leltárkészletet! Adjuk meg az átlagos napi raktározási költ- 
séget, ha egy hordó raktáron tartása naponta 2 centbe kerül. 


90. A Mitchell Mailorder 60 naponta kap 600 láda edzőzok- 
nit. A szállítmány érkezése után t nappal a készletet az I(t) — 
— 600 —204/15t függvény adja meg. Határozzuk meg a napi át- 
lagos leltárkészletet! Ha egy láda napi tárolási költsége 1/2 cent, 
mekkora lesz az átlagos napi raktározási költség? 


ee ÉÉSS e. e. melet á sieet e ezé 
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5. Számítsuk ki f(4) értékét, ha 
(a) fd f(t)dt —xcosnx, 
(b) § e) dt — xcos IX. 


6. — Az alábbi információk alapján számítsuk ki f(r/2) értékét! 
i. — f pozitív és folytonos. 
li. . Az x— 0 és x — a közötti szakaszon az y — f(x) görbe 
alatti terület: 
: s E sin a -t zi Cosa 
FG sanaád  káslt 
7. Az wxy-síkon az x-tengely, az y — f(x) f(x) 2 0 görbe és az 
x -— 1 valamint az x — b egyenesek által határolt tartomány terü- 
lete Vb2tH1— 42, ha b € 1. Határozzuk meg f(x)-et! 


8. — Bizonyítsuk be, hogy 


fi [fa da Ífell-éáts 
0.40 0 


(Útmutatás: A jobb oldalon álló integrált fejezzük ki két integ- 
rál különbségeként. Azután mutassuk meg, hogy az egyenlőség 
mindkét oldalának ugyanaz az x szerinti deriváltja!) 


9. Görbe meghatározása: Határozzuk meg annak az xy- 
síkbeli görbének az egyenletét, amely átmegy az (1,—1) ponton, 
és x szerinti iránytangense mindig 3x7 1-2! 


10. Lapátolás: Egy lapát földet 10,5 m/s sebességgel hají- 
tunk ki egy gödör aljából. A földnek 5 métert kell emelkednie 
ahhoz, hogy ne hulljon vissza a gödörbe. Elegendő lesz ez a kez- 
dösebesség vagy nagyobbat kell dobnunk? 
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Szakaszonként folytonos függvények 


Bár mi többnyire folytonos függvényekkel foglalkozunk, a gya- 
korlati életben sűrűn előfordulnak szakaszonként folytonos függ- 
vények. Az f(x) függvény szakaszonként folytonos az / zárt in- 
tervallumon, ha f-nek csak véges sok szakadása van /-n, létez- 
nek a 


lim f(x) és lim f(x) 
ÜT x—act 


határértékek és végesek / minden belső pontjában, és / vég- 
pontjaiban is léteznek a megfelelő féloldali határértékek és azok 
is végesek. Minden szakaszonként folytonos függvény integrál- 
ható. A szakadási pontok olyan nyílt és félig nyílt részintervallu- 
mokra bontják fel /-t, amelyeken f folytonos lesz, s a határérté- 
kekre kiszabott fenti kritérium pedig biztosítja, hogy f-nek va- 
lamennyi részintervallum lezárására létezik folytonos kiterjesz- 
tése. A szakaszonként folytonos függvényt úgy integráljuk, hogy 
integráljuk ezeket az egyedi kiterjesztéseket, az eredményeket 
pedig összeadjuk. Az 


1—-x —1€x-0 
fíd-iz, 0£cxe2 
szd. ZEEZA 


függvény (5.34. ábra) integrálja a [—1, 3] intervallumon: 


f fdás— fa százas [etet [echo 
-1 —1 Ü 7 


"FELEL 


53 8 . 19 
ma ám 
A Newton-Leibniz-tétel érvényes a szakaszonként folytonos 
függvényekre is azzal a megszorítással, hogy (d/dx) [d f(t)dt 
csak olyan x értékekre egyenlő f(x)-szel, ahol f folytonos. 
Hasonló megszorítás érvényes a később tárgyalandó Leibniz- 
szabályra Is. 
A 11-16. feladatokban ábrázoljuk a függvényeket, és integ- 
ráljuk őket a megadott tartományban! 





5.34. ÁBRA: A szakaszonként folytonos függvényeket, ami- 
lyen az ábrán is látható, szakaszonként integráljuk. 


xtl3 
11. 9-é, testét 


B 4 z 
12. f(x) — v—x, 4£xc0 
x—-4 0cxe3 
f, 0Zrt-l 
13. ge(r)— A mi 
8) pe I 7Zia2 
1 -g 0£7-€1 
14. h(z) — EMM 
(72-63, 1£zS2 
ja 3 2xz—i 
15. f(d—31—8é, —1crxzi 
A 12xc2 
FK, —-1£r-0 
16. hír)—A1—r, Ogrc-i 
; (a 1 €rc2 


17. Határozzuk meg a mellékelt ábrán látható függvény átlag- 


értékét! 
y 


1 


pe 
sza 
B. 


18. Határozzuk meg a mellékelt ábrán látható függvény átlag- 
értékét! 


Leibniz-szabály 


A gyakorlatban olykor találkozunk olyan függvényekkel, ame- 
lyek integrállal vannak megadva, s az integrál alsó és felső határa 
is változó. Ilyenek például: 


a 28 
f(x) — J (1--fjdt vagy g(x) — J sint2dt. 
SÍTIX vk 


Az első integrált még kiszámíthatjuk közvetlenül, a másodikat 
azonban már nem. A Leibniz-szabálynak nevezett összefüggés- 
sel azonban mindkét integrálnak meg tudjuk keresni a deriváltját. 


Leibniz-szabály 


Ha f folytonos az [a,b] intervallumon és ha u(x) és v(x) 
az x differenciálható függvényei, melyek értékei az [a, b] 
intervallumban fekszenek, akkor 

v(x) 


5 f 1041— fd E — Tul) E. 


ulx) 





Az 5.9. ábra a Leibniz-szabály geometriai értelmezését mu- 
tatja. Az ábrán egy szőnyeget látunk, amelynek változó széles- 
sége f(t) és balról felgöngyölődik, jobbról pedig letekeredik 
ugyanabban az x időpontban. (Ebben az interpretációban x lesz 
az idő, nem pedig t.) Az x időpontban a szőnyeg u(x) és víx) 
közötti darabja fekszik a padlón. A szőnyeg du/dx feltekeredési 
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sebessége nem feltétlenül azonos a dv/dx leégöngyölödési sebes- 
ségével. Adott x időpontban a szőnyeg által lefedett terület nagy- 
sága 
vi) 
A) — f fat 
ul) 


lesz. 





felszed 







ulx 
ul) 
A(x) — 1 f(n) dt 
ut) 


5.35. ÁBRA: Fel- és letekeredő szőnyeg: a Leibniz-szabály 
geometriai értelmezése: A — f(v(x) 3 — f(utx)) E. 


Milyen arányban változik a lefedett terület? Egy x időpilla- 
natban A(x)-et az f(v(x)) szélességű szőnyeg dv/dx sebességű 
letekeredése növeli. Azaz A(x) 


dv 
fee 
-szel nő. Ugyanakkor A(x) 


fiu) 


-nyit csökken is, mert a feltekeredő vég szélességét meg kell szo- 
roznunk a feltekeredés sebességével. A nettó változása 


dA d d 
a fe — fiu 
lesz, ami éppen a Leibniz-szabály. 
A szabály bizonyításához tegyük fel, hogy F az f egy primi- 
tív függvénye az [a, b] intervallumon. Akkor 
víx) 
J F0dr— F(v(x)) — F(ulx)). 
ulx) 


Ennek az egyenlőségnek mindkét oldalát x szerint deriválva ép- 
pen a kívánt egyenlőséget kapjuk: 


v(x) 
5 f F0a1— [Ftv — Fut] — 
ulx) 
s Fv) F"(ulx)) —  láncszabály 


dv du 
— fe fu 
A Leibniz-szabály alkalmazásával keressük meg a 19-21. fel- 
adatokban szereplő függvények deriváltját! 
19. f(x) — ff gdt 


20. f(x) — [edz rrdít 


21. ely) — je sinr2dt 


22. A Leibniz-szabály alkalmazásával határozzuk meg azt az x 
értéket, amely mellett az 


x43 
/ t(5—tijdt 


xX 


integrál a lehető legnagyobb lesz! (Az ilyen jellegű problémák a 
politikai választások matematikai elméletéből erednek.) 


Véges összegek 
közelítése integrálokkal 


A gyakorlati életben az integrált sokszor használjuk véges össze- 
gek közelítésére — az általában megszokott eljárással éppen el- 
lentétesen, amikor is az integrál közelítésére használunk véges 
összegeket. 

Számítsuk ki például az első n egész szám négyzetgyökének 
összegét, azaz a VI V2-t: : -t y/n kifejezésnek az értékét! Az 


1 
f/ődoczAutho] 


integrál az 
1 1 2 1 n 1 
Ön s — : — -- — : — h-s hb — , — E 
n n n n n n 
— VI V2Tr- kN 
Ni n3/2 
határértéke. 





Ezért n növekedtével 5, 2/3-hoz tart és azt kapjuk, hogy 
: am 22 
a gyökök összege: VI4V2r---k vnz7 S, en? mg a. 
Az alábbi táblázat mutatja a közelítés , jóságát". 


n  agyökösszeg (2/3jn/? a relatív hiba 


10 22468 21.082 1,386/22.468 s 696 
50 23904 23570 1.496 
100  671.46 666.67 0796 


Az anyag alaposabb elsajátítását segítő további feladatok 71 


H—r a n5 
értékét! Először mutassuk meg, hogy a határérték 
i 
p dx, 
0 


azután számítsuk ki az integrál értékét! 
24. Számítsuk ki 


hi 
mu (BEDE pé) 
H—r on nt 
értékét! Lásd a 23. feladatot! 


25. Legyen f(x) folytonos függvény! Fejezzük ki határozott in- 
tegrál alakban a 


ime erre 


határértéket! 


26. A 25. feladat eredményét felhasználva számítsuk ki a kö- 
vetkező határértékeket! 


: YA 
(a) lim —(2--4--6-----2n) 
nassa pm 
(b) Him (115 4.215 4.315 p.... 4.15) 
n—rsa H 


, 1f. Rt . 2x . 3a . ne 
(c)  lim — ( sin — 4 sin — -t- sin — -t : - - -- sin — 
r—res fi n Faj n n 
Mit mondhatunk a következő határértékekről? 


1 
(a) Him —7(15-425 435 4....4n) 
n—roa H 


a. Az I 
(e) im — ÜSS B vette] 


27. (a) Mutassuk meg, hogy az r sugarú körbe írt n oldalú sza- 
bályos sokszög Ax területe 
nr? . 2n 


— — sin —! 
An a sin 


(b) Számítsuk ki A, határértékét n —: 09-re! A kapott ered- 
mény megfelel a kör területképletének? 


28. Egy differenciálegyenlet: Mutassuk meg, hogy 


FI 
y sinx- / cosZtdt 41 


teljesíti az alábbi két feltételt: 
is yY c —sinx-t2sin2x, 
ü. hax—:,akkory—lésy — —2! 
29. Integrállal értelmezett függvény: Az f függvény grafi- 


konja egy félkörből és két szakaszból áll, melyek az ábrán látható 
módon csatlakoznak egymáshoz. Legyen e(x) — ff f(t)dt! 





Határozzuk meg 
(a) e(1)-et, 
(b) 8(3)-et, 
(c) 2(—1)-et! 


(d) Keressük meg a (—3,4) nyílt intervallumban azokat az 
x értékeket, amelyekre g-nek relatív maximuma van! 


(e) Írjuk fel g érintőegyenesének egyenletét az x — —1 
pontban! 


(f) Határozzuk meg a g grafikonjának összes (—3,4) in- 
tervallumbeli inflexiós pontjának abszcisszáját! 


(g) Határozzuk meg g értékkészletét! 


a. 


Ő A határozott integrál 
fejezet alkalmazásai 





ÁTTEKINTÉS: Az 5. fejezetben kiderítettük, milyen kapcsolat áll fenn vala- 
mely véges zárt [a, b] intervallum egy P felosztásához rendelt 


Sp — y f(Cr)JAxk 
k— 


véges összegek és az integrál között. Megállapítottuk, hogy amennyiben a fel- 
osztás [IPI] normája nullához tart, úgy az [a, b] intervallumon folytonos f függ- 
vényre Sp határértéke az 


b 


[169 dx—F(b)—F(a) 


ű 


szám, ahol F az f-nek egy primitív függvénye. Ezt az eredmény felhasználva 
kiszámítottuk, mekkora területet fog közre az x-tengely és az y — f(x) grafi- 
konja a £ x £ b esetén, továbbá meghatároztuk két görbe által határolt terület 
nagyságát Is. 

Ebben a fejezetben tovább bővítjük az integrál alkalmazási körét, térfogat- 
számítással, síkbeli görbék hosszával, a tömegközépponttal, forgástestek felszí- 
nével, munkával és azokkal az erőhatásokkal fogunk foglalkozni, amelyet a fo- 
lyadékok sík felületekre gyakorolnak. Mindezeket a problémákat zárt interval- 
lumon folytonos függvények Riemann-összegének határértékeként kezeljük — 
vagyis határozott integrálokként, amelyet a Newton-Leibniz-tétel segítségével 
ki tudunk számolni. 


Szeletelés és tengely körüli forgatás 





Ebben a szakaszban olyan testeknek definiáljuk a térfogatát, amelyek kereszt- 
metszetei tartományok a síkban.! Az S test metszetét úgy állítjuk elő, hogy §-et 
egy síkkal átmetsszük (6.1. ábra). 

Tegyük fel, hogy a 6.1. ábrán látható testhez hasonló test térfogatát szeretnénk 
meghatározni. Először is a klasszikus geometriából ismert hengerfogalmat kell 
kiterjesztenünk tetszőleges alapú hengeres testekre (6.2. ábra). Ha ismerjük a 
hengeres test alapjának A területét és h magasságát, akkor a térfogata: 


térfogat — alapterület x magasság — A - h. 


"Szerk. megj.: Eddig nem szerepelt sem geometriai test, sem tartomány definíciója. Pedig ezekre 
a fogalmakra szükség lenne ahhoz, hogy tudjuk, mikor érvényesek az itt következő állítások. 
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6.3. ÁBRA: Az § szilárd test egy kes- 
keny szelete. 








6.4. ÁBRA: Az § testnek a 6.3. ábrán 
látható keskeny szeletét olyan hengeres 


) átmenősik 4 
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Az A(x) területű 
Rrx) metszet 





I 
Ses 
6.1. ÁBRA: Az § test P. síkkal való met- 
szete. PF. merőleges az x-tengelyre, x az 
la, b] intervallum valamely pontja. 





Olyan hengeres test, amelynek alapja 
az előbbi siktartomány 
Térfogat — alapterület x magasság - Ah 


Olyan siktartomány, amelynek 
ismerjük a területét 


6.2. ÁBRA: Hengeres test térfogatát mindig az alaplap területé- 
nek és a magasságnak a szorzataként definiáljuk. 


Ez a definíció lesz az alapja a térfogatfogalom kiterjesztésének nem hengeres 
testekre. 


Ha az [a,b] intervallum valamely x pontjában az S test síkmetszete az R(x) 
tartomány, s ennek A(x) területe az x-nek folytonos függvénye, akkor § térfoga- 
tát határozott integrállal definiálhatjuk és számíthatjuk ki az alábbi módon. 


Az la, b] intervallumot Axz hosszúságú (vagy szélességű) részintervallumokra 
osztjuk fel, s a testet — akárcsak egy cipót— aza —xg cx Tr" xb 
osztópontokon átmenő, az x-tengelyre merőleges síkokkal felszeleteljük. Az x- 
tengelyre merőleges P,, síkok 5-et vékony rétegekre osztják (mintha nagyon vé- 
kony kenyérszeleteket vágnánk). A 6.3. ábra egy ilyen réteget mutat. ÁZ Xx4. 1 ÉS 
xx pontokon átmenő síkok közötti réteget egy olyan hengeres testtel közelítjük, 
amelynek alapterülete A(xx), magassága pedig Axx — xx — xr-1 (6.4. ábra). En- 
nek a hengeres testnek a V4 térfogata A( xx) " Axx. s ez közelítőleg megegyezik az 
adott réteg térfogatával: 


Az R(x) alapú közelítő 
henger magassága 
da Ax—x—xi él 





ÁZ Xg ponton 





d; j sk 
aaa atz A 


a k-adik réteg térfogata Az V;w — A(xrJAxk. 


Az § test egészének térfogata hozzávetőleg e hengertérfogatok összege lesz: 
A henger alapja 

az Ax) területű 
Rrx) tartomány 


n n 
NEM MÉRETARÁNYOS Vz FV4— DR ALJA. 


k—1 kz1 


Ez az A(x) függvény Riemann-összege az [a, b] intervallumon. Azt várjuk, hogy 


testtel approximáljuk, amelynek alapja 
az A(x) területű R(xr) tartomány, ma- 
gassága pedig Áxrxy — X4—Xr-1. 


a közelítés javulni fog, amint [a, b] felosztásának normája nullához tart, ezért S 
térfogatát e Riemann-összeg határértékeként előálló határozott integrállal defi- 
niáljuk. 


sikmetszet 





6.5. ÁBRA: Az 1. példában szereplő 
gúla metszetei négyzetek. 
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DEFINÍCIÓ: Térfogat 
Ha valamely test metszetének területét az ismert és integrálható A(x) függ- 


vény adja meg, akkor a test x — a és x — b közé eső darabjának térfogata: 





b 
V— / A(x) dx. 


A képlet? akkor alkalmazható, ha A(x) folytonos vagy kicsit általánosabban, 
ha A(x) integrálható függvény. Ha a definícióban szereplő képlettel akarjuk meg- 
határozni a test térfogat, a következőket kell tennünk: 

Egy test térfogatának kiszámítása 

1. Ábrázoljuk a testet és annak egy tipikus metszetét! 


. . Keressünk összefüggést Alx)-re, a metszet területére! 


2 
3.  Tűzzük ki az integrálási határokat! 
4. . A Newton-Leibniz-tétel alkalmazásával integráljuk A(x)-et! 





1. PÉLDA: Gúla térfogata 
Egy 3 m magas gúla alapja 3 m oldalélű négyzet. Ekkor a gúla x magasságára 


merőleges, a csúcsától x m távolságra lévő síkmetszete egy x m oldalhosszúságú 
négyzet lesz. Határozzuk meg a gúla térfogatát! 


Megoldás: 


1.  Ábrázolás. A gúla magassága essen az x-tengelyre, csúcsa pedig legyen 
az origóban. Rajzoljuk fel a gúla egy síkmetszetét is (6.5. ábra). 


2.  Összefüggés A(x)-re. Az x pontbeli síkmetszet egy x méter oldalélű 
négyzet lesz, így annak területe: 


A(x) — a. 


3. Az integrálás határai. A vizsgálandó metszetek az x—Ü és azx— 3 
értékek között helyezkednek el. 


4. A térfogatot integrálással meghatározzuk. 


3 ja I. 2 
mes faetyane [dessa] eat L] 


2. PÉLDA: A Cavalieri-elv 


A Cavalieri-elv azt mondja ki, hogy az olyan testeknek, amelyeknek ugyanak- 
kora a magassága és minden magasságnál a megfelelő síkmetszeteik területe 
azonos, megegyezik a térfogata? (6.6. ábra). Ez közvetlenül következik a tér- 
fogat definíciójából, mert ebben az esetben az A(x) területfüggvény és az [a, b] 
intervallum is azonos lesz. 


3. PÉLDA: ÉK térfogata 


3 egység sugarú hengerből két síkkal éket vágunk ki. A metsző síkok egyike 
merőleges a henger tengelyére. A második sík az első síkot 457-os szögben, a 
henger egy átmérőjében metszi. Határozzuk meg az ék térfogatát! 


"Szerk. megj.: Az előbbi definició, nem definíció, hanem képlet a térfogatra, ha az létezik. Az x 
tengelyre merőleges síkokban lehetnek úgy is , szép" metszetek, hogy összességüknek nincs térfo- 
gata. Az ilyen térbeli ponthalmazokat az állításból ki kell zárni. 

3Szerk. megj.: A tétel így pontatlan, hamis, csak további pontosítással válik igazzá ld. Hajós 
György, Bevezetés a Geometriába, 226. old., Tankönyvkiadó, 1966. 
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6.7. ÁBRA: A 3. példában szereplő ék. 


A metszetei téglalapok. 





Bármilyen úlssüsáé 
ugyanaz a két test síkmetszete 


6.6. ÁBRA: A Cavalieri-elv. Ezeknek a testeknek 
ugyanakkora a térfogatuk, amit egymásra helye- 
zett érmékkel is illusztrálhatunk (1. példa). 


Megoldás: Rajzoljuk fel az éket és annak egy síkmetszetét, amely merőleges 
az x-tengelyre (6.7. ábra). Az x pontbeli síkmetszet egy téglalap lesz, amelynek 
területe: 


A(x) — (magasság) - (szélesség) — (x) (2. /9 x2 ) sz; 
—2xV9—xt. 
A síkmetszetek az x — 0 és az x — 3 közötti szakaszon futnak végig, így 
b 


vez ató áz [5-7 


Legyen u — 9 — dé, 


0 2 3/2177 du — —2xdx, integrá- 

ES -510-2) A lunk, majd visszahe- 
lyettesítünk. 

z0-d 5972 

s 18. [] 


Forgástestek: a korong-módszer 


Az olyan testeket, amelyek úgy állnak elő, hogy egy síktartományt egy a sík- 
ban fekvő tengely körül megforgatunk, forgástesteknek nevezzük. A 6.8. ábrán 
láthatóhoz hasonló testek térfogatának kiszámításához csupán annyit kell észre- 
vennünk, hogy a síkmetszet A(x) területe nem más, mint az R(x) sugarú körle- 
meznek a területe, ahol R(x) a síktartomány határvonalának a forgástengelytől 
való távolságát jelenti. Ezért a terület 


A(x) — (sugár)? — x(R(x) JÉ. 


Így a térfogat definíciója szerint: 


— / rIRCJJ? dx. 





A forgástest e térfogatszámítási módszerét gyakran korong-módszernek 15 ne- 
vezik, mert a síkmetszet egy R(x) sugarú körlap. 








(b) 


6.8. ÁBRA: A 4. példában szereplő tar- 
tomány (a) és forgástest (b). 
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4. PÉLDA: Egy forgástest (x-tengely körüli forgatás) 

Tekintsük az y — ,/x görbe és az x-tengely által közbezárt tartományt a 0 — x € 4 
intervallumban. Forgassuk meg ezt a tartományt az x-tengely körül és számítsuk 
ki a keletkezett forgástestnek a térfogatát! 


Megoldás:  Vázoljuk fel a tartományt, az előálló forgástestet és annak egy sík- 
metszetét (6.8. ábra)! A térfogat: 


b 
V— / FIR? dx — 


ca T elit dx R(x) — VX 
0 

- [nden te - 
Ü 


5. PÉLDA: Gömb térfogata 
Az 
23 — a 
kört forgassuk meg az x-tengely körül! Számítsuk ki az így keletkezett gömb 
térfogatát! 


Megoldás: Képzeljük el, hogy a gömböt az x-tengelyre merőleges síkokkal 
vékony szeletekre vágjuk (6.9. ábra). A —a és a között fekvő x pontot tartalmazó 
síkmetszet területe: 


A(x) — xy" — m(a" — 20). 
Ezért a térfogat: 


f f ag Tt A 
v- 4 ax7 [ná —4) dx— [d - ei — —ga?. L] 
—a —a 7 7 
A következő példánkban nem az x-tengely lesz a forgástengely, de a térfo- 
gatszámítás módszere változatlan marad: az alkalmasan megválasztott határok 
között integrálni kell a (sugár)? függvényt. 


(x,y) 













A(x) — mia! — x3) 


NŐS sál, 
7 TS OTBERÉNÉT 


6.9. ÁBRA: Az x7 3-.y? — a? kör x-tengely körüli forgatásával 
előálló gömb. A metszet sugara: R(x) —y— va? —x? (5. példa). 
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6. PÉLDA:  Forgástest térfogata (a forgástengely az y — 1 egyenes) 
Határozzuk meg annak a forgástestnek a térfogatát, amely az y — ,/x görbe va- 
lamint az y — 1 és x — 4 egyenesek által határolt tartománynak az y — 1] egyenes 
körüli forgatásával jön létre! 


Megoldás: Vázoljuk fel a tartományt, egyik körbeforgó sugarat és az előállt 


forgástestet (6.10. ábra)! A térfogat: 


V — f xlR(x)T" dx — 


I 


ölés Ti öltse ti 


x[vx—1 dx — 


I 


4 
x ( r—2vx--1] dx — 


1 
e: 5 7m 
mi kás 7 önts Hm 2 : E — 
É 2 c 42] 6" L] 





(b) 


6.10. ÁBRA: A 6. példában szereplő tartomány 
(a) és forgástest (b). 


Ha egy olyan testnek kell kiszámítani a térfogatát, amely az y-tengely és az 
x - R(y), c Sy £ d görbe által határolt tartomány y-tengely körüli forgatásával 
áll elő, akkor 15 a fenti módszert használhatjuk, csupán x-ét y-nal kell helyettesí- 
tenünk. Ebben az esetben a kör alakú síkmetszet területe 


A(y) — zlrádiusz]? — r(R(y) 7 
lesz. 


7. PÉLDA: y-tengely körüli forgatás 
Számítsuk ki az y-tengely és az x — 2/y, I £ y £ 4 görbe által közbezárt tarto- 
mány y-tengely körüli forgatásával előálló forgástest térfogatát! 





x 


(b) 


6.11. ÁBRA: A 7. példában szereplő tar- 
tomány (a) és forgástest egy részlete 
(b). 
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Megoldás:  Rajzoljuk fel a tartományt, az egyik forgó sugarat, és a forgatással 
generált forgástestet (6.11. ábra)! A térfogat: 


A 
Vis fett 2 dy — 


IG s- 
[docctá[ eb 


8. PÉLDA: Függőleges tengely körüli forgatás 


Határozzuk meg annak a forgástestnek a térfogatát, amely úgy keletkezik, hogy 
az x — y" 3-1 parabola és az x — 3 egyenes által közrefogott tartományt megfor- 
gatjuk az x — 3 egyenes körül! 


Megoldás:  Rajzoljuk fel a tartományt, az egyik forgó sugarat és a forgatással 
generált forgástestet (6.12. ábra)! Felhívjuk a figyelmet arra, hogy a síkmetsze- 
tek merőlegesek lesznek az x — 3 egyenesre. A térfogat: 





V 
v- / ziROJP dy - 
2 
V 
sas J 72-v?dy- R(y) —3—(y? 4-1) —2—y? 
-V2 
Va 
— (4-4? 4] dy 
—y2 
Va 
63. .yY 
— [4 -gy a] Ha 
3 5]. 
64xyV2 
SE 7 
y deák ő kés A  RW)-2-y 
-2-y e 





(a) (b) 


6.12. ÁBRA: A 8. példában szereplő tartomány (a) és forgástest (b). 
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(x, RG) 





6.13. ÁBRA: Az itt látható forgástest síkmetszete nem körlap, hanem körgyűrű, ezért az JE A(x) dx integrál 
némileg bonyolultabb összefüggésre vezet. 





sxil 
or 
Az integrálás aze x 
intervalluma 
(a) 





A gyűrű metszete 
Külső sugár: R(x) ——x 143 
Belső sugár: r(x) — xt 41 


(b) 


6.14. ÁBRA: (a) A 4. példában szereplő 
tartományt egy, a forgástengelyre me- 
rőleges szakasz feszíti ki. (b) Amikor a 
tartományt az x-tengely körül megfor- 
gatjuk, a szakasz egy gyűrűt hoz létre. 


Forgástestek: a gyűrűmódszer 


Ha a forgástest létrehozásához olyan kiindulási tartományt választunk, amely- 
nek egyik határvonala sem esik a forgástengelyre és nem is metszi azt, akkor 
a forgástest lyukas lesz (6.13. ábra). A forgástengelyre merőleges síkmetszetek 
nem körlapok hanem körgyűrűk lesznek (lásd az ábrát). Egy ilyen gyűrű méretei 
a következők: 

külső sugár:  R(x), 
r(x). 


belső sugár: 


A gyűrű területe: 
A(x) — TIR — zlrte9yP — z((REJV — [rea 


A térfogat definíciója ezek után azt adja, hogy 


b 


b 
Tsa J Áldj ák J (IRC? — [r(x) 12) dx. 


a 





A forgástest térfogatszámításának ezt a módszerét gyűrűmódszernek nevezik, 
mert az elemi közelítő összeg az R(x) külső és r(x) belső sugarú körgyűrű." 
9. PÉLDA: A gyűrű egy metszete (x-tengely körüli forgatás) 
Forgassuk meg az x-tengely körül az y — x--1 görbe és az y — —x t 3 egyenes 
által határol tartományt! Határozzuk meg a forgástest térfogatát! 
Megoldás: 
1. — Rajzoljuk fel a tartományt és vegyük fel a tartománynak egy olyan sza- 
kaszát, amely merőleges az x-tengelyre (6.14. ábra (a) része)! 


2. — Határozzuk meg annak a gyűrűnek a külső és belső sugarát, amelyet a 
forgatás során a kiválasztott szakasz végigsöpör! A külső és a belső sugár 
a szakasz végpontjainak a forgástengelytől mért távolságát adja meg (6.14. 
ábra). 


Külső sugár: R(x)——x-t3. 
Belső sugár:  r(x)— xi 1. 


$A szerk. megjegyzése: Az eredmény nyilvánvalóan két térfogat különbsége, minden további 


levezetés nélkül. 






Az integrálás intervalluma 





6.15. ÁBRA: (a) Az y tengely kö- 
rül megforgatandó tartomány, a gyűrű 
külső és belső sugara valamint az integ- 
rálási határok (10. példa). (b) Az ábra 
(a) részén megrajzolt szakasz egy kör- 
gyűrűt söpör VÉgIg. 
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3. Most határozzuk meg az integrálási határokat! Ezt úgy tesszük meg, 
hogy kiszámítjuk a görbe és az egyenes metszéspontjainak x-koordinátáját 
(6.14a ábra). 


X741-—-—xi3 
4 1x—2-0 
(x21(x—1)—0 
xzx:—2 xsl 


4. — Határozzuk meg az integrál értékét! 


b 


V — / 7(IRCJP — [rrmP) dx — 


l 
a fi m((—x-H3)2— (2 -1)2dx— a2.és 3. lépésből átvett értékek 


1 
— / 7(8—6x—2—x) dx — 
-a 
őv 1177 


3 
X 
[80-30 -5-T Punt a d 





Ha az y-tengely körüli forgatással előálló forgástestnek a térfogatát kell meg- 
határoznunk, akkor ugyanazt az eljárást alkalmazhatjuk mint a 9. példában, csu- 
pán annyi a különbség, hogy x helyett y szerint kell integrálnunk. Ez esetben 
a gyűrűfelületet végigsöprő szakasz az y-tengelyre (azaz megint csak a forgás- 
tengelyre) lesz merőleges, s a gyűrű belső illetve külső sugara is az y változó 
függvénye lesz. 


10. PÉLDA: A gyűrű egy metszete (y-tengely körüli forgatás) 

Tekintsük az y — x" parabola és az y — 2x egyenes által határolt tartományt, s for- 
gassuk azt meg az y-tengely körül. Határozzuk meg a keletkezett forgástestnek 
a térfogatát! 


Megoldás: Felrajzoljuk a feladatban szereplő tartományt, majd felveszünk 
egy, a tartomány két határpontját összekötő, a forgástengelyre (az y-tengelyre) 
merőleges szakaszt. Lásd a 6.15a ábrát! 

A szakasz egy körgyűrűn söpör végig, amelynek sugarai R(x) — 9, 
r(x) —y/2 (6.15. ábra), 

A parabola és az egyenes az y — 0 és y — 4 pontokban metszik egymást, 
ezért az integrálási határok: c — 0 és d — 4. Integrálással megkapjuk a keresett 
térfogatot: 


d 
V - J ai (ROI? — [r9J?) dy — 


- elwr-B) - 


Ü 


af -F) a-a E -ÉT - ts ői 


a 


[/ 
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Összefoglalás 


A fenti példák mindegyikében a megoldás legfontosabb lépése az volt, hogy 
a térfogat definíciójára támaszkodva kiszámítottuk a V — [7 A(x) dx határozott 
integrál értékét függetlenül attól, hogy miként volt meghatározva a test egy sík- 
metszetének A(x) területe. 





Síkmetszetek területe 


Az 1-2. feladatokban keressük meg a forgástest x-tengelyre me- 
rőleges síkmetszetének A(x) területképletét! 


1. Artest az x-tengelyre merőleges x — —1 és x— 1 síkok kö- 
zött helyezkedik el. A síkmetszetek minden esetben e két sík kö- 
zött, az x-tengelyre merőlegesen az y — —vl — x? félkörtől az 
y— V1—x? félkörig futnak. 


(a) A síkmetszetek olyan körlapok, amelyek átmérője az 
xy-sikban van. 
xx y" s: 1 





(b) A síkmetszetek olyan négyzetek, amelyeknek egyik 
oldaléle az xy-síkban fekszik. 





x4y-1 


(c) A síkmetszetek olyan négyzetek, amelyeknek egyik át- 
lója az xy-síkban fekszik. (A négyzet átlója az oldalhossz 
v2-szerese.) 


x"tyz1 





(d) A síkmetszetek egyenlő oldalú háromszögek, alapjuk 
az xy-sikban fekszik. 








2.  Atestazwx-tengelyre merőleges x— —1 és x— 1 síkok között 
helyezkedik el. A síkmetszetek minden esetben e két sík között, 
az x-tengelyre merőlegesen az y — —,/x parabolától az y — VX 
paraboláig futnak. 


(a) A síkmetszetek olyan körlapok, amelyek átmérője az 
xy-síkban van. 





(b) A síkmetszetek olyan négyzetek, amelyeknek egyik 
oldaléle az xy-síkban fekszik. 





(c) A síkmetszetek olyan négyzetek, amelyeknek egyik át- 
lója az xy-síkban fekszik. 


(d) A síkmetszetek egyenlő oldalú háromszögek, alapjuk 
az xy-sikban fekszik. 


Térfogatszámítás felszeleteléssel 


A 3-—10. feladatokban számítsuk ki a testek térfogatát! 


3. — A test az wox-tengelyre merőleges x — 0 és x — 4 síkok között 
helyezkedik el. A tengelyre merőleges síkmetszeteka0 cxc4 
intervallumban olyan négyzetek, amelyek átlóinak végpontja az 
y — —,/x parabolán és az y — y/x parabolán van rajta. 


4. A test az x-tengelyre merőleges x — —1 és x — 1 síkok kö- 
zött helyezkedik el. A tengelyre merőleges síkmetszetei olyan 
körlapok, amelyek átmérőinek végpontjai az y — x/2 parabolán 
és az y —2—3? parabolán vannak rajta. 





5. — Atestazocx-tengelyre merőleges x— —1 és x— I síkok között 
helyezkedik el. A tengelyre merőleges, és e két sik között elhe- 
lyezkedő siíkmetszetek olyan négyzetek, amelyek egyik oldalélé- 
nek végpontjai azy— —V1 —x? félkörön, illetve azy— vV1—x2 
félkörön futnak végig. 


6.  Artest az x-tengelyre merőleges x — —1 és x— 1 síkok kö- 
zött helyezkedik el. A tengelyre merőleges, e két sík között fekvő 
síkmetszetek olyan négyzetek, amelyek átlóinak végpontjai az 
y—- —V1—-zx? félkörön, illetve az y — VI —x? félkörön futnak 
végig. 


7. — Egytest alaplapja azy— 2vsinx görbe és az x-tengely (0, ze] 
intervalluma által közbezárt tartomány. Az x-tengelyre merőle- 
ges sikmetszetek: 
(a) egyenlő oldalú háromszögek, amelyek alapjainak vég- 
pontjai az ábrán látható módon az x-tengelyen és a görbén 
futnak végig; 





(b) négyzetek, amelyeknek egyik oldalainak végpontjai az 
x-tengelyen és a görbén futnak végig. 


8. A test az x-tengelyre merőleges x — —1/3 és x — 1/3 síkok 
között helyezkedik el. Az x-tengelyre merőleges síkmetszetei: 


(a) körlapok, amelyek átmérőinek végpontjai az y — tgx 
és az y — secx görbéken futnak végig; 


(b) négyzetek, amelyeknek egyik oldalainak végpontjai az 
y — tgx és az y — secx görbéken futnak végig. 


9. A test az y-tengelyre merőleges y — 0 és y — 2 síkok között 
fekszik. Az y-tengelyre merőleges síkmetszetei olyan KOHAPÁN 
amelyek átmérőinek végpontjai az y tengelyen és az x — vV5y? 

parabolán futnak végig. 


10. A test alaplapja az x2 3-y? c 1 körlap. Az y-tengelyre merő- 
leges síkmetszetei az y — —1 és y — 1 közötti intervallumon olyan 
egyenlő szárú derékszögű háromszögek, amelyek egyik befogója 
a körlapon fekszik. 





x"34y zl 


11. Csavarttest: Az s oldalélű négyzet az L egyenesre me- 
rőleges síkban fekszik. A négyzet egyik csúcsa illeszkedik L-re. 
Miközben a négyzetet h távolságnyit elmozdítjuk az L egyenes 
mentén, L mint forgástengely körül meg is forgatjuk, miáltal az 
egy csigavonalszerű oszlopot hoz létre, amelynek síkmetszetei 
négyzetek. 


(a) Határozzuk meg az oszlop térfogatát! 


(b) Mi történik a térfogattal, ha a négyzetet nem egyszer, 
hanem kétszer forgatjuk körbe? Válaszunkat indokoljuk! 
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12. A Cavalieri-elv: A test az x-tengelyre merőleges x — 0 és 
x - 12 síkok között fekszik. Az x-tengelyre merőleges síkmet- 
szetei olyan körlapok, amelyek átmérőinek végpontjai az y— x/2 
és az y — x egyeneseken futnak végig, amint azt az ábra is mu- 
tatja. Indokoljuk, hogy a testnek miért lesz ugyanakkora a térfo- 
gata, mint egy 3 egység sugarú és 12 egység magasságú egyenes 
körkúpnak! 


y 





Térfogatszámítás korong-módszerrel 


A 13-16. feladatokban számítsuk ki annak a forgástestnek a tér- 
fogatát, amely a satírozott tartomány forgatásával áll elő! 


13. Az wox-tengely körül forgatunk. 
y 








16. Az wvox-tengely körül forgatunk. 
xy 
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Határozzuk meg azoknak a forgástesteknek a térfogatát, ame- 
lyek a 17-22. feladatokban megadott egyenesek és görbék által 
meghatározott tartományok x-tengely körüli forgatásával jönnek 
létre! 


17. vk d y—-0,x—2 18. yK— Hő y-0,x—2 

19. y— V9—x2,y—0 20. y—x—x7,y—0 

21. y— /cosx 0£xer/2y—0 x—0 

22. y—secx,y—0 x——r/4.x—m/4 

A 23. és a 24. feladatban határozzuk meg a tartomány megadott 
tengely körüli forgatásával előálló forgástest térfogatát! 

23. Az első síknegyedbeli alakzatot felülről az y — vV2 egye- 


nes, alulról az y — secxtgx görbe, balról az y-tengely határolja. 
A forgástengely az y — vV2 egyenes. 


24. Az első siknegyedbeli alakzatot felülről az y — 2 egyenes, 
alulról az y— 2sinx, 0 €x £ /2 görbe, balról pedig az y-tengely 
határolja. A forgástengely az y — 2 egyenes. 


Határozzuk meg azoknak a forgástesteknek a térfogatát, ame- 
lyek a 25—30. feladatokban megadott egyenesek és görbék által 
meghatározott tartományok y-tengely körüli forgatásával jönnek 
létre. 


25. A tartományt x — V5Sy",x—0,y— —1,y— 1 határolják. 
26. A tartományt x — y?/2, x — 0, y — 2 határolják. 
27. A tartományt x — V2singy, 0 £y £ m/2, x — 0 határolják. 


28. A tartományt x — 4/cos(ry/4), —2 Sy 2 0, x —0 határol- 
ják. 


29. x—2/(yt1),x—0y-0y-3 
30. x— /2y/(y-t1),x—0,y-—1 


Térfogatszámítás gyűrűmódszerrel 


A 31. és a 32. feladatban határozzuk meg a satírozott tartornány 
megadott tengely körüli forgatásával előálló forgástest térfoga- 
tát! 


31. Az ox-tengely körül forgatunk. 
PF 





A 33—38. feladatokban határozzuk meg a megadott egyenesek és 
görbék által közbezárt tartomány x-tengely körüli forgatásával 
előálló forgástest térfogatát! 


34 ysxys1ix—0 34. y—2/xy-2x—0 


35. yp—x"t1,y-xt3 36. yKk—4—í,y—2—i 


37. y—secx,y— vV2, —nr/4£xcn/4 


38. y—secx,y-tgex r—0 x—1 


A 39-42. feladatokban határozzuk meg a tartományok y-tengely 
körüli forgatásával keletkező forgástest térfogatát! 


39. A tartomány az (1,0), (2,1) és (1,1) csúcspontú három- 
SZÖg. 


40. A tartomány az (0,1), (1,0) és (1,1) csúcspontú három- 
Szög. 


41. Az első síknegyedbeli tartományt felülről az y — x? para- 
bola, alulról az x-tengely, jobbról pedig az x — 2 egyenes hatá- 
rolja. 


42. Az első síknegyedbeli tartományt balról az x? 1-y? — 3 kör, 
jobbról az x — V3 egyenes, felülről pedig az y — V3 egyenes 
határolja. 


A 43. és a 44. feladatban a megadott tartománynak a megadott 
tengely körüli forgatásával keletkező test térfogatát kell megha- 
tározni. 


43. Az első síknegyedbeli tartományt felülről az y — x" görbe, 
alulról az x-tengely, jobbról pedig az x — 2 egyenes határolja. A 
forgástengely az x— —1 egyenes. 


44. A második síknegyedbeli tartományt felülről az y — —- 
görbe, alulról az x-tengely, balról az x— —1 egyenes határolja. 
A forgástengely az x — —2 egyenes. 


Forgástestek térfogata 


45. Határozzuk meg annak a testnek a térfogatát, amely az 
y- vx és az y — 2, x — 0 egyenesek által határolt tartomány 

(a) x-tengely, (b) y-tengely, 
(c) vy— 2 egyenes, (d) x— 4 egyenes 
körüli forgatásával áll elő! 
46. Határozzuk meg annak a testnek a térfogatát, amely az 
y-2x,y— 0 és x—l egyenesek által határolt háromszögtar- 
tormmánynak az 


(a) x— 1 egyenes, (b) x— 2 egyenes 
körüli forgatásával áll elő! 
47. Határozzuk meg annak a testnek a térfogatát, amely az 
y — 27 parabola és az y — 1 egyenes által határolt tartomány 
(a) v— 1 egyenes, (b) y— 2 egyenes, 
(c) y— —1 egyenes 
körüli forgatásával áll elő! 
48. Határozzuk meg integrálással annak a testnek a térfogatát, 
amely a (0,0), (b,0), (0,h) csúcspontú háromszög 
(a) x-tengely, 


körüli forgatásával áll elő! 


(b) y-tengely 


Elmélet és alkalmazások 


49. A tórusz térfogata:  Forgassuk meg az xf t-y" £ a? kör- 
lapot az x— b (b 5 a) egyenes körül! Így egy fánkszerű alak- 
zatot kapunk, amelyet fórusznak nevezünk. Határozzuk meg a 
térfogatát! (Útmutatás: [9 Va? —y? dy — ma? /2, mivel az egy 
a sugarú félkörnek a területe.) 


50. Serleg térfogata: Serlegformát úgy készíthetünk, hogy 
az y — a" /2 grafikonjának y — 0 és y — 5 közé eső darabját meg- 
forgatjuk az y-tengely körül. 

(a) Számítsuk ki a serleg térfogatát! 


(b) Relatív sebesség. Ha a serlegbe 3 térfogategységnyi 
vizet töltünk másodpercenként, milyen gyorsan emelkedik 
a vízszint a serlegben akkor, amikor a víz már négy egység 
magasan áll a serlegben? 


51. (a) Serleg térfogata. Egy a sugarú, félgömb alakú serle- 

get h magasságig vízzel megtöltünk. Számítsuk ki, mennyi 
víz van a serlegben! 
(b) Relatív sebesség. Másodpercenként 0,2 m? víz ömlik 
egy félgömb alakú, 5 m sugarú betonmedencébe. Milyen 
gyorsan emelkedik a vízszint, amikor a víz már négy méter 
mély? 


52. Hogyan becsülhetjük meg egy forgástest térfogatát a forgás- 
tengellyel párhuzamos síkra vetülő árnyékából, ha a fény a sikra 
merőleges irányból jön? 


53. Félgömb térfogata:  Vezessük le az KR sugarú félgömb tér- 
fogatára érvényes V — (2/3)xR? összefüggést úgy, hogy síkmet- 
szeteit összevetjük egy olyan R sugarú és R magasságú egyenes 
körhengernek a síkmetszetével, amelyből az ábrán látható mó- 
don kivágunk egy R sugarú és R magasságú egyenes körkűpot. 


PR! — h 





TT TALÁN] 7 T 
sz mksálkallázászötlál heád "in iádán ő rEeTi é. 1? údá ds 


54. Kúp térfogata: A kalkulus eszközeivel határozzuk meg 
az r sugarú és h magasságú egyenes körkúp térfogatát! 


55. Tervezzünk egy serleg alakú, fogantyúval ellátott sütőser- 
penyőt (wokot)! Egy kis kísérletezéssel meggyőződhetünk arról, 
hogy a 9 cm mély és 16 cm sugarú wok űrtartalma nagyjából 3 
liter. Bizonyosságot úgy nyerhetünk, ha a wokot az alább látható 
módon forgástestnek fogjuk fel és térfogatát integrálással meg- 
határozzuk. Köbcentiméterre kerekítve mekkora lesz valójában a 
wok térfogata? (1 1— 1000 cm?) 
(em) 






"s. ty z 167 5256 


9 em mély 
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56. Egy réz függöt kell készítenünk, kb.190 gramm tömegűt. 
Az ábrán látható forgástest alakot terveztük. Számítsuk ki, mek- 
kora lesz a függő térfogata! Ha az ötvözet sűrűsége 8,5 g/cmő, 
mekkora lesz a függő tömege (grammra kerekítve)? 


y (cm) 


— X szagyagékkt 
y— 30 —x 





57. Maximum és minimum: ÁAzyv—sinx, 0 €x ér ívet 
megforgatjuk zy— c, 0£c€£ 1 egyenes körül, s így a 6.16. 
ábrán látható testet kapjuk. 


(a) Keressük meg azt a c értéket, amelyre a test térfogata 
minimális lesz! Mekkora a minimális térfogat értéke? 


(b) c mely értékére lesz maximális a térfogat? 


IN (o0 Ábrázoljuk a test térfogatát mint c függvényét először 
02 cs l-re, majd ennél tágabb intervallumban! Mi törté- 
nik a térfogattal, miközben c távolodik a [0, 1] intervallum- 
tól? Van-e ennek valamiféle fizikai jelentése? Válaszunkat 
indokoljuk! 





6.16. ÁBRA 


58. Üzemanyag-páttartályt kell terveznünk egy helikopter tör- 
zse alá, hogy ezzel megnövelhessük a gép hatótávolságát. Miután 
néhány órát már eltöltöttünk a rajztábla mellett, úgy döntünk, 
hogy a tartály számára ideális alakot egy forgástestként írhat- 
juk fel. Az ideális tartály úgy áll elő, ha az y — 0,3 — (x2/4,88), 
—1,22x£ 1,2 görbét az x-tengely körül megforgatjuk (a mér- 
tékegység a méter). 


(a) Hány köblábnyi üzemanyag fér majd a tartályba (köb- 
lábra kerekítve)? 


(b) Ha a helikopter 1 liter üzemanyaggal 0,9 km-t képes 
megtenni, akkor a póttartálynak köszönhetően hány további 
kilométert lesz képes megtenni a helikopter (km-re kere- 
kítve)? 
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6.18. ÁBRA: Egy yx magasságú henger- 
héj, amelyet úgy kaptunk, hogy egy Ax 
szélességű sávot az x — —1 tengely kö- 
rül megforgattunk. A henger külső su- 
gara Xxr, magassága yp — 3xr — Ti (1. 


példa). 


Térfogatszámítás hengerhéj-módszerrel 


A 6.1. szakaszban az § test térfogatát a 


h 
V — / A(x) dx 


határozott integrállal definiáltuk, ahol A(x) az 5 síkmetszetének integrálható 
területfüggvényét jelenti. Az A(x) területhez úgy jutottunk, hogy a testet az 
x-tengelyre merőleges síkokkal felszeleteltük. Ebben a szakaszban ugyanezt a 
definíciót fogjuk alkalmazni a térfogatra, de a testet most másként szeleteljük 
fel. Most egyre növekvő sugarú körhengerekkel szabdaljuk fel a testet, olya- 
nokkal, mint egy pogácsaszaggató készlet. Függőlegesen, az x-tengelyre me- 
rőlegesen vágjuk keresztül a testet, a henger tengelye párhuzamos lesz az y- 
tengellyel. Minden hengernek ugyanaz lesz a függőleges tengelye, de sugaruk 
minden egyes vágás alkalmával nő. Ily módon a testet azonos vastagságú henger- 
héjakra osztjuk fel, amelyek a közös tengelytől úgy terjeszkednek kifelé, akár- 
csak a fák évgyűrűi. Ha egy hengerhéjat kiterítünk, azt látjuk, hogy a hengerhéj 
térfogata hozzávetőleg egy olyan téglatestnek a térfogatával egyenlő, amelynek 
alaplapja A(x) területű, magassága pedig Ax. Emiatt a térfogatot ugyanolyan in- 
tegrálként értelmezhetjük most is, mint korábban. Mielőtt még a módszert álta- 
lánosan megfogalmaznánk, nézzünk egy példát! 


1. PÉLDA:  Térfogatszámítás hengerhéjakkal 


Az x-tengely és az y — f(x) — 3x—x" parabola által határolt tartományt meg- 
forgatjuk az x — —1 függőleges egyenes körül. [gy a 6.17. ábrán látható testet 
kapjuk. Számítsuk ki ennek a testnek a térfogatát! 





forgástengely 
xz -I 


forgástengely 
xs-] 


(a) (b) 


6.17. ÁBRA: (a) Az I. példában szereplő tartomány grafikonja a forgatás előtt. 
(b) Az ábra (a) részén látható tartományból ez a forgástest áll elő, ha a tartományt 
az x — —1] egyenes körül megforgatjuk. 


Megoldás: A 6.1. szakaszban megismert gyűrűmódszert itt nem lenne helyén- 
való alkalmazni, akkor ugyanis a bal és jobb oldali parabolaághoz tartozó x- 
értékeket y függvényeként kellene kifejeznünk. (Ezek az x értékek adnák a gyűrű 
külső és belső sugarát, s meglehetősen bonyolult összefüggésre vezetnének.) 
Egy 4Ay szélességű szalag helyett inkább egy Ax szélességű függőleges szala- 
got forgatunk. Egy ilyen hengerhéjat mutat a 6.18. ábra. Ezzel a hengerhéjjal a 
testnek egy szeletét közelítjük. A szeleteket úgy kapjuk, hogy a testet a forgás- 
tengellyel párhuzamosan a belső lyuk közvetlen közelében bevágjuk. Azután az 
immár kissé nagyobb belső lyuk mentén egy újabb vágást ejtünk s így tovább, 
míg végül n hengert kapunk. A hengerek sugara fokozatosan nő, magasságuk 
pedig a parabola kontúrját követi: előbb nő, aztán újra csökken (6.17a ábra). 
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Ax 


Külső kerület — 21r - sugár — 2rr(l -- x4) 
sugár— lt x, 





(3x4— x42) 





zés MESS 
(3xp— xx) zi Ax — vastagság 





nera a ödztztn bes énlsAn ÜL TŐÉ S LAS Ét EST eze 
1—-2m(l 4 x4) 


6.19. ÁBRA: Képzeljük el, hogy kivágunk és síkba kiterítünk 
egy hengerhéjat! Egy négyszögletes testet (közelítőleg téglates- 
tet) kapunk (1. példa). 


Minden szelet az x-tengely egy Ax hosszúságú részintervallumára támasz- 
kodik. Sugara közelítőleg (1 -- xx), magassága hozzávetőleg 3x4 — x£. Ha az xx 
értékhez tartozó hengert kiterítjük, egy Ax vastagságú, téglalap alakú táblát ka- 
punk (6.19. ábra). A k-adik henger külső kerülete 27 - sugár — 27(1 3-xr), 5 
ez egyben a síkba kiterített téglalap alakú tábla hossza is. Ennek térfogatát egy 
téglatest térfogatával közelítjük: 

AV; — kerület x magasság x vastagság — 
7 27( l txx) : (3xx —xf) : AXk. 


Az egyes hengerhéjak AV, térfogatát a [0, 3] intervallumra összegezve a 
n Fi 3 
2 AV4— X27(1-4-xx)(3xx— x Ar 
k-1 k-1 


Riemann-összeget kapjuk. Ha ennek a határértékét vesszük Ax — 0 esetén, a 
térfogatot megadó integrálhoz jutunk: 


V — [dzs 1(3x— a) dx 


1(3x" 3x—x? —x7) dx — 


es 


3 
— ető x)d 
0 
2 a; 3 45m 


És most általánosítsuk az 1. példában alkalmazott eljárást! 


A héjmódszer 


Tegyük fel, hogy egy tartományt az [a,b] zárt intervallumon az x-tengely és a 
nemnegatív folytonos y — f(x) függvény grafikonja határol, s a tartomány az 
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függőleges 
forgástengely 


függölegés 
forgástengely 


5 






a téglalap 
magassága — f(C,) 


6.20. ÁBRA: Ha az (a) ábrán látható tartományt megforgatjuk az x — L egyenes 
körül, akkor egy olyan forgástestet kapunk, amelyet hengerhéjakra szeletelhe- 
tünk fel. A (b) ábra egy ilyen héját mutat. 


x — L egyenestől jobbra helyezkedik el (6.20a ábra). Legyen a 2 L, azaz a füg- 
gőleges egyenes érintkezhet a tartománnyal, de nem metszheti azt. A tartomány 
L körüli forgatásával generáljunk egy forgástestet! 

Legyen P az [a, b] intervallum egy felosztása az a— xg € xi €::" Cxn— b 
osztópontokkal, cx pedig legyen a k-adik, [xx—1, xx] intervallum egy belső pontja. 
A 6.20a ábrán látható tartományt az [a, b] intervallum e felosztására támaszkodó 
téglalapokkal közelítjük. A k-adik közelítő téglalap magassága f(cxr) lesz, szé- 
lessége pedig Axx — x4—xr- 1. Ha ezt a téglalapot megforgatjuk az x — L egyenes 
körül, akkor az a 6.20b ábrán látható héjon söpör végig. A téglalap által végig- 
söpört térfogatot az elemi geometriából átvett képlettel számoljuk ki: 


AV, — 27 x a héj közepes sugara x a héj magassága x vastagsága — 
— 27 : (cx— LL) (cx) Axk. 


5 térfogatát a P felosztásra támaszkodó n téglalap által végigsöpört héjak térfo- 
gatának összegével közelítjük: 


Ps 


V sz d) AV. 


k—i 


e Riemann-összeg IIP[] — 0 esetén vett határértéke adja meg határozott integrál 
alakjában a test térfogatát: 


b b 
Fe fore héj sugara) (a héj magassága) dx — f27t — L)f(x) dx. 
a hi 


Az integrál változójára — ami itt x — mint vastagsági változóra hivatkozunk. 
Inkább az első képletet használjuk, mintsem az integrandusra konkrét képletet 
adó másodikat, mert az első kiemeli a héjmódszer lényegét. Vízszintes L egyenes 
körüli forgatásra is alkalmazható. 


Függöleges tengely körüli forgatásra vonatkozó héjformula 


Az x-tengely és a folytonos y— fix) 30,L S a £ x £ b függvény grafi- 
konja által határolt tartomány x — L függőleges egyenes körüli forgatásá- 
val generált forgástest térfogata: 


b 


p 27 (a héj sugara ) (a héj magassága) dx. 


[?i 
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B a héj sugara 








a héj sugara 


yeVx 
a héj 
magassága 





-vr 
19 űj az integrálás 
intervalluma 


az integrálás intervalluma 


(a) (b) 


6.21. ÁBRA: (a) A tartomány, a héj méretei és az integrálási határok (2. példa). (b) Az ábra (a) 
részében kijelölt Ax szélességű metszet egy hengerhéjat seper végig. 


2. PÉLDA: Hengerhéjak az y-tengely körüli forgatás esetén 


Az y — V/Xx görbe, az x-tengely és az x — 4 egyenes által határolt tartományt 
forgassuk meg az y-tengely körül. Számítsuk ki a forgástest térfogatát! 


Megoldás: Rajzoljuk fel a tartományt és annak egy, a forgástengellyel pár- 
huzamos szakaszát (6.21a ábra)! Jelöljük meg e szakasz magasságát (a héj ma- 
gasságát) és az x-tengelytől való távolságát (a héj sugarát)! (A 6.21b ábrán mi 
megrajzoltuk a héjat is, ez azonban nem feltétlenül szükséges.) 

A héj vastagsági változója x, így a héjformula integrációs határai a — 0 és 
b — 4 (6.20. ábra). Ekkor a térfogat: 


b 
We J 27 (a héj sugara ) (a héj magassága) dx — 


a 


4 4 


— [27 (vx) dx—2m [éh2 dat Él 


ü 0 


7 1287 
Ű s 


Eddig függőleges forgástengellyel volt csak dolgunk. Vízszintes forgásten- 
gely esetén x-et y-nal kell helyettesítenünk. 


3. PÉLDA:  Hengerhéjak az x-tengely körüli forgatás esetén 


Forgassuk meg az y — 4/x görbe, az x-tengely és az x — 4 egyenes által határolt 
tartományt az x-tengely körül! Számítsuk ki a forgástest térfogatát! 


a héj magassága 


4— yi 
a héj magassága 





az integrálás 
intervalluma 





(a) 


6.22. ÁBRA: (a) A tartomány, a héj méretei és az integrálási határok (3. példa). (b) Az ábra (a) 
részében kijelölt Ay szélességű vízszintes metszet egy hengerhéjat söpör végig. 
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Megoldás:  Rajzoljuk fel a tartományt és annak egy, a forgástengellyel párhu- 
zamos szakaszát (6.22a ábra)! Jelöljük meg e szakasz hosszát (a héj magasságát) 
és a forgástengelytől való távolságát (a héj sugarát)! (A 6.22b ábrán mi megraj- 
zoltuk a héjat is, ez azonban nem feltétlenül szükséges.) 

Ebben az esetben y lesz a héj vastagsági változója, ezért a héjképletben az 
integrálási határok a — 0 és b — 2 (a 6.22. ábrán az y-tengely mentén). A test 
térfogata: 

b 
Fe , 21 (a héj sugara ) (a héj magassága) dy — 


a 
2 


- f2704-y?) dy — 


0 
2 

— f[27(4y—y?) dy — 
Ü 


yt 
—2n 29 mű ri — Brr. ma 


A héjmódszer összefoglalása 
Tekintet nélkül a forgástengely helyzetére (az lehet akár vízszintes, akár 
függőleges) a héjmódszer lépései a következők 


1. — Rajzoljuk fel a tartományt és vegyünk fel egy, a tartomány határait 
összekötő és a forgástengellyel párhuzamos egyenes szakaszt! Írjuk fel 
e szakasznak a hosszát (a héj magasságát) és a forgástengelytől való 
távolságát (a héj sugarát) ! 


2. A vastagsági változóra nézve állapítsuk meg az integrálási hatá- 
rokat! 


3.  Integráljuk a 2x(héjsugár)(héjmagasság) szorzatot a vastagsági 
változóra (x vagy y) nézve, s ezzel megkapjuk a térfogatot! 





Ugyanarra a testre alkalmazva a héjmódszer és a gyűrűmódszer ugyanazt az 
eredményt adja. Ezt az állítást itt nem bizonyítjuk, de illusztrálni fogjuk a 33. és 
a 34. feladatban. Mindkét képlet speciális esete egy általánosabb összefüggés- 
nek, amit a kettős és hármas integráloknál, a 15. fejezetben fogunk majd látni. 
Az ott kapott általános összefüggés nemcsak a forgástestek, hanem más testek 
térfogatának kiszámítására is alkalmas. 


6.2. Feladatok 
Síkmetszetek területe 


Az 1—6. feladatokban héjmőódszerrel határozzuk meg a satírozott 
tartomány megadott tengely körüli forgatásával generált forgás- 
test térfogatát! 


1. 2. 
xy 


E y-14£ 


e Pe 
4 





5. — Az y-tengely körül: 
ú 





y-tengely körüli forgatás 


A 7-14. feladatokban héjmódszerrel határozzuk meg a satírozott 
tartomány y-tengely körüli forgatásával generált forgástest térfo- 
gatát! 


Tt ysxgye—rflaszi 8. y—-2wy-x/2x—1 
9. y—x y—-2—x, x—0x7 0 esetén 

10. v—2—£,y—£ x—-0 II. y—2x—I,y—vxx—0 
12. y—3/(24/x)y—0,x—1x—4 

(sinx)/x, OSxÉn 


13. Legyen f(x) — 
gyen f(x) jú ő 
(a) Mutassuk meg, hogy xf(x) —sinx 0 -2x£ nm! 


(b) Számítsuk ki a satírozott tartomány y-tengely körüli 
forgatásával generált test térfogatát! 


Fák ez gr 
bla x 
1, xzÜ 
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nd tt dent az ál látea zt ttal üt szk VÉ Ktk den a sztn——...........z e... A 


§; ker [ 
14. Legyen elx) mt áj VX, sdtsstáai 


(a) Mutassuk meg, hogy 
xg(x) — (tgx)2, 0 cx s 
£ /4! 

(b) Számítsuk ki a sati- 
rozott tartomány y-tengely 
körüli forgatásával generált 
test térfogatát! 





x-tengely körüli forgatás 


A 15—22. feladatokban héjmódszerrel határozzuk meg a satíro- 
zott tartomány x-tengely körüli forgatásával generált forgástest 
térfogatát! 


15. x— /y.x——yy7-2 

16. xzy,x——yy-2yz0 
17. x—2y—y" x—0 

19. y—]x]l,y— 1 

21. dy—V/x,y—0y-x—2 


18. x—2y—y,x—y 
20. yKk—x y-2xyz2 
22. y— Vx,y—0,y—2—x 


Vízszintes tengely körüli forgatás 


A 23. és a 24. feladatban használjuk a héjmódszert azon test tér- 
fogatának kiszámítására, amely a satírozott tartomány megadott 
tengely körüli forgatásával áll elő! 


23. (a) Az wox-tengely, (b) Azy- Il egyenes, 


(c) Azy— 8/5 egyenes, (d) Az y — —2/5 egyenes. 


gy 





24. (a) Az x-tengely, 
(c) Azy— 5 egyenes, 


(b) Az vy— 2 egyenes, 
(d) Azy——5/8 egyenes. 
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A gyűrűmódszer és a héjmódszer 
összehasonlítása 


Vannak olyan tartományok, amelyekből a koordinátatengely kö- 
rüli forgatással generált test térfogatmeghatározására mind a 
gyűrűmódszer, mind a héjmódszer alkalmas. Ez azonban nem 
mindig van így. Ha a tartományt az y-tengely körül forgatjuk és 
a gyűrűmódszert használjuk, akkor y szerint kell integrálnunk. 
Ez nem mindig lehetséges, sőt néha még az is akadályba ütkö- 
zik, hogy az integrandust y változójaként kifejezzük. Az ilyen 
esetekben a héjmódszer lehetővé teszi az x változó szerinti in- 
tegrálást. A 25 és a 26. feladat ilyen jellegű problémákba nyújt 
betekintést. 


25. Számítsuk ki az y — x és y — 2? által határolt tartomány 
mindkét koordinátatengely körüli megforgatásával előálló testek 
térfogatát 

(a) a héjmódszer, 

(b) a gyűrűmódszer 
alkalmazásával! 


26. Számítsuk ki a 2y — x 7-4, y — x és x — 0 egyenesek által 
határolt háromszögtartomány megadott tengely körüli megforga- 
tásával előálló test térfogatát! 


(a) Az x-tengely körül forgatunk, és használjuk a gyűrű- 
módszert! 


(b) Az vy-tengely körül forgatunk, és használjuk a héjmód- 
szert! 


(c) Az .x 4 egyenes körül forgatunk, és használjuk a héj- 
módszert! 


(d) Azy: 8 egyenes körül forgatunk, és használjuk a gyű- 
rűmódszert! 


Héjmódszer vagy gyűrűmódszer 


A 27-32. feladatokban számítsuk ki a megadott tartomány meg- 
adott tengely körüli forgatása révén keletkező forgástest térfoga- 
tát! Ha egy adott feladatban előnyösebbnek látjuk a gyűrűmód- 
szer használatát, dolgozzunk azzal! 
27. Az(1,1), (1,2), (2,2) csúcspontú háromszöget megforgat- 
juk 

(a) az x-tengely, (b) az y-tengely, 
(c) az x — 10/3 egyenes, 


körül. 


(d) azy—- Il egyenes 


28. Azy— VX, y— 2, x—0 által határolt tartományt megfor- 
gatjuk 

(a) az x-tengely, (b) az y-tengely, 
(c) az x — 4 egyenes, (d) az y — 2 egyenes 
körül. 
29. Az x—y—y? görbe és az y-tengely által határolt, az első 
síknegyedben fekvő tartományt megforgatjuk 

(a) az x-tengely, (b) azy— 1 egyenes 


körül. 


30. Azx—y—y ,x—1ésy—1 által határolt első síknegyed- 
beli tartományt megforgatjuk 
(a) az x-tengely, (b) az y-tengely, 
(c) azx— I egyenes, (d) azy— I] egyenes 
körül. 
31. Azy— VX és az y — x" /8 által határolt tartományt megfor- 
gatjuk 
(a) az x-tengely, 
körül. 


32. Azy—2x—-x? és az y — x által határolt tartományt megfor- 
gatjuk 
(a) az x-tengely, 


. 
hi 


(b) az y-tengely 


(b) az x— 1 egyenes 

körül. 

33. Az első síknegyedben fekvő tartományt felülről az y — 

— 1/x!/4 görbe, balról az x — 1/16 egyenes, alulról pedig az 

y — 1 egyenes határolja. A tartományt megforgatjuk az x-tengely 

körül. Számítsuk ki a test térfogatát 
(a) gyűrűmódszerrel, 


34. Az első síknegyedben fekvő tartományt felülről az y — 
— 1/V/2x görbe, balról az x — 1/4 egyenes, alulról pedig az y — 1 
egyenes határolja. A tartományt megforgatjuk az y-tengely körül. 
Számítsuk ki a test térfogatát 


(a) gyűrűmódszerrel, 


(b) héjmódszerrel! 


(b) héjmódszerrel! 


Korongmódszer, héjmódszer vagy 
gyűrűmódszer 

35. Az ábrán látható tartományból az x-tengely körüli forgatás- 
sal egy forgástestet hozunk létre. Melyik módszert használhatjuk 


a test térfogatának meghatározására? Hány integrálra van szük- 
ség az egyes esetekben? Válaszunkat indokoljuk! 
y 





36. Az ábrán látható tartományból az y-tengely körüli forgatás- 
sal egy forgástestet hozunk létre. Melyik módszert használhatjuk 
a test térfogatának meghatározására? Hány integrálra van szük- 
ség az egyes esetekben? Válaszunkat indokoljuk! 

y 











6.24. ÁBRA: Az x — f(t) és y — elt), 
a £t - b egyenletekkel paraméteres 
alakban megadott C görbe. A görbe AB 
darabjának hosszát egy olyan töröttvo- 
nalnak a hosszával közelítjük, amely- 
nek kezdőpontja az A — A) pont, vég- 
pontja pedig a B — F, pont. 


y 


P, — (f(t), elt) 





PFP, 1-7 (Titel Alta) 





6.25. ÁBRA: A B. 1P, Ívet az itt lát- 
ható szakasszal közelítjük, amelynek 


hossza: Lx — V(Axp)2 tt (Ayxrk). 


. 6.3. Sikgörbék hossza 93 


Síkgörbék hossza 


Tudjuk mit jelent egy egyenes szakasz hossza, de egy tetszőleges görbe hosszá- 
ról a kalkulus nélkül nem alkothatunk pontos fogalmat. Az ókori görög mate- 
matikusoktól származik az a gondolat, hogy az A ponttól a B pontig futó görbe 
hosszát úgy lehet közelíteni, hogy a görbét sok kis görbedarabra osztjuk fel, s 
az osztópontokat egyenés szakasszal összekötjük. Arkhimédész ezt a módszert 
alkalmazta akkor, amikor a kör kerületét a körbe írt n oldalú sokszögek kerületé- 
vel közelítette (6.23. ábra). Ennek a gondolatnak a körnél általánosabb görbékre 
való kiterjesztését mutatja a 6.24. ábra, s a továbbiakban ezzel fogunk foglal- 
kozni. 





nz 4 n7-8 
6.23. ÁBRA: Arkhimédész a kör kerületét a körbe írt sokszögek kerületével köze- 
lítette.  — 96 esetén a módszer 1T-re, mint az egységnyi átmérőjű kör kerületére 
a 314103 értéket adja. 


Paraméteres alakban definiált görbe hossza 


Legyen C az 


x-f(t)ésy—g(), astcb 
egyenletekkel paraméteresen megadott görbe! Az ilyen görbét legegyszerűbben 
annak a részecskének a pályájaként képzelhetjük el, amely a t — a időpontban 
az A — (fla), ela)) pontból elindul a B — (f(b),e(b)) pont felé (6.24. ábra). 
Feltesszük, hogy f és g deriváltja is folytonos az [a, b] intervallumon és egyide- 
jűleg nem nullák. Az ilyen függvényeket folytonosan differenciálható függvé- 
nyeknek nevezzük, az általuk definiált C görbét pedig sima görbének. Az AB 
pályát (vagy ívet) az A — FR), R.,P.,...,F, — B osztópontokkal n darabra oszt- 
juk fel. Ezek a pontok az [a, b] intervallum egy felosztásának felelnek meg, ahol 
a —tg Cct Cct c: cth—bés Fv —(f(tk), 2(tk)). E felosztás szomszédos pont- 
jait kössük össze egyenes szakaszokkal (6.24. ábra)! Egy ilyen egyenes szakasz 
hossza általános alakban 


L4— V (Ax)? (Ay)? — 


— v Lf(tx) — f(tx-a)]" 4 [g(tk) — (tk) VÉ 





lesz (6.25. ábra). Ha At, kicsi, akkor az Lx hosszúság közel azonos lesz a B... 1 PR, 
ívdarabnak a hosszával. A középértéktétel szerint vannak olyan t7 ést" értékek 
a [tfk—1 tr] intervallumban, amelyekre 


Axx — f(tx) — f(tk-1) — f (At, 
Ayx — g(tx) — g(tk—1) — 8 (tg) At. 
Ha feltételezzük, hogy miközben f felveszi a t — a és t — b közötti értéke- 


ket, a részecske az AB pályát pontosan egyszer járja be, azaz nem tér vissza És 
visszafele sem halad, úgy az AB görbe , hosszára" intuitív közelítést adhatunk az 
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Lx hosszúságok összegzése révén: 


V(AxJ2 -- (Ay)? — 
— FIR [e (7) ZA. 


k—i1 


PT 


! 
k 


l 


a TD1- 


Bár ez az összeg nem pontosan Riemann-összeg (mert f"-nek és g/-nek nem 
ugyanabban a pontban felvett értékei szerepelnek benne), a felsőbb analízis egy 
tétele biztosítja a határérték létezését, amint a felosztás normája nullához tart, s 
ez a határérték lesz az 


b 
JV 4 [8 (DP dt 


határozott integrál értéke. 





DEFINÍCIÓ: Paraméteresen adott görbe ívhossza 

Legyen C az x — f(t) és y — e(t), a Cct £ b egyenletekkel paraméteres 
alakban megadott görbe, f" és e" folytonosak és egyidejűleg nem nullák 
az [a, b] intervallumon, továbbá C az [a, b] intervallumon önmagába vissza 
nem térő görbe. Akkor C hossza az 


b 


L— ( VIT -g(op at 


a 


határozott integrál. 


Egy sima C görbe nem fordulhat vissza hirtelen egy pontban, így a görbe 
által reprezentált mozgás iránya sem válthat ellentettjére egy pontban hirtelen az 
[a, b] időintervallumban, mivel ott (f9/--(g)2 5 0. 

Ha x — f(t) és y — e(t), akkor a Leibniz-féle jelöléssel az ívhosszra a követ- 


kező eredményt kapjuk: 
b 2 2 
dx dy 
szt — — ] dt. 6.1 
L NN) (3) s (6.1) 
a 


Mit tegyünk, ha a C görbének, amelynek hosszát meg akarjuk határozni, 
kétféle paraméterezése is adott? Van-e jelentősége annak, hogy melyik para- 
méterezést használjuk? Erre a kérdésre a felsőbb analízis a nem választ adja, 
amennyiben a paraméterezés kielégíti az ívhossz definíciójában megadott felté- 
teleket (lásd a 29. feladatot). 


1. PÉLDA: A kör kerülete 
Határozzuk meg az 


xzrcost y—rsint, 02ftá2n 
paraméteres egyenletrendszerrel adott r sugarú kör kerületét! 


Megoldás: Amíg t 0 és 27 között változik, az x,y értékpárok egyszer futnak 
végig a köríven, így a kerület 


b 2 2 
j dx dy 
L- f E) (3) ek 
a 


Esetünkben 


ai int J t 
szt — —FHin s— . fF(Os 
dt ! dt ö 
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és Így j , 
dx dyN 272 da 
(E) (3) — r" (sin t -t- cos 1-r, 


2n 
La [/7arark]g 2 d 
0 


2. PÉLDA: A paraméteres formula alkalmazása a görbe ívhosszának ki- 
számítására 


Határozzuk meg az 


x—rcost Éj; éz rsint,0 ZS 2n 


csillaggörbe hosszát (6.26. ábra). 


Megoldás: A görbe szimmetrikus a koordináta-tengelyekre, ezért hossza az 
első síknegyedbeli darabja hosszának a négyszerese. Az adódik, hogy 


site cost, ke sin t 





9. 
(8) — 3[coszr(— sint)]? — 9costtsinft. 
ayX 2 
(5) — 3[sin/ t(cosr) I" — 9sinf t coszt. 
de - dy i — J9cosztsinét(costt -- sin r) — 
dt dt (gos ét tsin é) 
I 
6.26. ÁBRA: A 3. példában szereplő idzosörjö; 
csillaggörbe. — v9cosítsint — 
— 3]Ícostsint] — 
— 3costsint. zi es ha 
Ezért 
n/2 
Az első síknegyedbeli darab hossza — Hi 3 cost sintdt 
0 
3 g/2 
me f sin2t dt cost sint — a sin2t 
0 
3 r2 3 
sm [dosz] - 7 
A csillagalakzat hossza ennek négyszerese: 4(3/2) — 6. [d 


Az y — f(x) görbe hossza 


Ha adva van a differenciálható y — f(x), a € x £ b függvény, akkor az x-et je- 
lölhetjük ki paraméternek, azaz legyen x — t. Ekkor az f függvény grafikonja az 


x—t, y—f(lt) astcb 


egyenletekkel paraméteresen definiált C görbe, azaz az előbbiek egy speciális 


esete. Ekkor 
dx dy 


—— ész 
771 és —-fO. 


96 6.fejezet A határozott integrál alkalmazásai 


A 3.5. szakaszbeli számításaink alapján így azt kapjuk, hogy 


dy — dy/dt 


dx — dx/dt fv 





ami azt adja, hogy 
dx) Ta dy ü szaz áj Fe Zs. 
dt dt) 


dy 
-11(2) 8 


-1-4 [feb 
A (6.1)-be behelyettesítve megkapjuk az y — f(x) görbe ívhosszát. 
Az y — f(x), a £ x £ b görbe hossza 


Ha f folytonos és differenciálható a zárt [a,b] intervallumon, akkor az 
y - f(x) görbe x — a és x — b közötti szakaszának hossza: 


b FIST b 
.- [1 (5) dx— ( V1- FE az 





3. PÉLDA: Az ívhosszképlet alkalmazása függvénygrafikonokra 
Számítsuk ki az 


0£2xél 


yz 72 aja. a 
3 
görbe hosszát! 


Megoldás: Alkalmazzuk a (6.2) egyenlőséget a — 0 és b — I-re: 


2 AV2 aj 
3 
dy 4V/2 3 1/2 1/2 
Fia alá jesz éli 
dy éz 77 tell 
a) — (2V2x1/2) — 82. 


A görbe x —0 és x— I közé eső szakaszának a hossza: 


1 1 A (6.2) egyenlőséga—0ésb—-1 
[- 4 esetén. Legyen u — I 4 8x, in- 
tegrálunk, majd visszahelyettesí- 
Ü Ü tünk. 
zá 4 ani! 13 
T 1-7 8x)?/ gyi azt mm 
73 Hú TED e 


Hogyan bánjunk dy/dx szakadásaival? 


Az olyan görbepontokban, ahol dy/dx nem létezik, dx/dy még létezhet, s ilyen- 
kor a görbe hosszát úgy számíthatjuk ki, hogy x-et kifejezzük mint y függvényét, 
s a következő, a (6.2)-vel analóg képletet alkalmazzuk rá: 





6.27. ÁBRA: Az y — (x/2)/? grafikon- 
jának x — 0 és x — 1 közé eső darabja 
egyben az x — 2yV" függvény grafi- 
konja is az y — 0 és y — 1 közötti in- 
tervallumban (4. példa). 
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Az x — ely), c 2 x £ d görbe hossza 


Ha g folytonos és differenciálható a zárt [c,d]) intervallumon, akkor az 
x — g(y) görbe y — c és y — d közötti szakaszának hossza: 


(6.3) 


d ey d ü 
L- [1 (5) dy— ( V14- 900) dy 


4. PÉLDA: Olyan gráf hossza, amelynek dy/dx-ben szakadása van 
Számítsuk ki az y — (x/2)? görbe x — 0 és x — 2 közé eső darabjának hosszát! 


Megoldás: A 
dy 2 


2-29"pP- o" 


derivált nincsen értelmezve az x — 0 pontban, így a (6.2) képlet alapján nem 
számolhatjuk ki a görbe hosszát. 
Ezért az egyenlőséget át kell írnunk, x-et kell kifejeznünk y függvényeként: 


6" 


XA 
yo 2 TÓ Mindkét oldalt 3/2-ik hatványra emeljük. 
8 2y?/ a Kifejezzük x-et. 


Ebből láthatjuk, hogy az általunk keresett görbe egyben az x — 2y9/? függvény 
grafikonjának y — 0 és y — I közötti darabja is (6.27. ábra). 
A 


dx ,[2 1/2 a. 1/2 
a atai ve 


derivált folytonos a [0, 1] intervallumon. Ezért a görbe hosszának meghatározá- 
sára alkalmazhatjuk a (6.3) összefüggést: 


A (6.3) egyenlőségc—0ésd—-—1 
esetére. 


E a Legyen u — 1--9y, du/9 — dy, 

ke E - z -r9gy)/ ú integrálunk és visszahelyettesíi- 
0 tünk. 

is ke. (10V10— 1) az 227. nd 


A rövid, differenciális alak 


A (6.1) egyenlőséget deriváltak helyett gyakran differenciálokkal írjuk fel. Ezt 
formálisan úgy tehetjük meg, hogy a gyökjelen kívül álló dt-t bevisszük a gyök- 
jel alá és a következőket írjuk fel: 


(5) ta - (gar) (9 


FJ (dr)? — (2 — (dyy. 


Szokás elhagyni a zárójeleket is, azaz (dx)?-et dx" alakban, a (6.1) egyenlőséget 


pedig 
5 ERR J Vagady? 


valamint 


(6.4) 
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6.28. ÁBRA: A ds — Vdxt4dy 
egyenlőség megjegyzésére szolgáló 
diagramok. 


6.3. Feladatok — 


Paraméteres görbék hossza 


EE ERTE VELT ERTE LTE ZETT EZER — VET TVT, ETT e — 


alakban írni fel. A differenciálokra tekintsünk úgy, mint az integrál tulajdon- 
ságait összefoglaló és egyszerűsítő mennyiségekre! A felsőbb analízis pontos 
definíciót ad a differenciál fogalmára. 

Az integrálást a (6.4) képletben úgy végezhetjük el, hogy dx-et és dy-t kife- 
jezzük egy és ugyanannak a változónak a függvényeként és alkalmas integrálási 
határokat választunk. 

A (6.4) képletet könnyen megjegyezhetjük, ha 


ds— Vdé 3 dy (6.5) 


alakban írjuk fel és ds-t az ívhossz differenciáljának fogjuk fel, amelyet alkalma- 
san választott határok között integrálnunk kell ahhoz, hogy a görbe teljes hosszú- 
ságát megkapjuk. ds korrekt interpretációját mutatja a 6.28a ábra. A 6.28b ábra 
nem pontos, az csupán a 6.28a leegyszerűsített közelítése. 

Ha a (6.5) egyenlet már a fejünkben van, akkor az ívhosszra vonatkozó össze- 
függést úgy idézhetjük fel legkönnyebben, ha megjegyezzük azt, hogy 


az ívhossz — J ds. 


Ha tudjuk, hogy L — f ds és adva van az y — f(x) grafikonja, akkor (6.5)-öt át 
tudjuk írni: 


vVdx? 3 dy" — a a — v1 ra 11 (5 ) az 


ami nem más, mint a (6.2) egyenlőség. Ha viszont x — g(y) van megadva, (6.5)- 
öt átírva azt kapjuk, hogy 


7 dx? dx? dxV 
— Vdoray — a ld23 Sad — 11145 dy — 1] mé 
vVdx? 3 dy? dz ta egz 14(5) dy, 


ami nem más, mint a (6.3) egyenlőség. 


d a Re aa a aaa a aaa aa aa ezaz ee e te ete öve ááá sás e él (lej jö é eösátN ását söt vás eg dt en ásd Aaa öm —— 


11. x— (yt/4)--1/(8y2) y— 1 és y — 2 között. (Útmutatás: 
1-4 (dx/dy) teljes négyzet.) 


Az 1—6. feladatokban a görbék hosszát kell kiszámítani! 


1. x—1—t,y—2-4-3t,—2/3€t£1 

2. x—cost,y—tisint Ogtám 

3. x—fy—9 2 0zrev3 

4. x—t/2,y— (21192 /3,0€r1S4 

5. xz(i39f2f3y—tré/2,0£tS3 
6 


12. x —(y/6) 4 1/(2y) y — 2 és y — 3 között. (Útmutatás: 
13 (dx/dyy" teljes négyzet.) 


13. y—(3/4)-45— (3/9825 45, 1cxS8B 
14. y—($/3) 2 4xt1/(4x-H4) 0£x52 


15. x— [ő vsectt—1 dt, —xr/4gyén/4 


x — 8cost 4-8tsint, y — 8sint — Btcost, 0 £t - xr/2 


16. y— fd. v3rt—1 dt, 2£x£—1 


Görbe hosszának kiszámítása 
A 7-16. feladatokban határozzuk meg a görbék hosszát! Ha van "B A görbe hosszát megadó integrál 


valamilyen függvényrajzoló programunk, meg is rajzolhatjuk a : A 3 
görbéket, hogy lássuk milyen alakúak. meghatározása 
7. y— (1/3622)? azx—0 és x — 3 között. A 17-24. feladatokban tegyük a következőket: 


8. y—$tx 0 és x— 4 között. 


9. x—(y/3)-4-1/(49)y—-lésy-—3 kö 
1-- (dx/dy)" teljes négyzet.) 


10. x — (y$/2/39—yéy-1lésy-9 kö 
1 7- (dx/dy) teljes négyzet.) 


(a) Határozzuk meg az ívhosszat megadó integrált! 
zött. (Útmutatás: 


(b) Ábrázoljuk a görbét! 


zött. (Útmutatás: (c) A megfelelő számítógépes programmal határozzuk 
meg az integrál értékét, s ezzel a görbe hosszát! 


17. y—x,—1€£x€2 

18. vy—tgx,—r/3€xz0 

19. x—siny Üdgyzm 

20. x— V/1—y?,—1/2cy S 1/2 

21. y"--2y—2x-H1 (—1,1) és (7,3) között. 
22. y-—S5inx—xcosx ÖO2xém 

23. y— [ftgtdt, 0£x2x/6 

24. x— fd Vsechr—1 dt, —n/3£y£x/4 


Elmélet és alkalmazások 


25. Van-e olyan sima (folytonosan differenciálható) y — f(x) 
görbe, amelynek hossza a 0 £ x £ a intervallumon v2a minden 
a 5 0-ra? Válaszunkat indokoljuk! 
26. Az ívhosszképlet levezetése érintőszakaszok segítségé- 
vel: Tegyük fel, hogy f az [a,b] intervallumon sima görbe 
és osszuk fel az [a,b] intervallumot a szokásos módon! Min- 
den [X4. 1, xx] részintervallumhoz szerkesszünk érintőszakaszt az 
(xr—1: f(xk—1)) pontban, ahogy az az ábrán látható! 
(a) Mutassuk meg, hogy az [74.15 xx] intervallumhoz ren- 
delt k-adik érintőszakasz hossza 


V(Axx2 (f1(xx—1) Ap) 2! 
(b) Mutassuk meg, hogy 
b 
— ( /1- (9) áz, 


ahol L az y — f(x) görbe a és b közé eső szakaszának a 
hossza! 


FI a ik 
k-adik désztti 
lim ín 
ans 2 szakasz ása 





1. FG 
Sp meredekségű 


érintőszakasz 


(xp.1 fixr1)) 3 
j Ax; 
! 





Xp 1 xy 


27. (a) Adjunk meg egy olyan görbét, amely átmegy az (1,1) 
ponton, hossza pedig az [1,4] intervallum felett 


4 
l 
— t — dx! 
L JV 
l 


(b) Hány ilyen görbe van? Válaszunkat indokoljuk! 


28. (a) Adjunk meg egy olyan görbét, amely átmegy a (0,1) 
ponton, hossza pedig az [1, 2] intervallum felett 


[7 [fessen 


(b) Hány ilyen görbe van? Válaszunkat indokoljuk! 
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29. Az ívhossz független a paraméterezéstől: Annak il- 
lusztrálására, hogy a hosszúságra kapott számérték nem függ at- 
tól, hogy miként paraméterezzük a görbét (eltekintve attól a kis 
megszorítástól, hogy a görbe nem lehet önmagába visszatérő), 
számítsuk ki az y — vV1—:? félkör ívhosszát a következő két 
paraméterezés mellett: 


(a) x—cosZt,y—sin2t 0€£tex/2, 


(b) x—singzt, y— cost, —1/22£trő1/2! 


30. Határozzuk meg az x — a(8 —sin8), y— a(1— cos 8) cik- 
lois 0 Z 8 £ 27 közé eső ívdarabjának hosszát (lásd a mellékelt 
ábrát)! A ciklois olyan görbe, amelyet a kör kerületén lévő P 
pont rajzol ki akkor, amikor a kör végiggördül egy egyenesen, 
például az x-tengelyen. 

y 





Ü dara 


Számítógépes vizsgálatok 


A 31-36. feladatokban MAPLE vagy MATHEMATICA prog- 
ram segítségével az adott görbékkel hajtsuk végre a következő 
lépéseket: 


(a) Rajzoltassuk ki egyidejűleg a görbét és annak töröttvo- 
nallal való közelítését az intervallum n — 2,4,8 részre való 
felosztásával! 


(b) A töröttvonaldarabok hosszának összegzésével adjunk 
közelítést a görbe ívhosszára! 


(c) Számítsuk ki az ívhosszat a megfelelő integrálból! Ha- 
sonlítsuk össze az integrálással kapott értéket az n — 2,4,8 
felosztás mellett számolt közelítő értékkel! Hogyan viszo- 
nyul egymáshoz a tényleges és a közelítő érték, amint n ér- 
tékét növeljük? Válaszunkat indokoljuk! 

31. f(x) —V1-—3 —1czk1 

32. f(x— 32 0£xL2 

33. f(x) —sin(mx?) 0 cxeV2 

34. f(x) —axcosx, 0£xzn 

35. f()— tj — éxEI 

36. f(x) —W— xx —1£xc1 

AT. sei EM  ÜZtZ1 

38. x—28? —16t23-25tt-5,y—tttt—30€tL6 

39. x—t—cost,y—1--sint,mdítámn 


40. x—eédcostyyzcésint ÜSren 
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Tehetetlenségi nyomaték és tömegközéppont 


Számos mechanikai rendszer úgy viselkedik, mintha tömege egy tömegközép- 
pontnak nevezett pontba koncentrálódna (6.29. ábra). Fontos tudnunk, hogy hol 
van ez a pont, s a tömegközéppont helyének meghatározása alapvetően mate- 
matikai feladat. A tehetetlenségi nyomatékról szólva csak egy- és kétdimenziós 
objektumokkal foglalkozunk. Háromdimenziós objektumokra a problémát a 15. 
fejezetben tárgyalandó többes integrálokkal lehet megoldani. 





(b) 


6.29. ÁBRA: (a) A jégen csúszó csavarkulcs mozgását rendezetlennek látjuk ad- 
dig, amíg észre nem vesszük, hogy egyszerűen csak forog a tömegközéppontja 
körül, a tömegközéppontja pedig egyenes vonalban csúszik a jégen. (b) Nap- 
rendszerünk bolygói, kisbolygói és üstökösei közös tömegközéppontjuk körül 
keringenek (a közös tömegközéppont a Nap belsejében van). 


Egyenes vonal mentén elhelyezkedő tömegpontok 


Matematikai modellünket több lépésben dolgozzuk ki. Az első lépésben az mi, 
ma és m3 tömegpontokat tekintjük, amelyek a merev, és az origóban feltámasz- 
tott x-tengely mentén helyezkednek el. 


X1 0 32 83 : 
mi / ma m3 
forgáspont 
az origóban 


A rendszer vagy egyensúlyban van, vagy nincs egyensúlyban. Ez attól függ, 
hogy mekkorák a tömegek és hogyan vannak elrendezve. 

Az mx tömegpontok mindegyikére mg nagyságú, lefelé mutató erő hat, mert 
a gravitációs erő a tömeg és a gravitációs gyorsulás szorzata. Ezek az erők, akár 
a gyerekek a libikókát, az origó körül forgásra késztetik a tengelyt. Ez a forga- 
tónyomatéknak nevezett forgató hatás az m,g erő és a tömegpont origótól mért 
előjeles xx távolságának a szorzata. Az origótól balra elhelyezkedő tömegpontok 
negatív (az óramutató járásával ellentétes) forgatónyomatékot fejtenek ki, a tőle 
jobbra lévő tömegpontok pedig pozitívat (az óramutató járásával megegyezőt). 

A tömegpontokra ható forgatónyomatékok összege szabja meg a tengely kö- 
rüli forgás irányát. Ezt az összeget a rendszer forgatónyomatékának nevezzük. 





a rendszer forgatónyomatéka — mixig-t m2xag 1 m3x38 (6.6) 


A rendszer akkor és csak akkor lesz egyensúlyban, ha forgatónyomatéka nulla. 
Ha az egyenlőség jobb oldalán kiemeljük g-t, akkor a rendszer forgatónyo- 


matékára a 
8 : (mixi 4 maxa 1-m3xz ) 
a környezet tulajdonsága a rendszer tulajdonsága 


összefüggést kapjuk. Tehát a forgatónyomaték a g gravitációs gyorsulásnak és 
az (mi1xi 1 maxa 1 m3x3) mennyiségnek a szorzata, amelyek közül az első a kör- 
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nyezet sajátossága, amiben a rendszer elhelyezkedik, a második pedig a rendszer 
sajátossága, egy állandó, ami független a rendszer környezetétől. 

Az (mixi 1 maxa 1 max3) mennyiséget a rendszer origóra vonatkozó tehe- 
tetlenségi nyomatékának nevezzük. Ez az egyes tömegpontok nyomatékának 
az összege. 


Mag — a rendszer origóra vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka — Ymkxx. 


Gyakori probléma, hogy szeretnénk megtudni, hol kell alátámasztani a rendszert 
ahhoz, hogy egyensúlyban legyen. Másként fogalmazva, azt szeretnénk tudni, 
hogy melyik X pontra vonatkoztatva lesz nulla a rendszer forgatónyomatéka. 


XI Ü Ag x X3 
Fa i 7 
mi / k8 Ha ma 
speciális 
forgáspont 


Erre a speciális alátámasztási pontra az egyes tömegpontok forgatónyoma- 
téka: 


mk, x-re vonatkozó forgatónyomatéka — égető) mént letölő ta 
jú ÉKIs váli . —— Melőjeles távolsága / ! mutató erő / — 
— (xx—X)mpg. 
Az egyensúly feltétele az, hogy a forgatónyomatékok összege nulla legyen, s ez 
egy x-re megoldható egyenletet ad: 





palés — XImg — 0, a forgatónyomatékok összege nulla 
8) (xx — X)jmk — 0, összeg konstanssal való szorzásának szabálya 
MNYNNNET e £-vel elosztjuk mindkét oldalt 
D.(mxxx XITik ) sz, és beszorzunk m4r-val 
DMX ii ).Xm, — 0, 
pi MrX, -X k Mr, átrendezzük az egyenletet és kiemeljük X-et 
MrX 
Xs j stl § kifejezzük X-et 
Mk 


Az utolsó egyenlőség szerint x-et úgy számíthatjuk ki, hogy a rendszer origóra 
vonatkozó tehetetlenségi nyomatékát elosztjuk a rendszer össztömegével: 


£mxx — arendszer origóra vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka 
EMm a rendszer tömege j 


Es. 





Az X pontot a rendszer tömegközéppontjának nevezzük. 


Huzalok és vékony rudak 


A gyakorlatban gyakran kell meghatározni egy fémhuzal vagy fémpálca tömeg- 
középpontját. Az ehhez hasonló esetekben a tömegeloszlást egy folytonos függ- 
vénnyel írhatjuk le, s a tömegközéppontot meghatározó összegekből integrál 
lesz. Hogy hogyan, azt most fogjuk megtudni. 

Képzeljünk el egy hosszú és vékony pálcát, amely az x-tengelyen fekszik, s az 
x — a-tól az x — b pontig ér! Daraboljuk fel a pálcát Am tömegű kis darabkákra 
az la, b] intervallum egy felosztásával! xx, legyen a felosztás k-adik intervallumá- 
nak valamely pontja. 





A k-adik darab Ax, hosszúságú, és az origótól nagyjából x, távolságra van. 
Most vegyünk észre három dolgot! 
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sűrűség 

Á test sűrűsége az egy térfogategységre 
jutó tömeggel egyenlő. A gyakorlatban 
olyan mértékegységet rendelünk hozzá, 
amivel könnyű számolni. Huzalok, pálcák 
és keskeny szalagok esetén az egységnyi 
hosszra jutó tömeggel számolunk. Sík la- 
pokra és lemezekre célszerű a területegy- 
ségre jutó tömeggel számolni. 





6.30. ÁBRA: Egyenes, vékony, állandó 
sűrűségű rúd tömegközéppontja a fele- 
zőpontjában van. 


Először is, a pálca x tömegközéppontja majdnem ugyanaz, mint annak a 
diszkrét rendszernek a tömegközéppontja, amelyben a Am, tömeg az xx pont- 
ban van: 

. ,., a diszkrét rendszer tehetetlenségi nyomatéka 
isúli a rendszer tömege I 

Másodszor, a pálca minden darabkájának tehetetlenségi nyomatéka hozzáve- 

tőleg xzxAm,, így a rendszer tehetetlenségi nyomatéka ezek összege lesz: 


a rendszer tehetetlenségi nyomatéka s d xrAmk. 


Harmadszor, ha az xx darab ö(xr) sűrűségét a hosszúságegységre eső tö- 
megként fejezzük ki és ő folytonos függvény, akkor Am, közelítőleg egyenlő 
0 (xr)JAxx-val (egységnyi hosszra jutó tömeg szorozva a hosszúsággal): 


Ár Fszt Ö(XxJAxk. 
E három észrevétel alapján az adódik, hogy 


a rendszer tehetetlenségi nyomatéka  ExpAmr ) EXxKÖ(XrJAxk 
a rendszer tömege —EAm — PÖ(xáz e 


X Es 


(6.7) 


Az utolsó tört számlálójában szereplő összeg az xő(x) folytonos függvénynek 
az [a,b] zárt intervallumra vonatkozó Riemann-összege. A nevezőben látható 
összeg pedig a ő(x) függvénynek ugyanerre az intervallumra vonatkozó Rie- 
mann-összege. Azt várjuk a (6.7) egyenlőségben szereplő közelítéstől, hogy a 
felosztás finomodásával javulni fog, s végül a 


[/xö(x) dx 
[a ő(x) dx 


X — 


összefüggéshez vezet. Ezzel az összefüggéssel fogjuk kiszámítani X-et. 


Az x-tengelyen fekvő, őx sűrűségű vékony huzal vagy pálca tehetet- 
lenségi nyomatéka, tömege és tömegközéppontja 


Az origóra vonatkozó tehe- 


b 
tetlenségi nyomaték: Mo — J xö(x) dx, (6.8a) 


h 
atömeg át f ölx) dx, — (6.8b) 
d 


a tömegközéppont: — X. (6.8c) 





Mutassuk meg, hogy egy álladó sűrűségű vékony rúd tömegközéppontja a fele- 
zőpontjában van! 


Megoldás: A rudat az x-tengely x — a és x — b közötti darabjával modellezzük 
(6.30. ábra). Célunk megmutatni, hogy x — (a--b)/2, vagyis a tömegközéppont 
az ab szakasz felezőpontja. 

A megoldásnak az adja a kulcsát, hogy a sűrűség értéke állandó. Emiatt ve- 
hetjük a (6.8a)—(6.8c) egyenlőségben szereplő integrálokban ő(x)-et állandónak 


6.4. — Tehetetlenségi nyomaték és tömegközéppont 


(és jelölhetjük ő-val). Eredményül azt kapjuk, hogy 


x (m) 





b b b 
Mo — f őxdx—ő [1dx— ő 27] 5 (47 —a?), 


b b 
6.31. ÁBRA: A változó vastagságú M — [öz dx — s / dx — öl — ő(b—a), 
rudat változó sűrűségű rúdként is Fi vő 
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felfoghatjuk. gi. Mo ; (b? — a2) ú 
M ó(b— a) 
b 
— s ; ó-val egyszerűsíthetünk. 


2. PÉLDA: Változó sűrűségű rúd 


L] 


A 6.31. ábrán látható 10 m hosszúságú rúd balról jobbra vastagszik, így sűrűsége 
nem lesz állandó, hanem ő(x) — 1 (x/10) kg/m. Határozzuk meg a tömegkö- 


zéppontját! 


Megoldás: A rúd origóra vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka (6.8a) szerint: 


b 10 10 2 
xX 
Mg — [509 dx f (4 15) dx — J 5) dx — 
a ü Ü 
2 1" 
s b " -] 
A rúd tömege (6.8b) szerint: 


10 10 2110 
XxX 
M—- Í ölx)d zf(i — ] dx — —- sza . ; 
! (e dx 3 ( 45) F. 275], 10--5—15kg 


A rúd tömegközéppontja az 


r-Mo.250 1 50 


M 3 15 
pontban van. 


Síiktartományban szétszórt tömegpontok 


iban helyezkednek el (lásd a 6.32. ábrát). A rendszer tömege: 
(Xn Ir) M — d.mk. 





ségi nyomatéka pedig: 
6.32. ÁBRA: Minden m, tömegpont 


rendelkezik tehetetlenségi nyomaték- 
kal mind a két tengelyre nézve. az y-tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomaték: M, — Doma. 


az x-tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomaték:  M, — ) megk; 


A rendszer tömegközéppontjának x koordinátáját az 


My EMkXk 
M  Xm, 


fsz 


100 250 A tehetetlenségi nyo- 
— 503 — —-— — kg-m. maték tömeg x hosz- 
0 3 3 szúság dimenziójú. 


Legyen adva véges számú, m, tömegű tömegpont, amelyek a sík (xx, yx) pontja- 


Mindegyik m, tömegpontnak van tehetetlenségi nyomatéka, akármi is a forgás- 
tengely. Az x-tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomaték mryx, az y-tengelyre 
vonatkozó tehetetlenségi nyomaték m,xx lesz. A rendszer egészének tehetetlen- 


(6.9) 
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6.33. ÁBRA; Tömegpontok kétdimen- 
ziós elrendezése a tömegközéppontra 
nézve van egyensúlyban. 


y 
Am tömegű csik 





6.34. ÁBRA: Egy lemezt az y-tengellyel 
párhuzamos csíkokra szabdalunk fel. 
Egy ilyen csíknak az y-tengelyre vo- 
natkozó tehetetlenségi nyomatékát úgy 
számítjuk ki, mintha annak teljes tö- 
mege a (X,$) tömegközéppontjában 
koncentrálódna. 





egyenlőség szabja meg. Az egydimenziós esethez hasonlóan a rendszer egyen- 
súlyban van, ha az x — X egyenes mentén támasztjuk alá (6.33. ábra). 
A rendszer tömegközéppontjának y koordinátáját pedig az 


Max LMEDk (6.10) 


egyenletből számíthatjuk ki. Ugyancsak egyensúlyban lesz a rendszer, ha az 
y — y egyenes mentén támasztjuk alá. A tömegpontok y — y egyenesre vonat- 
kozó forgatónyomatékai kompenzálják egymást. Az egyensúly tekintetében a 
rendszer úgy viselkedik, mintha teljes tömege az (x,y) pontban koncentrálódna. 
Ezt a pontot a rendszer tömegközéppontjának nevezzük. 


Vékony síklemezek 


Az alkalmazások során gyakran kell meghatároznunk vékony síklemezek tö- 
megközéppontját: például egy alumíniumkorongét vagy egy háromszög alakú 
acéllemezét. Ilyen esetekben a tömegeloszlást folytonosnak tekintjük, s az x és y 
kiszámításra szolgáló képletek véges összegek helyett integrálokat tartalmaznak. 
Ezeket az integrálokat az alábbi módon származtatjuk. 

Helyezzük a lemezt az xy-síkba és és szeleteljük fel valamelyik koordináta- 
tengellyel párhuzamos csíkokra (a 6.34. ábrán a csíkok az y-tengellyel párhu- 
zamosak). Egy ilyen csík tömegközéppontja legyen a (£,$) pont. Vegyük úgy, 
mintha a csík Am tömege a (£,§) pontban koncentrálódna. Ekkor a csík y-ten- 
gelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka fám lesz. x-tengelyre vonatkozó te- 
hetetlenségi nyomatéka pedig fán. A (6.9) és (6.10) egyenlőségek ekkor azt 
adják, hogy 
My,  $XAm -  M, LIAm 
MM YAmt 9 mM jam 
Akárcsak az egydimenziós esetben, az összegek integrálra vezető Riemann-ösz- 
szegek, s az integrál értékéhez közelítenek, amennyiben a csíkok — amelyekre a 
lemezt feldaraboltuk — szélessége nullához tart. Ezeket az integrálokat szimbo- 


lhikusan a 
JTxdm é .. fjdm 
f dm jdn f dm 


1 rá — 





X — 
alakban is felírhatjuk. 


Az xy-sik valamely tartományát lefedő vékony lemez tehetetlenségi 
nyomatéka, tömege és tömegközéppontja 


az x-tengelyre vonatkozó te- 
hetetlenségi nyomaték: 
az y-tengelyre vonatkozó te- 


ME fan, 


hetetlenségi nyomaték: M, — ű xdm, 
atömeg:  M- J dm, 


M,. 


M 
a tömegközéppont: ——, mM 


Ezeket az integrálokat úgy számítjuk ki, hogy a lemezt a koordinátasíkban áb- 
rázoljuk és felrajzolunk egy olyan csíkot, amely valamelyik koordinátaténgellyel 
párhuzamos. Azután kifejezzük a csík dm tömegét és tömegközéppontjának x,y 
koordinátáit x vagy y függvényeként. Végül integráljuk $dm-et, Xdm-et és dm-et 
a lemez koordinátasíkban elfoglalt helyzete által megszabott határok között. 


3. PÉLDA: Állandó sűrűségű lemez 


A 6.35. ábrán látható lemez sűrűsége legyen állandó, ő — 3 g/cm?. Számítsuk ki 
a lemez 


pr x (cm) 





lemez. 







A csik tkp-ja a 
felezőpontban van 
(XX) — (xx) 


egység centiméterben 


6.36. ÁBRA: A 3. példában szereplő le- 
mezt függőleges csíkokkal modellez- 
zük. 


(1, 2) 


A csik tkp-ja a 
felezőpontban van 


t2 
x,y) ESZ.) 


x (cm) 


6.37. ÁBRA: A 3. példában szereplő le- 
mezt vízszintes csíkokkal modellezzük. 
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y-tengelyre vonatkozó M, tehetetlenségi nyomatékát, 
2. M tömegét, 
3.  tömegközéppontjának x koordinátáját! 


Megoldás: 
1. módszer: függőleges csíkok (6.36. ábra) 


1. Az M, tehetetlenségi nyomaték: 


Egy csík 
tömegközéppontja: (X,$)— (x,x), 
hossza: 2x, 


szélessége: dx, 

területe: dA  — 2xdx, 

tömege: dm ődA —3-2xdx — őxdx, 

tömegközéppontjának távolsága az y-tengelytől: X— x. 
A csík y-tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka 


Zdm — x : 6xdx — Gxédx. 


Ezért a lemez y-tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka: 
T 1 
Me f8dm- [68 dx — [28] -28-em. 
0 
2. A lemez tömege: 


kése nez T ösitse 32] —3 2 
Ü 


3. A lemez tömegközéppontjának x koordinátája: 
gi - My 2g-em 2 


M 3g . 
Hasonló számításokkal határozhatjuk meg M, és y — M,/M értékét. 





2. módszer: vízszintes csíkok (6.37, ábra) 


1. Az MM, tehetetlenségi nyomaték: egy vízszintes csík tömegközéppontjá- 
nak y koordinátája is y (lásd az ábrát), így 


ni 
A tömegközéppont x koordinátája a vízszintes egyenesből a háromszög által 
kivágott szakasz felezőpontjának koordinátája. Ez pedig y/2 és 1 számtani 
közepe (ugyanis a csík bal oldali végéhez tartozó x érték y/2, a jobb oldali 
végéhez tartozó x érték pedig 1): 


-.  h/2)k1 y 1 y-42 
mg AZ 4 
Így azt kapjuk, hogy a 
u a jet 
a hosszúság: l a zzg hi 
a szélesség: dy, 
aterület: —— dA — Ed, 
a tömeg: dm — ödA — 3. —dy 


a tömegközéppont távolsága az y-tengelytől: X- —— , 
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vy-4—- x 
4. tömegközéppont 





6.38. ÁBRA: A 4. példában szereplő le- 
mezt (a) vízszintes csíkokkal model- 
lezve kedvezőtlen alakú integrálhoz ju- 
tunk, ezért célszerűbb a függőleges csí- 
kokkal való közelítés (b). 





A csik y-tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka 


FA v. 
ő 3 7 3 gő 3 /16 
mm — ss szi —8—u-u;S e] deák sast E ÉRÉS —m— ? üz zó 


2. A lemez tömege: 





maz [dc [98 fázz 2 a] szd ei 
ga aT tl Re 
3. A lemez tömegközéppontjának x koordinátája: 
áz" ian "alat 
M,-et és V-t hasonló számításokkal határozhatjuk meg. L] 


Lemez tömegközéppontjának meghatározása 


1. Ábrázoljuk a lemezt az xy-síkban! 


2. — Rajzoljunk meg egy keskeny, valamelyik koordinátatengellyel 
párhuzamos csíkot és határozzuk meg a méreteit! 


3. — Határozzuk meg a csík dm tömegét és (£,7) tömegközéppontját! 
4.  ydm-et, Xxdm-et és dm-et integrálva meghatározzuk M,-et, M,-t és 
M-et. 


5. A tehetetlenségi nyomatékokat a tömeggel elosztva megkapjuk x- 
et és y-t. 





Ha egy vékony síklemez tömegeloszlása tengelyesen szimmetrikus, akkor tö- 
megközéppontja ezen a tengelyen van rajta. Ha két szimmetriatengelye is van, 
akkor a tömegközéppont a két tengely metszéspontja lesz. Ezek a tények meg- 
könnyítik a számításokat. 


4. PÉLDA: Állandó sűrűségű lemez 


Határozzuk meg annak a vékony lemeznek a tömegközéppontját, amelyet felül- 
ről az y — 4—x? parabola, alulról pedig az x-tengely határol (6.38. ábra). 


Megoldás: Mivel a lemez szimmetrikus az y-tengelyre nézve, sűrűsége pedig 
állandó, ezért a tömegeloszlás is az y-ra szimmetrikus és a lemez tömegközép- 
pontja rajta lesz az y-tengelyen. Így x — 0, s csupán y — M,/M-et kell meghatá- 
roznunk. 

A vízszintes csíkokra való felosztás (6.38a ábra) a kellemetlen 


4 
Mm 7 [/ddy/4—ydy 
Ü 


integrálhoz vezet. Ezért a tömegeloszlást ehelyett inkább függőleges csíkokkal 
modellezzük (6.38b ábra). 
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Egy ilyen függőleges csik 





ád út af uzi E-t arj 4—x? 
tömegközéppontja: (fg 9)—-lx, 7) : 


hosszúsága: 4. — x, 

szélessége: dx, 

területe:  dA—(4—x9)dx, 

tömege: — dm ödA — 6(4—x7)dx, 


tömegközéppontjának távolsága az x-tengelytől: hi szeszt 


A csík x-tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka: 


jidm — E. .6(4—x7)dx — 5 (4— d) td 


A lemez x-tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka: 


2 
a ie ÉS laps 2 
Mm, 7 [5dm— (54-22) dx — 
8 
ő f 256 
—- 5 f16—82--x) dx— 56. (6.12) 
02 


A lemez tömege: 
8. 
32 
M- [dm ( 5(4—2) dx— 56. (6.13) 
—2 


Ezért 
Mr (256/15)ő 8 


9-7 B2/Bjő 5 
A lemez tömegközéppontja az 


pont. [] 


5. PÉLDA: Változó sűrűségű lemez 


Keressük meg a 4. példában szereplő lemez tömegközéppontját abban az eset- 
ben, ha a lemez (x,y) pontjában a sűrűség ő — 2x"! 


Megoldás: A tömegeloszlás szimmetrikus az y-tengelyre nézve, így — 0. ő — 
— 27 -tel a (6.12) és (6.13) egyenlőségek a következő alakot öltik: 


u- [dn- [docAuth]24-e? es 


2 


2048 
— ( (162— BA 6) dx— fg (6.127) 
—2 
ed 2 


M- [dm f 5(4—2) dx— (224—22) dx — 
22 22 


2 
is f82—20) öss re. (6.137) 
-a 
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y 


A huzal egy kis 
SZEEMENSÉTC 
dm — 8 ds — őadő. 






(x, y) SE 
vádé; (a cos b, a sind) 





6.39. ÁBRA: A 6. példában szereplő, 
félkörbe hajlított drót. (a) A tömegkö- 
zéppont meghatározásához szükséges 
változók. (b) A tömegközéppont a dró- 
ton kívül helyezkedik el. 


6.4. Feladatok — 
Vékony rudak 


TÁTOTT VT EITOZESZTÉTT Ő EE ML PG TE E 


1. 


Egy 40 kg és egy 50 kg tömegű gyerek egyensúlyoz a libi- 
kókán. A 40 kg tömegű 1,5 méterre van a hinta forgáspontjától. 


Ezért 
Mk 2048 15 8 
VM 105 256 7 
A lemez tömegközéppontja most a 
8 
z9—- (08 
(x,5) ( 7) 
pont lesz. L] 
6. PÉLDA: 


Határozzuk meg annak az egyenletes sűrűségű drótdarabnak a tömegközéppont- 
ját, amely egy a sugarú félkört alkot! 


Megoldás: A huzalt az y — Vat —x? félkörrel modellezzük (6.39. ábra). A 
tömegeloszlás az y-tengelyre szimmetrikus, így x — 0. y kiszámításához képze- 
letben vágjuk fel a huzalt pici darabokra! Egy ilyen darabka (6.39a ábra) 


ds — adő, 
dm — öőds — őadő, 
tömegközéppontjának távolsága az x-tengelytől: 


hossza: 


tömege: egységnyi hossz tömege x hossz 


$Y—- asin 8. 


Innen . 
f$dm [9 asin9 : őado üli öa"(— cos 0] a 2 
[5 5ad8 őam villi 


A tömegközéppont a szimmetriatengely (0, 2a / 1) pontjában fekszik, az origótól 
hozzávetőleg (2/3)a távolságra (6.39b ábra). L] 


Súlypont 


Ha a sűrűségfüggvény állandó, akkor az Xx-t és y-t megadó képletek számlálójá- 
ból és nevezőjéből kiesik. E fejezet szinte minden példájában ez történt. Ami X-t 
és §F-t illeti, ilyenkor ő-t 1-nek tekinthetjük. Azaz ha a sűrűség állandó, akkor a 
tömegközéppont helye geometriai tulajdonság, nem függ a tárgy anyagi minősé- 
gétől. Ilyen esetekben a mérnökök a tömegközéppontot az alakzat súlypontjának 
nevezik, s úgy fogalmaznak, hogy , számítsd ki a háromszög vagy a kúp súly- 
pontját". Ilyenkor csupán annyit kell tennünk, hogy a sűrűséget 1-nek tekintjük, 
és máris alkalmazhatjuk a fenti képleteket x és y kiszámítására. 


ET ee eat se esd. ete ete dlde ee sema tö e öt GST S ni a e a a a e STO a. a. e. ő kENEEE seNÉ ő a EESÉ ZENE e lú a ma dá a a a a öösssÉkomeá a sss 


(ellés e SÉRT EÉKÉTTKKEEEÉKÜTKÉKaEÉ 


4. — Két vékony fémrúd egy-egy végét derékszögben összehe- 
gesztjük. Az egyik szár kétszer olyan hosszú, mint a másik. Ha- 
tározzuk meg a derékszög tömegközéppontját! (Útmutatás: Hol 
van az egyes szárak tömegközéppontja?) 


Milyen messze van tőle az 50 kg tömegű gyerek? 


2. 


zéppontja? 


3. Két egyenlő hosszú vékony 
fémrúd egy-egy végét egymáshoz 
hegesztjük úgy, hogy derékszöget 
alkossanak. Határozzuk meg a de- 
rékszög tömegközéppontját! (Út- 
mutatás: Hol van az egyes szárak 
tömegközéppontja?) 


Egy farönk két vége két mérlegre támaszkodik. Az egyik 
mérleg 100, a másik 200 kg-ot mutat. Hol van a rönk tömegkö- 





Az 5-12. feladatokban megadjuk az x-tengely egy-egy interval- 
lumát lefedő vékony rudak sűrűségfüggvényét. A (6.8aj—(6.8c) 
egyenlőségeket felhasználva határozzuk meg a rudak origóra vo- 
natkozó tehetetlenségi nyomatékát, tömegét és tömegközéppont- 


ját! 

5. öől(rjze4 0€£xz2 

6. ő(x)—4 1cx£3 

7. 6(xy—1dt(x/3) 0£xS3 
8. 6(x4d—2—(x/4), 0Sxc4 
9. ő(x)—1--(1/vV3), 152xS4 
10 


. ő(x)—3(032rx52), 025cxZI1 


: 2—x, 0€£xil 
11. öő[x) — i sze 
ex) G 1-xz2 
1xit1], Ü0dx-x1 
12. ö(x) — 
ex) Í égő 


Allandó sűrűségű vékony lemezek 


A 13-24. feladatokban meg kell határozni az adott tartományt 
lefedő, konstans ő sűrűségű vékony lemez tönmegközéppontját. 
13. A tartományt az y — x" parabola és az y — 4 egyenes hatá- 
rolja. 


14. A tartományt az y — 25 — 37 parabola és az x-tengely hatá- 
rolja. 


15. A tartományt az y — x— x? parabola és az y — —x egyenes 
határolja. 


16. A tartományt az y — x? — 3 és y — —2x? parabolák határol- 
ják. 


17. A tartományt az y-tengely és azx—y—y?, 0 €y c 1 görbe 
határolja. 


18. A tartományt az x" — y" — y parabola és az y — x egyenes 
határolja. 

19. A tartományt az x-tengely és azy —cosx, —n/2£x£ m/2 
görbe határolja. 


20. A tartomány az x-tengely és az y — sec" x, —r/4 £x 2 r/4 
görbe között terül el. 


21. A tartományt az y — 2x? — 4x és az y — 2x— x7 parabolák 

határolják. 

22. (a) A tartományt az x? 4y" — 9 kör metszi ki az első sík- 
negyedből. 


(b) A tartományt az x-tengely és az y — v9 — 22 félkör ha- 
tárolja. 


Hasonlítsuk össze a feladat a) illetve b) részére adott válaszun- 
kat! 


23. Aza? 4 y" — 9 kör, valamint az x — 3 és y — 3 egyenesek 
között húzódó első síknegyedbeli , háromszögtartomány". (Út- 
mutatás: A területet geometriai módszerekkel határozzuk meg!) 


24. A tartományt felülről az y — 1/x? görbe, alulról az y — 
— —1/37 görbe, balról az x — 1, jobbról pedig azx— a — 1 egye- 
nes határolja. Határozzuk meg limu. , os X-et is! 


Változó sűrűségű vékony lemezek 


25. Határozzuk meg az y — 2/x", 1 € x € 2 görbe és az x- 
tengely közé eső tartományt lefedő vékony lemez tömegközép- 
pontját, ha a lemez sűrűsége az (x,y) pontban ő(x) — a! 


26. Határozzuk meg az alulról az y — x" parabola, felülről pe- 
dig az y — x egyenes által határolt tartomány lefedő vékony le- 
mez tömegközéppontját, ha a lemez sűrűsége az (x,y) pontban 
5(x) — 12x! 


27. Azy— t4/./x görbék, valamint az x — 1 és x — 4 egyene- 
sek által határolt tartományt az y-tengely körül megforgatva egy 
forgástestet hozunk létre. 


(a) Határozzuk meg a forgástest térfogatát! 
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(b) Határozzuk meg a tartományt lefedő vékony lemez tö- 
megközéppontját, ha a lemez sűrűsége az (x,y) pontban 
ölx)—1/x. 

(c) Vázoljuk fel a lemezt, és mutassuk meg a rajzon, hol a 
tömegközéppont! 


28. Az ya 2/x görbe, valamint az x-tengely x— 1 és x— 4 
pontja által közrefogott tartományt az x-tengely körül megfor- 
gatva egy forgástestet hozunk létre. 

(a) Határozzuk meg a forgástest térfogatát! 


(b) Határozzuk meg a tartományt lefedő vékony lemez tö- 
megközéppontját, ha a lemez sűrűsége az (x,y) pontban 
ö(x) — 4x! 

(c) Ábrázoljuk a tartományt és vegyük fel a rajzon a tö- 
megközéppontot is! 


Háromszögek súlypontja 


29. A háromszög súlypontja a háromszög oldalfelező egye- 
neseinek metszéspontjában fekszik. (ó.40a ábra) Idézzük em- 
lékezetünkbe, hogy a háromszög oldalfelező pontjait a szemközti 
csúccsal összekötő szakaszok egy olyan pontban metszik egy- 
mást, amely 1:2 arányban osztja ezeket a szakaszokat és az olda- 
legyenesekhez van közelebb! Mutassuk meg, hogy a súlypont az 
oldalfelező egyenesek metszéspontjában helyezkedik el, mégpe- 
dig úgy, hogy belátjuk: az oldalfelező egyenesek metszéspontja 
és a súlypont az oldalfelező pont és a szemközti csúcs távolsá- 
gának egyharmadánál fekszik! Ehhez végezzük el a következő 
lépéseket: 





(a) 


6.40, ÁBRA: A 29. feladatban szereplő háromszög. (a) A súly- 
pont. (b) A tömegközéppont meghatározásához szükséges mére- 
tek és változók. 


i. . A háromszög egyik oldalát helyezzük az x-tengelyre, 
mint azt a 6.40b ábrán is tettük)! Fejezzük ki dm-et L-lel és 
dyv-nal! 
ii. Hasonló háromszögekkel mutassuk meg, hogy L — 
— (b/h)(h—y)! L-nek ezt a kifejezését helyettesítsük be a 
dm-re kapott összefüggésbe! 
iii. . Mutassuk meg, hogy y — h/3! 
iv. . Ezt a levezetést végezzük el a másik két oldalra is! 
A 29. feladat eredményére támaszkodva határozzuk meg a 30- 
34. feladatokban csúcspontjaikkal megadott háromszögek tö- 
megközéppontját! 
30. (—1,0), (1,0), (0,3) 
32. (0,0), (a,0), (0, a) 
34. (0,0), (a,0), (a/2,b) 


31. (0,0), (1,0), (0,1) 
33.  (0,0), (a,0), (0,b) 
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Vékony huzalok 


35. Konstans sűrűség: Határozzuk meg annak az álladó sű- 
rűségű huzaldarabnak az x-tengelyre vonatkozó forgatónyoma- 
tékát, amely az y — v/x görbe x — 0 és x — 2 közötti szakaszát 
fedi le. 


36. Konstans sűrűség: Határozzuk meg annak az álladó sű- 
rűségű huzaldarabnak az x-tengelyre vonatkozó forgatónyoma- 
tékát, amely az y — 3? görbe x — 0 és x — 1 közötti szakaszát 
fedi le. 

37. Változó sűrűség: Legyen a 6. példában szereplő huzal 
sűrűsége ő — 1 1-ksinő (k állandó). Határozzuk meg a tömeg- 
középpontot! 

38. Változó sűrűség: Legyen a 6. példában szereplő huzal 


sűrűsége ő — 13-k]cos 8] (k állandó). Határozzuk meg a tömeg- 
középpontot! 


Műszaki képletek 


Bizonyítsuk be a 39—42. feladatok állításait és formuláit! 
39. Egy differenciálható síkgörbe súlypontjának koordinátái 


Ífxds Íyds 
hosszúság. 


Xs rre y VE 
hosszúság új 





40. Bármilyen legyen is p 5 0 értéke az y — x-/(4p) egyenlet- 
ben, az itt látható parabolaszelet tömegközéppontjának y koordi- 
nátája mindig y — (3/5)a. 





41. Az olyan, körív alakú huzalok esetén, amelyeknek állandó 
a sűrűségük, és amelyek origóközéppontú kör alakjára vannak 
formálva, valamint az y-tengelyre nézve szimmetrikusan helyez- 
kednek el, a tömegközéppont y-koordinátája: 








42. (A 41. feladat folytatása.) 


(a) Az alábbi két lépésben mutassuk meg, hogy ha a kicsi, 
akkor a tömegközéppont és az AB ív d távolsága hozzáve- 
tőleg 2h/3 lesz. 

i. Mutassuk meg, hogy 


d simd4—acosa (6.14) 
h 0 — 04 €0S5 Ül 


III ii. Ábrázoljuk az 


sin ü/ — 04 cos a 
ül — (4 €05 WX 


fg) — 


függvényt, s a rajz segítségével mutassuk meg, hogy 
hmgy gt fla) sa 2/3! 


(b) A hiba (d és 2h/3 eltérése) még 45"7-nál nagyobb szö- 
gek esetén is kicsi. Ezt az állítást ellenőrizzük úgy, hogy 
a (6.14) egyenlőségbe behelyettesítjük az a — 0,2; 04; 0,6; 
0,8 és 1,0 értékeket (a szöget itt radiánban mérjük)! 








6.41. ÁBRA: Az a sugarú, origó közép- 
pontú y — va? — x? félkör forgatásával 


4rra! felszínű forgásfelületet kapunk. 








NEM MÉRETARÁNYOS 


. 6.5. Forgásfelületek és Papposztételei 111 


Forgásfelületek és Papposz tételei 


Amikor ugrókötelezünk, az ugrókötél úgynevezett forgásfelületet ír le a térben. 
Ennek a forgásfelületnek a felszíne függ az ugrókötél hosszától és attól is, hogy 
egyes darabjai milyen messze vannak a forgástengelytől. Ebben a szakaszban 
forgásfelületek felszínét fogjuk értelmezni. Ennél bonyolultabb felületekről a 
16. fejezetben lesz szó. 


A felszín definíciója 


Azt szeretnénk, ha a forgástestek felszínére adott definíciónk konzisztens lenne 
az elemi geometria felszínszámítási eredményeivel, azaz a gömb, a körhenger és 
körkúp felszínére a már ismert értékeket adná. Vagyis ha a bevezetőben említett 
ugrókötél félkör alakú, sugara a és a forgástengely az x-tengely (6.41. ábra), 
akkor az ily módon generált gömb felszíne 41ra? kell legyen. 

Mielőtt rátérnénk az általános görbékre, előbb vízszintes és ferde szakaszok 
x-tengely körüli forgatásával foglalkozunk. Ha a Ax hosszúságú AB vízszintes 
szakaszt megforgatjuk az x-tengely körül (6.42a ábra), egy 27ryAx felszínű hen- 
gerfelületet kapunk. Ez a felszín megegyezik egy Ax és 21ry oldalélű téglalap 
területével (6.42b ábra). 27y annak az y sugarú körnek a kerülete, amely AB 
valamely (x,y) pontjának x-tengely körüli forgatásával áll elő. 

Az AB szakasz hossza legyen most As, és álljon ferdén, ne vízszintesen. Ámi- 
kor ezt a szakaszt forgatjuk meg az x-tengely körül, egy csonkakúp jön létre 
(6.43a ábra). A klasszikus geometriából tudjuk, hogy ennek a csonkakúppalást- 
nak a felszíne 2xry"As, ahol y" — (yi -Hy2)/2 az AB szakasz felezőpontjának 
x-tengelytől való távolsága. Ennek a csonkakúppalástnak a felszíne megegyezik 
a As és 2my" oldalélű téglalap területével (6.43b ábra). 

Ezeknek a geometriai elveknek a szem előtt tartásával fogjuk értelmezni ál- 
talánosabb görbék x-tengely körüli forgatásával előálló felületek felszínét 15. Te- 
gyük fel, hogy annak a felületnek a felszínét akarjuk meghatározni, amelyet az 
y -— f(x), a£ x £ b nemnegatív és folytonos függvény grafikonja söpör végig, 
ha az x-tengely körül megforgatjuk. Osszuk fel az [a, b] intervallumot a szoká- 
sos módon, és az osztópontokkal a grafikont 15 osszuk fel piciny ívdarabokra. 
A 6.44. ábra egy ilyen ívdarabot mutat és azt a sávot, amelyet mint f grafikon- 
jának része a forgatás során VÉGIgSÖDpÖT. 

Amint a PO ívet megforgatjuk az x-tengely körül, a P és 0 pontokat összekötő 
egyenes szakasz egy olyan csonkakúpon sörpör végig, amelynek tengelye az 
x-tengely (6.45. ábra). E csonkakúppalást felszínével közelítjük a PO ív által 
végigsöpört szalagnak a felszínét. A 6.45. ábrán látható csonkakúppalást felszíne 
2xy"L. ahol y" P illetve 0 x-tengelytől való távolságának az átlaga, L pedig a 





(b) 
NEM MÉRETARÁNYOS 
6.42. ÁBRA: (a) A Ax hosszúságú vízszintes AB (b) 
szakasz x-tengely körüli forgatásával generált 6.43. ÁBRA: (a) A As hosszúságú ferde AB szakasz x-tengely kö- 
hengerfelület. (b) A hengerfelület szétvágásával rüli forgatásával generált kúppalást felszíne 27ry" As. (b) A kúp- 


és kiterítésével kapott téglalap. 


palást felszínével azonos területű téglalap, ahol y" — (yi 1-y2)/2. 
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6.44. ÁBRA: Azy— f(x) azxzb 
nemnegatív és folytonos függvény gra- 
fikonjának x-tengely körüli megforga- 
tásával képezett forgásfelület. A felszín 
olyan szalagok felszínének az egyesí- 
tésével jön létre, amilyenen a PO Ív 
VÉGIgSÖDÖT. 





6.45. ÁBRA: A P és a 0 pontot össze- 
kötő egyenes szakasz egy kúppaláston 
söpör végig. 

A szakasz hossza: 


p L- VIAxyY - (Ay? 
y 7 fix) 







Tr 
Ay, 


nrzfer-yt 


Xr-1 Xp 
1—— ágy — 


6.46. ÁBRA: A PO szakaszhoz illetve 
ívhez tartozó méretek. 





(Cr. (Cr) 


szelövel 
huzamos érintő 


6.47. ÁBRA: Ha f sima, akkor a kö- 
zépértéktétel biztosítja egy olyan cr 
pont létezését, amelyben a görbéhez 
vont érintő párhuzamos lesz a PO 
szakasszal. 


6. fejezet A határozott integrál alkalmazásai 


PO szakasz hossza. Mivel f 2 0, a 6.46. ábráról látható, hogy y? — (f(xr—1) — 


— f(xx))/2 és L — (An őr (Ax. Ezért 
a kúppalást felszíne — 217 save - 4/ (Ax) 27 (Ayp)? — 
- (f(x) — f(x) V(Axx)2 7 (Ayp) 2. 


Mivel az eredeti forgásfelület felszíne a PO-hoz hasonló ívek által végigsö- 
pört szalagok felszínének az összege, s ezeket mind csonkakúppalásttal közelít- 
jük, ezért a felszín: 


Fr fire — ft al fázz ráz. (6.15) 
k-i1 


Az várjuk, hogy a közelítés javulni fog, amint [a, b] felosztását finomítjuk. Sőt, 
ha f differenciálható függvény, akkor a középértéktétel szerint a P és 0 közötti 
görbedarabon létezik olyan (cx, f(cxr)) pont, amelyben a görbéhez húzott érintő 
párhuzamos a PO szakasszal (6.47. ábra). Erre a pontra 


figzz 
Ayk — f (cx) Ax 


A Ayx-ra kapott kifejezést behelyettesítve a (6.15) egyenlőség a 


b z( f(x) tf) (Ax)? tk (Fr (ex)Axp)? 
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— ) zx(f(xx-1) tt f(xx)) 


k—-1 


1--(f"(cx))PAxk (6.16) 


alakot ölti. Ezek az összegek nem Kiemann-összegek, mert xr-1, Xx ÉS Cx nem 
ugyanazok a pontok. A felsőbb analízis egy tétele mégis biztosítja, hogy ameny- 
nyiben f" folytonos és [a, b] felosztásának normája nullához tart, a (6.16) kifeje- 


zés az 
f earn re9y 


integrálhoz konvergál. Ezért az f grafikonja a és b közötti szakasza által végig- 
söpört felület felszínét ezzel az integrállal definiáljuk. 


(f(x)? dx 


DEFINÍCIÓ: Az ox-tengely körüli forgatással előálló forgásfelület 
felszíne 

Ha az f(x) 2 0 függvény folytonosan differenciálható az [a, b] intervallu- 
mon, akkor az y — f(x) görbe x-tengely körüli forgatásával előálló felület 
felszíne: 


S — fm (8 DJ a fanrogyia (fr(x))zdx. (6.17) 





A (6.17) képletben ugyanaz a négyzetgyökös kifejezés szerepel, mint a 6.3. 
szakasz (6.2) ívhosszképletében. 


1. PÉLDA: A felszínképlet alkalmazása 


Számítsuk ki az y —2./x görbe 1 £ x £ 2 szakaszának x-tengely körüli megfor- 
gatásával generált felület felszínét (6.48. ábra). 
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Megoldás: Használjuk az 


b d 7 
— [2ny113( 2 
§ fo) dx 
a 











összefüggést az 
dx 1 
él 1 b 2 y 24/x, dy vVx 
értékekkel! 
TET eg e e 
6.48. ÁBRA: Az 1. példában ennek a fe- dx) VT Es 
lületnek a felszínét számítjuk ki. T ti Si 
E x Vix 


Ezekkel a helyettesítésekkel 





2 MESE 2 
s- [27.277 dx 4 [VET dx 
1 j 


— 47. : [ero] - ls (3V3-2/2). On 


y-tengely körüli forgatás 


Az y-tengely körüli forgatás esetén a (6.17) kifejezésben egyszerűen fel kell cse- 
rélnünk x-et és y-t. 


DEFINÍCIÓ: Az y-tengely körüli forgatással előálló forgásfelület 
felszíne 

Ha a e(x) 2 0 függvény folytonosan differenciálható az [c,d] intervallu- 
mon, akkor az x — gly) görbe y-tengely körüli forgatásával előálló felület 
felszíne: 


s— fonal (2) a - fer rte0)ji dy. — (6.18) 





2. PÉLDA: A felszín kiszámítása y-tengely körüli forgatás esetén 


4Azx—1—yvy,0€x6é 1 szakaszt forgassuk meg az y-tengely körül! Az eredmény 
a 6.49. ábrán látható kúpfelület. Számítsuk ki a felszínét (a felszínhez nem tar- 
tozik hozzá az alapkör területe)! 


Megoldás: Itt most az elemi geometriából ismert kúpfelszín-képletet is alkal- 
mazhatjuk: 


az alapkör kerülete 





a kúppalást felszíne — 2 x alkotó — mrv2. 
Lássuk, hogy a (6.18) képlet ugyanezt az eredményt adja-e. Most 
dx 
6.49. ÁBRA: Az AB szakasz y-tengely él ne ai me dy 7 


körüli forgatása egy kúpfelületet ered- 
ményez, amelynek felszínét két módon jú És 


2 
is kiszámoljuk (2. példa). A) — 4/1-3-(—1) — vV2. 
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kör y 







xs cost 
y— 14 sint 


ÜsSjs2r 


az; Tal 
F ztir 


6.50. ÁBRA: A 3. példában e görbe által 
végigsöpört forgásfelület felszínét szá- 
míitjuk ki. 


Így 
d F I 
dx ; 
s7 [27] lb (5) dy foz — y)vV2dy — 
c ? Ü 
271 1 
-2 - -2mv3(1- 5) e. 
0 
-ny2 
A két eredmény valóban megegyezik. Ld 


Paraméteres görbék 


Tekintet nélkül arra, hogy a forgástengely az x- vagy az y-tengely, a (6.17) és 
a (6.18) képletben szereplő gyökös kifejezés ugyanaz, mint amelyik a 6.3. sza- 
kaszban, az ívhossz kiszámításánál bukkant fel először. Ha a görbe az x— f(t) és 
y - elt), a 2t £ b paraméteres egyenletrendszerrel van megadva, ahol f és g az 
[a,b] intervallumon folytonosan differenciálható függvények, akkor az ívhossz 
kiszámítására alkalmas megfelelő gyökös kifejezés 


[fDP--g(DP? Jt 631 


alakú. Ez a megfigyelés a paraméteres, sima görbék megforgatásával előálló for- 
gásfelületek felszínére a következő összefüggésekhez vezet: 


Felszínképlet paraméteres görbével képezett forgásfelületre 


Ha x — f(t) és y — elt), a St £ b sima görbe, melyet pontosan egyszer 
járunk végig midőn t befutja az [a, b] intervallumot, akkor e görbe valame- 
lyik koordináta-tengely körüli megforgatásával generált felület felszíne a 
következő lesz. 

1. x-tengely körüli forgatás (y 2 0): 





Akár az ívhossznál, a felszínszámításnál is tetszőleges olyan paraméterezés 
használható, amely eleget tesz a fenti feltételeknek. 


3. PÉLDA: A felszínképletek alkalmazása 

Az xy-sík (0, 1) középpontú, 1 sugarú körének standard paraméterezése 
xzcost, y—li-sint, OZta22n. 

E paraméterezés alkalmazásával számítsuk ki annak a forgásfelületnek a felszí- 


nét, amely akkor áll elő, ha ezt a kört az x-tengely körül megforgatjuk (6.50. 
ábra). 


6.5.  Forgásfelületek és Papposztételei 115 


Megoldás:  Behelyettesítünk a felszínképletbe: 


It 
szi J 27(1-tsint) 4/(—sinr)2-k (cost)2 dt — 
0 száj 
l 


2 
— 2 fa -sint) dt — 2zlt — cost] 5" — 417. NO 
0 


A differenciális alak 


f dyV T dxW 
új ér call: 78 141. 
57 [27 14(§) dx És 1 f 28 45) dy 
a c 


képleteket szokás a ds — v/dx" 3- dy" ívelem differenciáljaként is felírni: 


AZ 


b d 
s7 [dzyás ÉS Sz fdmxds. 
a c 


Az első képletben y a ds ívelem távolsága az x-tengelytől, a másodikban x a ds 
ívelem távolsága az y-tengelytől. Mindkét integrál azonos alakú: 





forgástengely 





6.51. ÁBRA: Az AB Ív tengely körüli forgatásával kelet- 
kező forgásfelület felszíne [. 2xp ds. Az egzakt kifeje- 
zés p-tól és ds-től függ. 


Néhány speciális esetben a p függvényt és a ds differenciális ívhosszat ki- 
fejezhetjük egy közönséges változó függvényeként és az integrálási határokat 
megállapíthatjuk erre a változóra is. 


4. PÉLDA: A differenciális alak alkalmazása a felszín meghatározására 


Számítsuk ki az y — 3, 0 £ x £ 1/2 görbe x-tengely körüli megforgatásával 
keletkező forgásfelület felszínét (6.52. ábra)! 
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6.52. ÁBRA: A2y—X, 0 £x c 1/2 
görbe x-tengely körüli megforgatásával 
keletkező forgásfelület alakja egy pezs- 
gőspoháréra hasonlít (4. példa). 





6.53. ÁBRA: Miért nem hengeres sávo- 
kat (a) használunk kúpos sávok (b) he- 
lyett a felszín közelítésére? 


Megoldás: 


6. fejezet A határozott integrál alkalmazásai 


Induljunk ki a rövid, differenciális alakból: 


57 f[2zpds- 


Az x-tengely körüli forgatás esetén a 5u- 


— [2 ds — gárfüggvény a 0 € x - 1/2 intervallu- 
monp-y5 0. 


Hi J in /dézat ár 
Most el kell döntenünk, hogy dy-t fejezzük ki dx-szel vagy fordítva. A görbe 
eredetileg az y — x? alakban volt megadva, ezért egyszerűbb dy-t fejezni ki dx- 
szel. Számításainkat tehát így folytatjuk: 


yzsx, dy —3$dx 


vderdyi cd t(36dx)"-vV1It9édk. 


Ezekkel a helyettesítésekkel már x lesz az integrál változója és 


x-1/2 

§ a d 2nyv dx? 3-dy? — 
x-z 
1/2 


— [228 V1494 dx 
Ü 


— 27 (35) G) [ ré] gi 
ts 57 (1) s 


. 7 (GY 1-z(25 j).§z e 
— 27IKi6 "274 64 7 1728 


Végezzük el az u — 1-4 9aé, 
du/36 — xdx helyettesítése- 
ket, integráljunk, majd helyet- 
tesítsünk vissza! 


Hengeres kontra kúpos sávok 


A kúpos sávok helyett miért nem hengeres sávokkal közelítjük a forgásfelülete- 
ket úgy, ahogy az a 6.53. ábrán látszik? A Riemann-összegek épp oly pontosan 
konvergálnak ilyenkor is, mint a kúpos sávok esetében, s az eredményül kapott 
integrál egyszerűbb lesz. Ebben az esetben az x-tengely körüli forgatásra a (6.21) 
képletben p — y, a sáv szélessége pedig ds — dx. Ez az 


b 
fs J 2mf(x) dx (6.22) 


integrálalakhoz vezet és nem a (6.17) alakhoz. A probléma a (6.22) a képlettel 
az, hogy nem adja vissza a klasszikus geometriából ismert eredményeket, pedig 
a konzisztenciát elsődleges célként jelöltük meg. Csak azért, mert a Riemann- 
összegekből egy tetszetős képletet vezetünk le, nem biztos, hogy azt kapjuk, 
amit szeretnénk." 


SSzerk. megj.: Sajnos, arra, hogy egy gondolatmenet miért hibás, nem magyarázat az, hogy más 
jön ki, mint eddig máskor. A probléma magyarázatának alapja ugyanaz, mint annak, hogy amíg az f 
függvény görbéje és az x tengely közötti területet a közelítő téglalapok területösszege egyre jobban 
közelíti, ha a felosztás normája 0-hoz tart, addig a téglalapok felső élei hosszának összege egyáltalán 
nem közelíti a függvénygörbe ívhosszát az [a, b] intervallumon, hiszen az élhosszak összege mindig 
b — a a függvénytől függetlenül. Ha viszont , trapézok" felső élhosszait adjuk össze, az már közelíteni 
fogja az ívhosszat. 





6.54. ÁBRA: Az R tartomány x-tengely 
körüli (egyszeri) forgatása testet gene- 
rál. Egy 1700 éves tétel kimondja, hogy 
a test térfogatát úgy számíthatjuk ki, 
hogy a tartomány területet megszoroz- 
zuk a tartomány súlypontja által bejárt 
úttal. 


A forgástengely és a 
N súlypont távolsága 





2 


Terület: mra 
Kerület: 21ra 


6.55. ÁBRA: Papposz első tétele alapján 
a tórusz térfogatát integrálás nélkül is 
kiszámíthatjuk (5. példa). 
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FIGYELMEZTETÉS: A (6.22) képletet ne használjuk felszínszámításra! Az 
nem ad helyes eredményt! 


Papposz tételei 


Egy alexandriai görög matematikus, nevezetesen Papposz a 3. században fel- 
fedezett két összefüggést a forgásfelületek és forgástestek súlypontjának kiszá- 
mitására. Ezek a képletek az egyébként hosszadalmas számítások helyett gyors 
számszerű éredményt adnak. 


1. TÉTEL:  Papposz térfogattétele 


Ha egy síktartományt megforgatunk egy olyan síkbeli egyenes körül, 
amely ném metszi át a tartomány belsejét, akkor az így generált test térfo- 
gata a tartomány területének és annak a távolságnak a szorzata, amelyet a 


tartomány súlypontja tesz meg egyszeri körbefordulás alatt. Ha p a súly- 
pont távolsága a forgástengelytől, akkor 


V —2xpA. (6.23) 


Bizonyítás: A forgástengely legyen az x-tengely, az R tartomány pedig he- 
lyezkedjen el az első síknegyedben (6.54. ábra). Jelöljük L(y)-nal a tartomány 
y-tengelyre merőleges szakaszainak hosszát! Feltesszük, hogy L(y) folytonos. 

A tartomány x-tengely körüli forgatásával generált test térfogata a hengerhéj- 
módszerrel: 


d d 
V j 2rc(a héj sugara) x (a héj magassága) dy —2m 1 yL(y)dy. (6.24) 
ű c 


R súlypontjának x-koordinátája 


Jésda  féyL0) dy 


; 7—y, dA — Líyjd 
A A $7-y (y)dy 


Xs 


így 
d 
j/ yL(y) dy — Ay. B 


Fe 


5. PÉLDA: Atórusz térfogata 


Ha égy a sugarú körlapot a középpontjától b 2 a távolságra lévő tengely körül 
megforgatunk, tóruszt kapunk (6.55. ábra). E tórusz térfogata 


V —27(b)(xa?) — 27bat. 


6. PÉLDA:  Félkörlap súlypontjának meghatározása 


Megoldás: A félkörlapot úgy vesszük fel, hogy az y — va? — x2 félkörív és az 
x-tengely legyenek a határai (6.56. ábra) és képzeljük el, hogy ezt a félkörlapot 
az x-tengely körül megforgatva egy gömböt hozunk létre. Szimmetriaokokból 
a súlypont x-koordinátája x — 0. A (6.23) képletből y — p helyettesítéssel azt 
kapjuk, hogy 

V (4/3) ma" 4 


27A 2zü/daé 37 a 


E. 
szd 


szi 
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2. TÉTEL:  Papposz tétele forgásfelületekre 


Ha egy sima síkgörbe egy ívdarabját egyszer körbeforgatjuk a sík egy 
olyan egyenese körül, amely nem metszi a görbe belsejét, akkor az így 
generált forgásfelület felszíne egyenlő a görbe hosszának és annak a tá- 





si 7 ex volságnak a szorzatával, amelyet a görbe súlypontja a körülforgás során 
megtesz. Ha p a súlypont távolsága a forgástengelytől, akkor 
6.56. ÁBRA: Papposz első tétele alapján 
a félkörlap súlypontját integrálás nélkül 
is meg tudjuk határozni (6. példa). 


S—2xpLl. (6.25) 





FA A bizonyítás során feltesszük, hogy a forgástengely az x-tengely, a görbe pe- 


dig felírható x folytonosan differenciálható függvényeként. 





Bizonyítás: A forgástengely legyen az x-tengely, a görbedarab két végpontja 
x — a és x — b, és helyezkedjen el az első síknegyedben (6.57. ábra). A görbeív 
által generált forgásfelület felszíne 


Ér eü jük tat nb tm mál Es. EE En. E —— 


x—b xzb 
§— / 2gyds—2n F vé (6.26) 
vá Xz-a x—a 
A görbeív súlypontjának y-koordinátáj 
6.57. ÁBRA: Papposz területtételének lását lás 2 ájááátstlsá öltések a 
bizonyítására szolgáló ábra. a-b - rxzb 
y. sea ds - Jay ds Vós L — f ds az ívhossz, f — y. 
fed L 
Ezért 
xzb 
J ydscyL. 
Az utóbbi egyenlőségből yL-et a (6.26)-be behelyettesítve adódik, hogy § — 
- 2xyL. p egyenlő y-nal, ezért 5 — 27pL. ie 


7. PÉLDA: A ctórusz felszíne 
Az 5. példában szereplő tórusz felszíne 


S —2m(b)(2ma) — 417 ba. 


6.5. Feladatok 


LES eS e S ee e tt estkeketke ell ee SEEN ÖSZES. —e..———————— e.—————————. E———————.—.———..————].——— zt ÜL TTTTMNuÜENNNREETTE 


Integrálképletek a 7. x— főtgtdt, Ogy r/3; y-tengely 
felszín-meghatározáshoz 8. y— [fvV2-1dt, 1£xCV5; x-tengely 


Az 1-8. feladatokban: 


(a) Állítsunk fel integrálképletet a megadott görbe meg- Felszínszámítás 
adott tengely körüli forgatásával generált felület felszínére! 

Ni (b) Ábrázoljuk a görbét! Ha tudjuk, ábrázoljuk a felületet — 9- Számítsuk ki az y— x/2, 0 £ x S 4 egyenes szakasz x- 
ig! tengely körüli forgatásával generált kúppalást felszínét! Megol- 


3 dásunkat ellenőrizzük 
(0 Számítógépünk integrálok kiszámítására alkalmas 


: SZÁE Fő l 
programjával határozzuk meg a felszín számszerű értékét! a kúppalást felszíne — a XAz alapkör kerülete x alkotó 


y-tgx, OSxST/4; x-tengely gegrmetdai önszefüggéseli 

y-x, OSxS2 x-tengely 10. Számítsuk ki az y — x/2, 0 £ x £ 4 egyenes szakasz y- 

xyz], 1£y€2; y-tengely tengely körüli forgatásával generált kúppalást felszínét! Megol- 
dásunkat ellenőrizzük 


x-siny, ÜZyámn y-tengely 1 
x1/2gyl/2 3 (4.1) és (1,4) közé eső szakasza; x-tengely a kűppalást felszíne — z XAz alapkör kerülete x alkotó 


allt Et zt allt SS 


yt2/y-x, ISgysz2 y-tengely geometriai összefüggéssel! 


11. Számítsuk ki az y — (x/2) -(1/2). 1£x £ 3 egyenes sza- 
kasz x-tengely körüli forgatásával generált csonkakúppalást fel- 
színét! Megoldásunkat ellenőrizzük 


a csonkakúppalást felszíne — 1r(ri tra) x alkotó 


geometriai összefüggéssel! 


12. Számítsuk ki az y — (x/2)4-(1/2), 1 £x £ 3 egyenes sza- 
kasz y-tengely körüli forgatásával generált csonkakúppalást fel- 
színét! Megoldásunkat ellenőrizzük 


a csonkakúppalást felszíne — (ri 4- ra) x alkotó 
geometriai összefüggéssel! 


A 13-22. feladatokban számítsuk ki az adott görbe adott tengely 
körüli forgatásával előállított forgásfelület felszínét! Ha van raj- 
zolóprogramunk, ábrázolhatjuk is ezeket a görbéket! 


13. y—-/9, 0€cxz2; x-tengely 

14. y—vx, 3/42xc15/4; x-tengely 

15. y— V2x—a, 05zxze1,5; x-tengely 
16. y— Vx-t1l, 1€£x€5; x-tengely 

I7. x—y/3, Ogyzl; y-tengely 

18. x— (1/3)y/2-yi?, 1gyc3; y-tengely 
19. x—2/4-—-y, 0€£yc15/4; y-tengely 


65) 








21. x—(yt/4)4-1/(8y"), 1€yc2 x-tengely (Útmuta- 
tás: fejezzük ki ds — vV/dx? 4 dy?-et dy-nal, és alkalmasan vá- 
lasztott integrálási határokkal számítsuk ki az § — f 21ry ds in- 
tegrál értékét!) 


22. y— (1/3242? 0cxz V2 x-tengely (Útmu- 
tatás: fejezzük ki ds — y/dxt 3-dy?-et dx-szel, és alkalmasan 
választott integrálási határokkal számítsuk ki az §— f27x ds 
integrál értékét!) 


23. Az új definíció ellenőrzése: Mutassuk meg, hogy az a 
sugarú gömb felszíne 4rraf! A (6.17) képletet alkalmazzuk az 
y- Va? —x?, —a £ x £ a görbe x-tengely körüli forgatásával 
előállított felület felszínének meghatározására! 
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24. Az új definíció ellenőrzése: A h magasságú, r sugarú 
kúp palástjának felszíne mrvr? 3-h?, azaz az alapkör kerületé- 
nek fele szorozva az alkotóval. Bizonyítsuk be ezt az összefüg- 
gést úgy, hogy kiszámítjuk az y — (r/h)x, 0 £x £ h szakasz x- 
tengely körüli forgatásával előállított felület felszínét! 


25. Írjunk fel integrálképletet annak a felületnek a felszínére, 
amelyet úgy kapunk meg, hogy az x-tengely körül megforgatjuk 
azy— cosx, —nr/22xc x/2 görbét! 


26. Csillagtest felszíne: Határozzuk meg annak a felületnek 
a felszínét, amely az x2/? 4-y"/? — 1 asztroid ábrán látható da- 
rabjának az x-tengely körüli forgatásával jön létre! (Útmutatás: 
forgassuk az első síknegyedbe esőy—(1— 23372 0€x€1 
görbedarabot az x-tengely körül, s az eredményt szorozzuk meg 
kettővel!) 





27. Wok zománcozása: Cégünk úgy dönt, hogy a 6.1. sza- 


kasz 55. feladatában megtervezett és nagyon sikeres wokból pi- 
acra dob egy luxusszériát. A terv az, hogy az edényt belülről 
fehér, kívülről kék zománccal vonjuk be. A zománcot kiégetés 
előtt 0,5 mm vastag rétegben kell felvinni a felületre. (Lásd az 
alábbi diagramot!) A gyártáselőkészítő csoport tudni szeretné, 
hogy mennyi zománcra lesz szükség 5000 darabos mennyiség 
előállításához. Mit válaszoljunk? (Ne törődjünk a selejttel és a 
felhasználatlan mennyiségekkel! A választ literben adjuk meg!) 
y (cm) 





x (cm) 
S EZ [den mély 
-16 


28. Kenyérszeletelés: Tudja-e, hogy amikor egy kerek cipót 
felszeletelünk, minden darab ugyanakkora héjat tartalmaz? Hogy 
miért? Forgassuk meg az itt látható y — Vr? — x? félkört az x- 
tengely körül! Így egy gömb jön létre. Legyen AB az x-tengely 
egy kis / intervallumához tartozó görbeív. Mutassuk meg, hogy 
az AB által végigsöpört felület felszíne nem függ az intervallum 
helyzetétől! (Az intervallum hosszától természetesen függ.) 
3 





29. AzR sugarú gömbből a sötétebben satírozott sávot két egy- 
mással párhuzamos és egymástól h távolságra levő síkkal vágtuk 
ki. Mutassuk meg, hogy a sáv felszíne 2rRh! 
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30. Az ábra azt a kupolát mutatja, amely a montanai Bozeman- 
ban az Egyesült Államok Nemzeti Meteorológiai Szolgálata ra- 
darjának ad otthont. 


(a) Mekkora felületet kellett kívülről lefesteni? 


III (b) Adjuk meg a számszerű eredményt négyzetméterre ke- 
rekítve! 


sugár 
l4ám 





31. A forgástengelyt átmetsző görbe által generált forgásfe- 
lület: A (6.17) képlethez úgy jutottunk, hogy feltételeztük: a 
felületet generáló f függvény nem negatív az [a,b] intervallu- 
mon. A forgástengelyt átmetsző görbékre (6.17) úgy módosul, 
hogy f(x) abszolút értékét kell vennünk: 


szi J 2p ds — for f(xdl ds. (6.27) 


(6.27) alapján számítsuk ki annak a kettős kűpnak a felszínét, 
amely azy—x, —] £x- 2 szakasz x-tengely körüli forgatásá- 
val jön létre! 


32. (A 31. feladat folytatása.) Határozzuk meg az y — x? /9, 
—V3 €x € 43 görbe x-tengely körüli forgatásával előállított fe- 
lület felszínét! Vajon mi történik, ha a (6.27) képletből elhagyjuk 
az abszolút érték jelet és a felszínt az §— f 2rrf(x) ds formulával 
kíséreljük meg kiszámítani? Próbáljuk ki! 


Paraméterezés 

számítsuk ki a 33—35. feladatokban megadott görbék adott ten- 
gely körüli forgatásával generált felületek felszínét! 

33. x—cost,y—2-tsint 0 £t 2 27, x-tengely 

34. x—(2/DB? y— 241, 0 £t £ V3, y-tengely 

35. x—ttV2y- (2) FV —V2crev2 t-tengely 


36. Állítsunk fel integrálképletet az x — a(t — sint), y — a(1 — 
— cost), 0 £t 2 2x, görbe x-tengely körüli forgatásával generált 
felület felszínére, de az integrált ne számítsuk ki! 


37. Csonkakúp: A (0.1) és (2,2) pontokat összekötő egye- 
nes szakaszt megforgatjuk az x-tengely körül. Az így előállított 
forgásfelület egy csonkakúppalást. Határozzuk meg a csonka- 
kúppalást felszínét azx— 2,y—tt1l, 0 £t 2 1 paraméte- 
rezéssel! Eredményünket ellenőrizzük a felszín — 1t(ri tra) x 
x (alkotó) képlet segítségével! 


38. Kúp: Az origót a (h,r) ponttal összekötő egyenes sza- 
kaszt forgassuk meg az x-tengely körül. Az előállt kúp magas- 
sága h, alapkörének sugara r lesz. Számítsuk ki a kúppalást 
felszínét az x — ht, y — rt, 0 £t - 1 paraméteres egyenlet- 
rendszer segítségével! Eredményünket ellenőrizzük a felszín — 
— mr(alkotó) geometriai összefüggés segítségével! 
39. A felszínképlet másik levezetése: Tegyük fel, hogy f 
sima az [a,b] intervallumon, és osszuk fel [a, b-t a szokásos 
módon! A k-adik részintervallum, azaz az [x4.. 1, xx) intervallum 
my — (xx-1tx4)/2 felezőpontjában húzzunk érintőt a görbéhez, 
amint az az ábrán látható! 

(a) Mutassuk meg, hogy ry — f(mk) — firm) 6 És Fr) — 

— f(mp) 4 fő(mp) 5! 

(b) Mutassuk meg, hogy a k-adik részintervallumhoz tar- 


tozó L4 érintőszakaszra Lz — V/(Axp)2-- ( ff(mpjáAxp)é! 





hr, 


(c) . Mutassuk meg, hogy az érintőszakaszt az x-tengely kö- 
rül megforgatva olyan csonkakúppalástot kapunk, amely- 
nek felszíne 27 f (mp) V1-(f"(mp)) 2 Ax! 

(d) Mutassuk meg, hogy ha az y — f(x) [a, b] intervallumra 
eső szakaszát az x-tengely körül megforgatjuk, a létrejött fe- 
lület felszínére: 


FI 
lim 9 (a k-adik csonkakúppalást felszíne) — 
jálöls 


-  znfedy 1-Hf(x)Y dx. 


40. A felszín modellezése: Azy—x/v3,0£x6£ V3 egye- 
nes szakasz x-tengely körüli forgatásával előállított kúp felszíne: 
(1/2)(az alapkör kerülete) (alkotó) — (1/2)(2m)(2) — 27. Mi- 
lyen eredményt kapunk a (6.22) formulából az f(x) — x/v3 he- 
lyettesítéssel? 

y 


xX 
yz A osrzvi 
vV3 





Papposz tételei 


41. A (0,2), (2,0), (4,2) és (2,4) pontokat összekötő négyze- 
tet megforgatjuk az x-tengely körül. Határozzuk meg a keletkező 
forgástest felszínét és térfogatát! : 


42. Papposz tételének alkalmazásával határozzuk meg annak 
a forgástestnek a térfogatát, amely a koordináta-tengelyek és a 
2x ty — 6 egyenes által közbezárt háromszögtartomány x — 5 
egyenes körüli megforgatásával áll elő! (A 6.1. szakasz 29. fel- 
adatában már láttuk, hogy a háromszög súlypontja a súlyvonala- 
kat 1:2 arányban osztja és a csúcstól van távolabb.) 


43. Számítsuk ki az (x— 2)2 3-y" — 1 kör y-tengely körüli for- 
gatásával előállított tórusznak a térfogatát! 


44. A Papposz-tétel alkalmazásával számítsuk ki az egyenes 
körkúp térfogatát és palástjának területét! 


45. Papposz 2. tételét és azt az összefüggést kihasználva, hogy 
az a sugarú gömb felszíne 4rrat, határozzuk meg az y — 
— va? —x? félkör súlypontját! 

46. A 45. feladat szerint az y — va? — x? félkör súlypontja a 
(0,2a/m) pontban van. Számítsuk ki annak a felületnek a felszí- 
nét, amelyet ez a félkör söpör végig, ha az y — a egyenes körül 
megforgatjuk! 
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47. Azy—(b/ajvat — a? félellipszis valamint az x-tengely ál- 
tal határolt R tartomány területe (1/2) rab. Az R y-tengely körüli 
forgatásával generált ellipszoid térfogata (4/3) rab". Határozzuk 
meg R súlypontját! Megjegyezzük, hogy a súlypont helye a-tól 
független. 


48. A 6. példában megállapítottuk, hogy az y — Va? —x? félkör 
és az x-tengely által határolt tartomány súlypontja a (0.,4a/31r) 
pontban van. Határozzuk meg annak a testnek a térfogatát, amely 
a tartomány y — —a egyenes körüli forgatása révén keletkezik! 


49. A 48. feladatban megadott tartornányt forgassuk meg az 
y — x— a egyenes körül! Határozzuk meg a forgástest térfoga- 
tát! 


50. Mint azt a 45. feladatban megállapítottuk, az y — vía? — x2 
félkör súlypontja a (0,2a/x) pontban van. Határozzuk meg an- 
nak a testnek a felszínét, amely a félkör y — x— a egyenes körüli 
forgatásával keletkezik! 


51. Határozzuk meg a 6. példában szereplő félkör alakú tarto- 
mány x-tengelyre vonatkozó nyomatékát! Ha felhasználunk már 
ismert eredményeket, nem kell integrálnunk! 


66. Munka 


A hétköznapi életben a munka olyan tevékenységet jelent, amely fizikai vagy 
szellemi erőfeszítést kíván. A mechanikában kifejezetten valamely testre ható 
erőre és a test erőhatást követő elmozdulására vonatkoztatják. Ebben a fejezet- 
ben a munka kiszámításáról lesz szó. Az alkalmazások a vasúti kocsik egymás- 
hoz préselődésétől, a földalatti tartályok kiürítésén és az elektronok ütköztetésén 
keresztül a műholdak pályára állításáig terjednek. 


Állandó erő munkája 


Ha egy test d utat tesz meg valamely állandó nagyságú, s a mozgás irányában 
ható F erő hatására, akkor az erő által a testen végzett W munkát a 


W.: Fd (6.28) 


képlettel definiáljuk. 

A (6.28) képletből látható, hogy a munka erőx hosszúság dimenziójú. Az 
erő SI egysége a newton, a hosszúságé a méter, így a munka SI egysége a new- 
tonméter (Nm). Az erő oly gyakran használt fogalom, hogy a newtonméternek 
külön neve is van, a joule. 


1. PÉLDA: Autó felemelése 


Amikor kereket cserélünk és mintegy 30 cm-nyire felemeljük 1000 kg tömegű 
kocsink oldalát (5000 N állandó nagyságú erőt kell kifejtenünk), akkor 5000 x 
x 0,3 — 1500 joule munkát végzünk. 


Változó nagyságú erő által egy egyenes mentén végzett munka 


Ha a testre ható erő változik, mint például egy rugó összenyomása során, akkor 
a W — Fd képlet helyébe egy integrálformula lép, amely figyelembe veszi az 
erőhatás változását. 

Tegyük fel, hogy a munkát végző erő egy egyenes mentén hat, ami legyen 
most az x-tengely, és nagysága a helyzet folytonos függvénye. Szeretnénk tudni, 
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Összenyomott állapot 






Természetes állapot 
(a) 






azjől, kazsztzztszttszttszttaztsztituzluuk 


Az F erő által végzett munka, 
ha x Ü és 04 között van 


x (ím) 


Összenyomódás mértéke 
(b) 


6.58. ÁBRA: Á rugó összenyomásához 
szükséges erő az összenyomódás mér- 
tékével arányosan nő (2. példa). 





mekkora munkát végez ez az erő az [a,b] intervallumon. A szokásos módon 
elkészítjük az [a,b] intervallum egy felosztását, és minden [xr-1,xx] részinter- 
vallumból kiválasztunk egy tetszőleges cz pontot. Ha a részintervallum elég ki- 
csi, F — lévén folytonos függvény — xy 1 és xx között nem változik sokat. A 
részintervallumon végzett munkát F(cx) és Axx szorzatával közelíthetjük, azaz 
úgy tekintjük, mintha az erőhatás állandó nagyságú lenne. Az a és b között vég- 
zett teljes munka ekkor a 


fe 


munka sz d) F(crJAxx 
k—I1 


Riemann-összeggel közelíthető. Azt várjuk, hogy a közelítés javulmi fog, ha a 
felosztás normája nullához tart, tehát az a és b pontok között az erő által végzett 
munkát F a-tól b-ig vett integráljaként definiáljuk. 


DEFINÍCIÓ: Munka 


Az x irányú, változó nagyságú F(x) erő által az x — a és x — b között 
végzett munka 


(6.29) 


A munka egysége joule, amennyiben az erőt newtonban, a távolságot pedig 
méterben mérjük. Például, ha az F(x) — 1/x" erő által azx— 1 més x— 10 m 
koordinátájú pontok között végzett munkát számítjuk ki, akkor 


10 


I 0 1 
w- (5 dx—-[-], -— t17091 


l 


Hooke-törvény 


A Hooke-törvény azt állítja, hogy ha egy rugót természetes (összenyomásmen- 
tes) állapotához képest x hosszúsággal összenyomunk vagy megnyújtunk, akkor 
a rugóerő arányos lesz x-szel. Képletben: 


F kr. (6.30) 


Az erő/hosszúság dimenziójú k konstans a rugó jellemzője, és rugóállandónak 
nevezzük. A Hooke-törvény és a (6.30) egyenlet addig ad helyes eredményt, 
amíg az erő nem deformálja maradandó módon a rugót. 


2. PÉLDA:  Rugó összenyomása 


Mekkora munkát végzünk, ha egy 40 cm hosszú k — 80 N/m rugóállandójú rugót 
30 cm-esre nyomunk össze? 


Megoldás: A rugót úgy ábrázoltuk, hogy essen egybe az x-tengellyel, nyu- 
galmi állapotban a mozgatható vége legyen az origóban, rögzített vége pedig 
x — 04 méternél (6.58. ábra). Ebben az esetben az erő által végzett munkát az 
F — 80x képlet alapján számíthatjuk ki. Ha a rugót az x — 0 helyzetből indulva 
az x — 01 m-ig összenyomjuk, az erőhatás a következőképpen alakul: 


F(0)—80-0—0ON, F(0,1)—80-01-—8N. 
Az F erő által ezen az intervallumon végzett munka: 


ül 
0,1 
W — J 80x dx — 408], —0O4J. —— (6.29) képlet a 
ü 





x (m) 


6.59. ÁBRA: 24 N erő 0.8 m-nyit 
nyújtja meg ezt a rugót (3. példa). 





6.00. ÁBRA: Vödör felhúzása az épülő 
ház födémjére (4. példa). 
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3. PÉLDA: Rugó nyújtása 
Egy rugó alapállapotban 1 m hosszú. 24 N erővel 1,8 m hosszúságúra nyújtjuk 
meg. 
1. — Határozzuk meg a rugóállandót! 
Mekkora munkával lehet a rugót 3 m hosszúra nyújtani ? 


Mennyire nyúlik meg a rugó 45 N erő hatására? 


Megoldás: 


1. A rugóállandó. A rugóállandót a (6.30) egyenlőségből számítjuk ki. A 
24 N erő 0,8 m-nyit nyújtja meg a rugót, így 


24-k-:0,8, (6.30) képlet 
k — 24/0,8 — 30 N/m. 
2. A rugó két m-es megnyújtásához szükséges munka. Legyen a rugó szabad 


vége nyújtatlan állapotban az x — 0 pontban (6.59. ábra). Így a rugó megnyú- 
lása az x koordinátával azonosítható. A Hooke-törvény szerint tehát 


F(x) — 30x. 


Ez az F erő az x —0 és x — 2 m közötti távolságon 
7 3 
W — f 304dx — [1522] — 607 
0 


munkát végez. 


3. Mennyire nyúlik meg a rugó 45 N erő hatására. Helyettesítsünk be F — 
- 45-öt az F — 30x egyenlőségbe. Így 


45—30x, azaz x—l1l.ő5m. [7 


A munkaintegrál akkor 15 hasznos, amikor olyan tárgyak magasba emelésé- 
hez szükséges munkát kell kiszámítanunk, amelyek súlya függ a magasságtól. 


4. PÉLDA:  Kötélre függesztett vödör felhúzása 

100 N súlyú vödröt kell fölhúznunk 6 m magasságba állandó sebességgel (6.60. 
ábra). A kötél 1 méteres darabja 1 N súlyú. Mekkora munkát kell végeznünk a 
vödör felhúzásához? 


Megoldás: A vödör súlya állandó, így egyedül a vödör felemeléséhez 100 N x 
x 6 m — 600 J munkát kell végezni. 

A kötél súlya függ a hosszától. Ha a kötél vége x méter távolságra van a talaj- 
tól, akkor a még felhúzandó kötélrész súlya 1 - (6— x) N. Így a kötél felhúzásához 
szükséges munka: 


Ő Ó 
a kötélen végzett munka — f 1(6—x) dx — J (6—x) dx — 
0 
6 
2 6 -] — 36—18 — 18]. 
2 0 
A teljes munka a kötél felhúzásához végzett munka és a vödör felhúzásához 


végzett munka összege: 
600--18—618J. L[] 
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yz2xvagyxz 5) 





6.61. ÁBRA: Az 5. példában szereplő 
olivaolaj-tartály. 


Folyadék kiszivattyúzása egy tartályból 


Mennyi munkát kell végeznünk, ha egy tartályból részben vagy egészben ki 
akarjuk szivattyúzni a benne lévő folyadékot? Vegyük úgy, hogy egyszerre egy 
keskeny folyadékréteget szivattyúzunk ki, és minden egyes rétegre alkalmaz- 
zuk a W — Fd összefüggést. Azután kiszámítjuk azt az integrált, ahova ez az 
összegzés vezet akkor, amikor a rétegek vastagságát egyre csökkentjük. Az in- 
tegrál értéke függ a folyadék súlyától és a tartály méreteitől, de az integrál ki- 
számításának módja minden esetben ugyanaz. A következő példában ezt fogjuk 
bemutatni, 


5. PÉLDA: 


A 6.61. ábrán látható kúp alakú tartályban olívaolaj van. Az olaj szintje 1 m-re 
van a tartály peremétől. Az olivaolaj sűrűsége 900 kg/m?. Mennyi munkát kell 
végeznünk, ha az olajat a tartály aljáig ki akarjuk szivattyúzni? 


Megoldás: Az olajat az y-tengellyel párhuzamosan a (0, 3] intervallumban vé- 
kony rétegekre osztjuk. Az y és y-t Ay síkok közötti réteg térfogatára 


2 . 
AV — (sugár) (vastagság) — m G) Ay — 2Ay m$. 
E réteg kiszivattyúzásához szükséges erő egyenlő a réteg súlyával: 


FIR 
F(y) —900.10.-AV — 900079" Ay. súly — sűrűség:g x térfogat 


Ezt a réteget (4— y) m magasra kell emelni, hogy kijusson a tartályból, így a 
végzett munka 


AW — 90007 (4 — y)yZAy I. 


Tekintettel arra, hogy a [0, 3] intervallum felosztásakor n ilyen réteget képeztünk, 
továbbá, hogy y — yx a k-adik, Ay, vastagságú réteghez tartozó síkot jelöli, az 
összes réteg kiszivattyúzásához szükséges munkát a 


z 7 9 
W sz 9 9000£(4— vjy2 Ay] 
2 7 erül ók 


Riemann-összeggel lehet közelíteni. A kiszivattyúzáskor végzendő munka en- 
nek az összegnek a határértéke arra az esetre, amikor a felosztás normája nullá- 
hoz tart: 


3 
W — f9000£4-ny dye 
Ü 
3 
— 225m J (4y" —y") dy — 
0 


5 
az 225m :16 — 11304]. L] 


4. út 7 81 
— 2257 5 s ri — 2257 (36-- 7) Az 
4 [d 4 


6. PÉLDA: Víz wkiszivattyúzása a vízaknából 

A vízakna egy óriási, függőleges, csőszerű lyuk, mely arra szolgál, hogy a víz 
magasságát a völgyzáró gát mögött a megengedett szint alatt tartsa, Az akna te- 
teje 5 m-rel a gát szintje alatt van, maga a gát 130 m magas (6.62. ábra). Az 
aknából időről időre ki kell szivattyúzni a vizet, hogy megtisztítsák a felgyü- 
lemlő törmeléktől. 
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Az akna metszetét az ábra a) része mutatja. Látjuk, hogy a vízaknának töl- 
csérszerű alakja van. Nyaki része 6 m átmérőjű, a tetején pedig 36 m széles. 
A tölcsér felső részének határvonala olyan negyedkör, amelynek sugara 15 m. 

várja a gát Ezt az ábra b) részén láthatjuk. Az aknát úgy képezték ki, mintha síkmetszetét a 
: u ; szimmetriatengely körül megforgatták volna. Következésképp minden vízszin- 
tés síkmetszete kör. Számítsuk ki, mennyi munkát kell végezni, ha a vizet ki 
akarjuk szivattyúzni 

(a) a nyakból, 

(b) a tölcsérből! 


Megoldás: 


h— 36 m —ad 125 ma gát 
Tr aljától 







94 1. — Szivattyúzás a nyakból. Az y és az y - Ay síkok közötti réteg térfogata: 


AV — 1r(sugár)" (a réteg vastagsága) — 1737Ay mő. 


kölke er rme stb em 


E réteg kiszivattyúzásához szükséges F(y) erő egyenlő annak súlyával 


— 10000 zzz . 32 A víz sűrűsége 1000 kg/m$, a ne- 
Ford SL öáásádl lk ül hézségi gyorsulás g — 10 m/s? . 


15 m sugarú 
negyedkör 





Az F(y) erőnek (125 —y) m távolságon kell hatnia, hogy ez a réteg elérje az 
akna peremét, így e vízréteg kiemeléséhez szükséges munka 


(b) 


AW — 900007(125 — y)Ay J. 
6.62. ÁBRA: (a) A völgyzárógát vízak- 


nájának keresztmetszete, és (b) a víz- A nyakban tárolt teljes vízmennyiség kiszivattyúzásához szükséges munkát 
akna felső része (6 példa) úgy közelíthetjük, hogy az egyes vízrétegek kiemeléséhez szükséges munká- 


kat összeadjuk, s aztán vesszük ennek a Riemann-összegnek a határértékét, 
amidőn a felosztás normája tart nullához. Ez a következő integrálra vezet: 


110 
Ws J 90000-r(125 — y) dy — 
Ü 


27110 
— 900007T 125y- 5 sg 

2 10 
Az 1862650300 J. 


2. — Szivattyúzás a tölcsérrészből. A tölcsérrészben lévő vízmennyiség kiszi- 
vattyúzásához szükséges munkát úgy kell kiszámítanunk, hogy azy— 110 és 
y — 125 értékek között tekintjük a AV közelítő térfogatelemeket úgy, ahogy 
az a 6.63. ábrán látható. A réteg sugara az y magasság függvénye lesz. 





6.63. ÁBRA: A vízakna tölcsérszerű 
része. 

A 33—34. feladatokban van kitűzve a feladat befejezése, ahol meg kell adnunk 

a vízakna teljes kiürítéséhez szükséges vízmennyiséget, és a teljes munkát is. 

[1 


6.6. Feladatok 


Rugók 3.  Gumiszalag nyújtása: 2 N nagyságú erő 2 cm-rel nyújt 
meg egy gumiszalagot. A Hooke-törvény alkalmazásával számít- 

1.  Rugóállandó: 1800 J munkát kell végeznünk ahhoz, suk ki, mennyit nyúlik a szalag 4 N erő hatására! 

hogy egy feszítetlen állapotában 2 m hosszú rugót 5 m-re nyújt- új. 

sunk meg. Mekkora a rugóállandó? 


dd e estet eteeEttEe estét. SÉSKEE e eztet ONE öt e a e ee öl e a a cet e e e. ú É á. eeÉSÉEESEK SEEK EREKET aaÉKEN ELÉNK KNK OS ELEK ÉKKKÉÉKÉS ta a— 


Rugó nyújtása: Ha 90 N nagyságú erő 1 m-rel nyújt meg 
egy rugót, mennyi munkát kell végeznünk a rugó 5 m-rel való 
2.  Rugó nyújtása: Egy rugó feszítetlen állapotban 10 cm megnyújtásához? 


hosszú. 800 N erővel 14 cm-re nyúlik ki. 5. Metrókocsi rugója: A New Yorki Állami Metró kocsi- 


(a) Határozzuk meg a rugóállandát! jainak ütközőrugóját 10 000 N nagyságú erő 6 cm-nyit nyomja 
(b) Mennyi munkát kell végezni a rugó 12 cm-re nyújtá- össze (a rugók eredeti hossza 18 cm). 

sához? (a) Mekkora a rugóállandó? 

(c) Mekkorára nyúlik meg a rugó, ha 1600 N erővel ha- (b) Mekkora a végzett munka az első centiméteren? A má- 


tunk rá? sodik centiméteren? Az eredményt kerekítve adjuk meg! 
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6. . Fürdőszobamérleg: Egy fürdőszobamérleg rugója 1/8 
cm-t nyomódik össze, amikor rááll egy 75 kg-os személy. Felté- 
telezve, hogy a mérleg rugójára érvényes a Hooke-törvény, szá- 
mítsuk ki, hogy mennyi lehet annak az embernek a tömege, aki 
alatt 1/4 cm-nyit nyomódik össze a rugó! 


Változó erő munkája 


7. Kötél felhúzása: A hegymászó felhúzza magához az 50 
m hosszú mászókötelet. Mennyi munkát végez, ha a kötél egy 
méternyi darabjának a súlya 0,624 N. 


8. Lyukas homokzsák: Egy eredetileg 70 kg-os homokzsá- 
kot állandó sebességgel húznak felfelé. Emelkedés közben a 
zsákból szintén állandó sebességgel csorog ki a homok. Miköz- 
ben a zsák ó m magasra jut, ahomok fele elfolyik. Mekkora mun- 
kavégzés történt ez alatt az idő alatt? (Hanyagoljuk el a zsák és 
az emelőberendezés súlyát!) 


9. . Sodronykötél felhúzása: Az elektromos liftet, amelynek 
motorja a legfelső szinten van, sodronykötél tartja. 1 méteres 
drótkötéldarab súlya 45 N. Amikor a kabin a földszinten tartóz- 
kodik, 60 m kábel lóg lefelé. Mire a lift a legfelső szintre ér, a 
kábel gyakorlatilag teljes egészében feltekeredik. Mennyi munka 
fordítódik csupán a kábel felhúzására? 


10. Vonzóerő:  Ámikor az m tömegű részecske az (x,0) pont- 
ban tartózkodik, k/x" nagyságú erő húzza vissza az origó felé. 
Számítsuk ki, mekkora munkavégzés történik, amíg a részecske 
az x — b pontból eljut az x — a pontba. A részecskére más erő 
nem hat, és 0 a - b! 


11. Gáz összenyomása: Tegyük fel, hogy egy egyenes kör- 
henger alakú tartályban lévő gázt dugattyúval összenyomunk. A 
henger alapkörének területe legyen A, a nyomás p, a térfogat V. 
Mutassuk meg, hogy miközben a gázt a dugattyú segítségével a 
(Pi: Vi) állapotból a ( pa, Va ) állapotba juttatjuk, a végzett munka 


(p2 Va) 
W — J pdv 
(pi) 


lesz! (Útmutatás: az ábrán látható koordinátarendszerben dV — 
— Adx. A dugattyúra ható erő pA.) 
y 


12. (A!1I. feladat folytatása.) A 11. feladatban szereplő integrál 
alkalmazásával határozzuk meg a gáz összenyomása során vég- 
zett munkát, ha Vy — 1 dm?, Va — 0,2 dmő, p-re és V-re pedig 
pv — állandó! . 


13. Lyukas vödör: Tegyük fel, hogy a 4. példában szereplő 
vödör lyukas. Tegyük fel továbbá, hogy a vödörben kezdetben 8 
l víz van, s a csöpögés állandó sebességgel megy végbe. A vödör 
épp kiürül, mire a födém magasságába ér. Mennyi munka fordí- 
tódott csupán a víz felhúzására? (Útmutatás: ne törődjünk most 
a vödör és a kötél súlyával, és számítsuk ki, hogy a víz mekkora 
hányada lesz még a vödörben, amikor az x magasságban van!) 


14. (A 13. feladat folytatása.) A 4. példában és a 13. feladat- 
ban szereplő vödröt a munkások nagyobbra cserélik, amelybe 20 
l víz fér, de ugyanakkora lyuk van rajta, mint az előző vödrön, 
ami kiürült, mire a födémre ért. Feltételezve, hogy a víz állandó 
sebességgel folyik ki a vödörből, mennyi munkát kell végezni 
csak a víznek a födém szintjére emeléséhez? (Útmutatás: ne tö- 
rödjünk most a vödör és a kötél súlyával!) 


Folyadék kiszivattyúzása tartályból 


A víz súlya 
A víz (és általában a testek) súlya a Föld alakja és gra- 


vitációs terének egyenetlenségei miatt a Föld különböző 
pontjain eltérő lehet. Az eltérés a 0,596-ot is elérheti. 





15. Vízkiszivattyúzása:  Áz ábrán látható, téglatest alakú tar- 
tály esővíztárolásra szolgál. 1 1 víz súlyát vegyük 10 N-nak. 
(a) Mennyi munkát kell végezni, ha a teli tartályból teljes 
egészében ki akarjuk szivattyúzni a vizet? 
(b) Mennyi ideig fog tartani a teli tartály kiürítése egy 500 
wattos motorral? 
(c) Mutassuk meg, hogy a (b) részben említett motor 25 
perc alatt több mint félig kiüríti a tartályt! 
(d) A viz súlya. Mi a válasz a feladat (a) és (b) részére, ha 
1 1 víznek, 9.95 N, illetve 10,05 N a súlya? 





16. Ciszterna kiürítése: Az ábrán látható téglatest alakú 
ciszterna (esővíztároló) teteje 3 m-rel a talajszint alatt van. A 
vízzel teli ciszternából ellenőrzés végett szivattyúval ki akarják 
emelni a vizet. 


(a) Mennyi munkát kell végezni a ciszterna kiürítéséhez? 
(b) Mennyi ideig tart a ciszterna kiürítése egy 500 wattos 
szivattyúval? 

(c) A (b) részben említett szivattyút mennyi ideig kell já- 
ratni, hogy a ciszterna félig kiürüljön? 

(d) A víz súlya. Mi a válasz a feladat (aj -(c) kérdéseire, 
ha I 1 víznek, 9.95 N, illetve 10,05 N a súlya? 





17. Olajszivattyúzás: Mennyi munkát kell végeznünk, ha 
az 5. példában szereplő tartályból a tartály fedőlapjának magas- 
ságáig akarjuk kiszivattyúzni az olajat és a tartály teljesen tele 
van? 


18. Félig telt tartály kiürítése: Tegyük fel, hogy az 5. pél- 
dában szereplő tartály csak félig van tele. Mennyi munkát kell 
végeznünk, ha a maradék olajat a tartály fölső szélétől számítva 
1,2 m magasra akarjuk szivattyúzni? 


19. Tartály kiürítése: Egy egyenes körhenger alakú tartály 
magassága 10 m, átmérője pedig 6 m. 900 kg/m? sűrűségű kero- 
zinnal van tele. Mennyi munkát kell végezni, ha a teljes kerozin- 
mennyiséget a tartály tetejének szintjére akarjuk szivattyúzni? 
20. Az ábrán látható henger alakú tartályt egy tóból töltik meg, 
amelynek vízszintje 5 m-rel lejjebb van, mint a tartály alja. A fel- 
töltést kétféleképpen végezhetik el. A tömlőt vagy a tartály alján 
lévő szelepre erősítik vagy a fölső peremére helyezik. Melyik a 
gyorsabb eljárás? Válaszunkat indokoljuk! 
§ "e nyitott tető 





21. (a) Tejszivattyúzás. Tegyük fel, hogy az 5. példában sze- 
replő kúpos tartály tejet tartalmaz olívaolaj helyett (a tej sű- 
rűsége 1028 kg/m?). Mennyi munkát kell végezni, ha a tar- 
tály tartalmát a tartály peremének magasságába sziívattyúz- 
zuk? 


(b) Olajszivattyúzás. Mennyi munkát kell végezni akkor, 
ha az olajat 1] m-rel a tartály pereme fölé szivattyúzzuk? 


22. Tengervíz szivattyúzása: Egy óriási acéltartály belső fe- 
lületének megtervezéséhez az y — x, 0 € x € 4 görbét megfor- 
gatjuk az y-tengely körül. Az elkészült tartályt, amelynek mé- 
reteit méterben adtuk meg, feltöltik tengervízzel. A tengervíz 1 
m?-ének súlya 10 000 N. Mennyi munkát kell végezni, ha a tar- 
tályban lévő vízmennyiséget a tartály felső peremének szintjére 
akarjuk emelni? 


23. Víztároló kiürítése: Félgömb alakú tartályon mutatjuk 
be, hogyan kell kiszámítani a tartály kiürítéséhez szükséges 
munkát azokban az esetekben, amikor a tartály szélessége függő- 
leges irányban változik, de szimmetrikus a függőleges tengelyre. 
Az ábra segítségével határozzuk meg, mennyi munkát kell vé- 
gezni, ha az 5 m sugarú, félgömb alakú, teli tartályból a vizet a 
4 m-rel a tartály pereme fölé kell szivattyúzni! 1 m? víz súlya 
9800 N. 





24. Meg kell bíznunk egy céget az itt látható tartály kiürítésé- 
vel és megjavításával. A tartály félgömb alakú, sugara 3 m és 
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700 kg/m? sűrűségű benzinnel van tele. Az egyik vállalkozó azt 
mondja, hogy I J munkát fél centért végez el. Határozzuk meg, 
mennyi munkát kell végezni, ha a tartály kivezető csöve 60 cm- 
rel a tartály felső szintje felett van. Ha 5000 dollárunk van a mun- 
kára, szerződést köthetünk-e az említett vállalkozóval? 





er xy? 472—9g 1988 sz zet 


mg 


Munka és mozgási energia 


25. Mozgási energia: Ha a változó nagyságú F(x) erő az m 
tömegpontot az x-tengely xi pontjából annak xa pontjába moz- 
gatja, akkor a test v sebességét dx/dt alakban írhatjuk fel (tf az 
időt jelenti). Newton 2. törvényét (F — midv/dt)) és a 


dv . dvdx — dv 

dt dxdt "dx 
láncszabályt felhasználva mutassuk meg, hogy miközben a testet 
az xy pontból az xa pontba mozgatja, az erő 


Xg 
l I 
W— ( F() dx— 23 — -mi 
Ai 


hasznos munkát végez, ahol vi és va a test xi, illetve xa pont- 
beli sebessége! A fizikában az (1/2)mv! kifejezést az m tömegű 
és v sebességű test mozgási energiájának nevezzük. Ebben az 
esetben a végzett munka egyenlő a mozgási energia megválto- 
zásával, s ilyenkor a munkát kiszámolhatjuk a mozgási energia 
megváltozásából. 


A 26—32. feladatokban alkalmazzuk a 25. feladat eredményét! 


26. Tenisz: Egy 56,7 grammos teniszlabdával egy játékos 190 
km/h sebességű szervát ad. Mekkora munkát végzett? 


27. Baseball: Mekkora munkát végez a baseballjátékos, ami- 
kor az 142 grammos labdát 150 km/h sebességgel üti el? 


28. Golf: A 454 grammos golflabdát a játékos 304 km/h se- 
bességgel üti el. Mekkora munkát végez? 


29. Tenisz: 1990-ben Pete Sampras a U.5. Öpen döntőjében 
ütött egy 210 km/h sebességű szervát. Mekkora munkát végzett 
Pete azzal, hogy a 56,7 grammos labdát ekkora sebességre gyor- 
sította? 


30. Amerikai futball: Egy hátvéd 97 km/h sebességgel ha- 
jítja el a411l grammos labdát. Mekkora munkát végez? 


31. Szoítball: Mekkora munkavégzés árán lehet a 1843 
grammos labdát 140 km/h sebességgel elhajítani? 


32. Az adogatógépbe egy 56,7 grammos labdát helyezünk és 
nyílását függőlegesen felfelé irányítjuk. A gépet működtető rugó 
rugóállandója k — 30 N/m. A rugót 5 cm-nyit nyomja össze a 
szerkezet. Milyen magasra száll a labda? 
33. A vízakna tölcséres részének kiszivattyúzása: (A ő. 
példa folytatása.) 
(a) Határozzuk meg a 6. példában szereplő vízakna (töl- 
cséres részén) síkmetszetének átmérőjét mint a gát aljától 
mért magasság függvényét! 
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(b) Írjuk fel egy réteg AV térfogatát az akna tölcséres ré- 
szére! 

(c) Egy alkalmas integrálképletet felállítva számítsuk ki 
mennyi munkával lehet kiszivattyúzni a vizet az akna töl- 
cséres részéből! 


34. A vízakna tölcséres részének kiszivattyúzása: (A 33. 
feladat folytatása.) Állapítsuk meg, mennyi munkával lehet tel- 
jes egészében kiüríteni a vízaknát! 


35. Turmix: Az itt látható csonkakúp alakú pohár epertur- 
mixszal van tele. (1 dl turmix tömege kb. 120 g.) A pohár 15 cm 
magas, alul ő, felül 8 cm az átmérője, a szívószál 18 cm hosszú. 
Mennyi munkával lehet kiszívni a turmixot a pohárból a szívó- 
szálon keresztül? 





Méretek cm-ben 


3ó. Víztorony: 

Egy város a vízellátás javítása ér- 
dekében új kutat akar furatni. A 
város mérnöke a megfelelő víz- 
nyomást egy víztorony révén Sze- 
retné biztosítani, s meg is ter- 
vezi az ábrán látható rendszert. 
A vizet 90 méteres mélységből, 
10 cm átmérőjű csövön keresztül 
szivattyúzzák a 6 m átmérőjű és 
8 m magas hengeres víztartályba. 
A tartály alja 18 m-rel van a ta- 
lajszint felett. A szivattyúzást egy 
2000 wattos szivattyúval végzik. 
Mennyi idő alatt telik meg a tar- 
tály? (A cső feltöltéséhez szüksé- 
ges időt is vegyük figyelembe!) 





búvárszívattyú 


NEM MÉRETARÁNYOS 





37. Mesterséges hold pályára állítása: A Föld gravitációs 
vonzóereje függ a test Föld középpontjától mért r távolságától 
és a test m tömegétől: 


Fír) ist 


Itt M — 5975 x 108 kg a Föld tömege, G — 6,6720 x 10! 
N-m-kg ? a gravitációs állandó, r-et pedig méterben mérjük. Ha 
egy 1000 kg tömegű mesterséges holdat a Föld középpontjától 
35 780 km távolságra lévő pályára akarjuk állítani, akkor 


TEO 000MG 
W e J HT dr joule 
H370000 


munkát kell végeznünk. Számítsuk ki ennek az integrálnak az ér- 
tékét! Az integrál alsó határa a Föld sugara a kilövés helyén. (Ez 
a számítás nem veszi figyelembe a hordozórakéta felemeléséhez 
szükséges munkát, sem a mesterséges hold pályamenti sebessé- 
gének eléréséhez szükséges energiát.) 


38. Elektronok együtt tartásához szükséges energia: Két 
egymástól r méter távolságra lévő elektron 


73 x10-39 
TE sz E e 
2 


erővel taszítja egymást. 


(a) Tegyük fel, hogy az elektronok egyike rögzítve van 
az x-tengely (1,0) pontjában (a hosszúságegység a mé- 
ter). Mennyi munkát kell végeznünk, ha a másik elektront 
(—1,0) pontból az origóba akarjuk vinni? 


(b) Tegyük fel, hogy az egyik elektron az x-tengely (1,0) 
pontjában, a másik a (—1,0) pontban van rögzítve. Mennyi 
munkát kell végeznünk, ha egy harmadik elektront az x- 
tengely mentén az (5,0) pontból a (3,0) pontba akarunk 
eljuttatni ? 


A folyadék nyomása és a folyadékra ható erők 


A völgyzáró gátak alul szélesebbek mint felül (6.64. ábra), mivel a víz nyo- 
mása lefelé egyre növekszik. A gát valamely pontjára ható nyomás csupán a pont 





vízfelszíntől mért távolságától függ, és nem függ például attól, hogy a gát fala 
mennyire lejt az adott pontban. A felszín alatt h mélységben a nyomás mindig 
peh, ahol p a folyadék sűrűsége, eg pedig a nehézségi gyorsulás. Ezt a nyomást 
a folyadék hidrosztatikai nyomásának nevezzük. 


Hidrosztatikai nyomás 


Ha a folyadék nyugalomban van, a h mélységben ható p nyomás értéke 


6.64. ÁBRA: A növekvő víznyomásnak 
a gát csak úgy képes ellenállni, ha le- 
felé egyre szélesebb. 


p— peh. (6.31) 








6.65. ÁBRA: Ezekben a tartályokban 
ugyanolyan magasan áll a folyadék, s 
az alaplapjuk is ugyanolyan méretű. 
Ezért alaplapjukra ugyanakkora erővel 
hat a folyadék. Alakjuknak ebből a 
szempontból semmi jelentősége nincs. 


y 


Folyadékfelszin nERE 





A folyadékba függölegesen íj 
merülő lemez . csik folyadékfelszintől 
KE való távolsága 





Az y mélységben lévő 
csik hossza 


6.06. ÁBRA: A folyadék a keskeny 
csíkra körülbelül 

AF — nyomás x felület — 

— pe(a csík szélessége) x LÍyJáAy 
nagyságú erőhatást gyakorol. 





Néhány anyag sűrűsége kg/m?-ben 


benzin 700 
higany 13546 
tej 1030 
sűrű szirup 1400 
étolaj 910 
tengervíz 1025 
VÍZ 998 
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Ebben a szakaszban arra használjuk a p — peh összefüggést, hogy kiszámít- 
suk: mekkora erő hat egy tartály vízszintes vagy függőleges falának egészére 
vagy egy részére. 


A folyadék által kifejtett erő állandó nyomás esetén 


Egy folyadékot tartalmazó tartály vízszintes alaplapjára ható erőt úgy számítjuk 
ki, hogy a lap területét megszorozzuk a nyomás értékével (6.65. ábra). Ha F az 
erő, p a nyomás és A a terület, akkor 


F — területegységre ható erő x terület — 
- nyomás x terület — pA — 
— pghaA. 


Adott mélységben elhelyezett felületre a folyadék által gyakorolt erő 


F — pA —- pehA. (6.32) 


Például, ha a víz sűrűsége 1000 kg/m?, akkor a 2 m mélységű 10 m x 25 
m-es uszoda alját 


F — pehA — 1000-§ : 105 . 2m . 250m? — 5000000N — 5000KN 
erővel nyomja a benne lévő víz. 

Ha egy sík lemez vízszintesen merül a folyadékba, akkor — az uszoda aljára 
ható erőhöz hasonlóan — annak felfelé néző felületére a folyadék nyomásának 
köszönhetően ható erőt a (6.32) összefüggés segítségével számoljuk ki. Ha a 
lemez függőlegesen merül a folyadékba, akkor a (6.32) összefüggés nem hasz- 
nálható, mert a nyomás 15 és a folyadék magassága is változik. Ilyenkor a le- 
mezt sok keskeny, vízszintes sávra vagy csíkra osztjuk, elkészítjük a megfelelő 
Kiemann-összegeket, amelyek határértéke meg fogja adni a függőleges lemezre 
ható erőt. Íme az eljárás! 


A folyadék által kifejtett erő változó nagyságú nyomás esetén 


A p sűrűségű folyadékba merítsünk függőlegesen egy lemezt! Szeretnénk ki- 
számítani a lemez egyik oldalára ható erő nagyságát. Ábrázoljuk a lemezt az xy 
koordinátasíkban egy olyan tartományként, amely az y — a és y — b egyenesek 
között fekszik (6.66. ábra)! Készítsük el a szokásos módon az [a, b] intervallum 
egy felosztását, s képzeletben vágjuk fel a lemezt vízszintes csíkokra az osztó- 
pontokon átmenő, s az y-tengelyre merőleges síkokkal! Az y és y-t Ay között 
húzódó, Ay szélességű csík hossza legyen L(y)! Tegyük fel, hogy L(y) az y foly- 
tonos függvénye! 

A csík aljától a tetejéig a nyomás változik. De ha a csík elég keskeny, akkor 
mindenütt közel esik a csík alján mért értékhez. Ezért a folyadék a csík egyik 
oldalára 


AF — (a csík alján mért nyomás ) x (terület) — 
— pgla csík aljának távolsága a folyadékfelszíntől) - L(y)Ay 


nagyságú erőt fejt ki. Tegyük fel, hogy az [a,b] intervallum felosztásához n 
számú csík tartozik, és y, az L(yxk) hosszúságú és Ay, szélességű csík alsó éle. A 
lemez egészére ható erőt az egyes csíkokra ható erők összegzésével közelíthet- 
jük. Így az 


n 
F sz ha (pe(a csík aljának távolsága a folyadékfelszíntől), - L(yr))JAyx (6.33) 
kz1l 
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y — X vagy x — y 
"ys5 







vizfelszin 


Ea HE MEBTSOAZTÓ He ÉN 3. — 
sast (x,3) —(yy) 





6.67. ÁBRA: Az 1. példában megadott, 
függőlegesen a folyadékba merített le- 
mezre ható erő kiszámításához az ábrán 
láthatóhoz hasonló koordinátarendszert 
célszerű felvenni. 


folyadékszint 






h — a súlypont távolsága 
a EELYALEÁSÉSEÍNRE 


lt nk, Feb 
ta HETÜLE zet 


6.65. ABRA: A lemez egyik oldalára 
ható erő: p : g : h - a lemez területe. 


Riemann-összeget kapjuk. A (6.33) az [a, b] intervallumon folytonos függvényre 
vonatkozó Riemann-összeg, ezért azt várjuk, hogy a közelítés javul, ha a fel- 
osztás normájával nullához tartunk. A lemezre ható erő ezeknek a Riemann- 
összegeknek a határértéke. 


Tegyük fel, hogy a p sűrűségű folyadékba függőlegesen merülő lemez az 
y — a és y — b egyenesek között fekszik! Legyen L(y) a lemez y mélység- 
ben lévő csíkjának vízszintes hosszúsága! Ekkor a folyadék a lemez egyik 
oldalára 


b 
F J pe(la csík aljának távolsága a folyadékfelszíntől) - L(y)dy (6.34) 





nagyságú erőt fejt ki. 


1. PÉLDA: A folyadékban ható erő kiszámítása 

Egyenlő szárú, derékszögű háromszög alakú lemez merül függőlegesen, alapjá- 
val felfelé a vízbe. A háromszög alapja 6 m, magassága 3 m. Az alapél 2 m-re 
van a víz felszínétől. Mekkora erőt fejt ki a víz a lemez egyik lapjára? 


Megoldás: A koordinátarendszert úgy vesszük fel, hogy origója essen egybe 
a háromszöglap alsó csúcspontjával, függőleges tengelye pedig a háromszöglap 
szimmetriatengelyével (6.67. ábra). Így a vízfelszín az y — 5, a háromszög ala- 
péle pedig az y — 3 egyenlettel adható meg. A lemez jobb oldali csúcspontja az 
y — x egyenesen fekszik, koordinátája a (3,3) pont. Az y szinten fekvő keskeny 
sáv hossza: 
L(y) — 2x — 2y. 

Ez a sáv (5 —y) mélyen van a felszín alatt. Ezért a (6.34) képlettel a víz a lemez 
egyik oldalára 


F — 1 pgla sáv távolsága a vízfelszíntől) - L(y) dy — 


elői A szag ér 


1000. 10(5 — y)2y dy — 20000 /. §y— ő) dyz 


3 
— 20000 Sa — 270 KN 
E 3 [d 


erővel hat. [] 


A folyadék által kifejtett erő és a súlypont 


Ha ismerjük egy függőlegesen folyadékba merített lemez súlypontját (6.68. 
ábra), akkor egyszerűbben is meghatározhatjuk a lemez egyik oldalára ható erő 
nagyságát. A (6.34) képletből 


F — J pe(a sáv távolsága a vízfelszíntől) - L(y) dy — 


b 
— pe J (a sáv távolsága a vízfelszíntől) - L(y) dy — 


— (pg) a lemeznek a vízfelszín egyenesére vonat- )— 
Ha koztatott tehetetlenségi nyomatéka j 


a lemez súlypontiának 
— (pg) x ( ypontj 


távolsága a vízfelszíntől E (a lemez területe) . 
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A folyadék által kifejtett erő és a súlypont 

A p sűrűségű folyadékba merülő lemez egyik oldalára ható erő a sűrű- 
ségnek, a gravitációs gyorsulásnak, a lemez súlypontja folyadékfelszíntől 
való távolságának és a lemez területének a szorzata: 





F — pehaA. 


(6.35) 


2. PÉLDA: A folyadék által kifejtett erő meghatározása a (6.35) képlet 


alapján 


A (6.35) képlet alapján határozzuk meg az 1. példában szereplő lemezre ható 


erőt! 


Megoldás: A háromszög súlypontja (6.67. ábra) az y-tengelyen, az alap és a 
csúcs távolságának harmadánál van, azaz h — 3. A háromszög területe 


Ezért 


6.7. Feladatok 


A következő feladatokban szereplő folyadékok sűrűségértékeit a 
129. oldalon található táblázatban találjuk meg. 

1.  Háromszög alakú lemez: Határozzuk meg az 1. példá- 
ban szereplő lemez egyik oldalára ható erőt az itt látható koordi- 
nátarendszerben számolva! 







mélység Ily] 


2.  Háromszög alakú lemez: Határozzuk meg az 1. példá- 
ban szereplő lemez egyik oldalára ható erőt az itt látható koordi- 
nátarendszerben számolva! 


vizfelszin 


3.  Háromszög alakú lemez: Az 1. példában szereplő le- 
mezt még 2 m-rel lejjebb süllyesztjük. Mekkora lesz most a le- 
mez egyik oldalára a folyadék által kifejtett erő? 

4. . Háromszög alakú lemez: Az 1. példában szereplő le- 
mezt feljebb húzzuk úgy, hogy felső éle a vízfelszín magasságá- 


A — - (alap) (magasság) — 56 379. 
F — pehA — (1000)(10)(3)(9) — 270KN. L] 
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ban legyen. Mekkora lesz most a lemez egyik oldalára a folyadék 
által kifejtett erő? 


5. Háromszög alakú lemez: Ázitt látható, háromszög alakú 
lemez függőlegesen 1 m mélyen merül egy tő vízszintje alá. 


(a) Határozzuk meg a lemez egyik oldalára ható erőt! 


(b) Mekkora lesz ez az erő, ha a lemez nem édesvízbe, ha- 
nem tengervízbe merül? 

vizfelszin 

4m as lm 
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- 
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6.  Elforgatott háromszöglemez: Az 5. feladatban szereplő 
lemezt 1807-kal elforgatjuk a AB egyenes körül. Így, amint ez 
az ábrán is látható, a lemez egy része kiáll a vízből. Mekkora 
erőhatást fejt ki most a víz a lemez egyik oldalára? 





7. A New England akvárium: A bostoni New England ak- 
várium tartályainak üvegablakai 158 cm szélesek, felső élük 1,2, 
alsó élük pedig 84 cm-re van a vízszinttől. Mekkora erőhatás éri 
az üvegfelületet? (Az üveg I,9 cm vastag, az akvárium falai pe- 
dig 10 cm-nyit kilógnak a vízből, nehogy a halak kiugorjanak.) 


8. — Haltartály: 1 m magas, I m x 2 m alapterületű haltar- 
tályban 80 cm víz van. 
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(a) Határozzuk meg a tartály oldallapjaira és aljára ható 
erőt! 

(b) Mekkora erő hat a tartály aljára akkor, ha a tartályt le- 
fedjük és oldalára fordítjuk úgy, hogy valamelyik négyzet 
alakú lapja legyen alul? (A víz nem folyik ki.) 


9. — Félkör alakú lemez: 2 m átmérőjű félkör alakú lemezt 
merítünk függőlegesen a vízbe úgy, hogy az átmérője épp a VÍZ- 
felszínen legyen. Számítsuk ki, mekkora erőt fejt ki a víz a lemez 
egyik oldalára! 


10. Atejszállító teherautónak 2 m átmérőjű, egyenes körhenger 
alakú tartálya van (a henger természetesen el van fektetve). Mek- 
kora erőt fejt ki a tej a tartály két végére akkor, ha a tartály félig 
van tejjel? 


11. Az ábrán látható, kocka alakú fémtartály alján parabola 
alakú leeresztő nyílás van, amely 800 N erőhatásnak képes el- 
lenállni. A tartályban 800 kg/m? sűrűségű folyadékot fognak tá- 
rolni. 
(a) Mekkora erő hat a nyílásra, amikor a folyadékszint 
06 m? 
(b) Legfeljebb milyen magas lehet a tartályban a folyadék- 
szint a retesz megrepedésének veszélye nélkül? 
b 2m 





gy 





(—0,3; 0,3) (0,3; 0,3) 


12 mm 


parabolikus nyílás 


a nyílás kinagyítva 


12. Ázitt látható, téglatest alakú tartály alján 30 cm x 30 cm 
nagyságú ablak van 30 cm-re a tartály aljától. Az ablak 1560 N 
erőhatásra van méretezve, 


(a) Mekkora erő hat az ablakra, amikor 0,9 m folyadék van 
a tartályban? 


(b) Mennyire lehet feltölteni a tartályt, hogy ne lépjük túl 
az ablak teherbíróképességét? 





13. Az itt látható vályú két vége 33333 N erőhatásnak képes 
ellenállni. Hány köbméter vizet tölthetünk biztonságosan a tar- 
tályba? Kerekítsünk ! 

124 maj 






"Om 


ia A vályú térbeli 


A vályú véglapja vázlata 





14. Az alább látható, téglatest alakú medencébe 27 m?/óra se- 
bességgel folyik be a víz. 
(a) Számítsuk ki, mekkora erő hat a háromszög alakú víz- 
záró reteszre 9 órával a feltöltés megkezdése után! 


(b) A retesz 2600 N erőhatásnak képes ellenállni. 
Mennyire lehet feltölteni a medencét a retesz beszakadásá- 
nak veszélye nélkül? 





Háromszög alakú retesz 





(-ú,3; 0,3) (0,3; 0,3) 


A retesz kinagyított képe 


15. a hosszúságú és b szélességű, téglalap alakú lemez merül 
függőlegesen p sűrűségű vízbe úgy, hogy hosszabbik oldala pár- 
huzamos a vízfelszínnel. Határozzuk meg a lemezre ható nyomás 
átlagértékét! Eredményünket értelmezzük! 


16. (A 15. feladat folytatása.) Mutassuk meg, hogy a lemez 
egyik oldalára a folyadék által kifejtett erő egyenlő a nyomás 
átlagértékének és a lemez felszínének a szorzatával! 


17. Az ábrán látható tartályba vizet engedünk. A tartály met- 
szete egy 1,2 m átmérőjű félkör. A tartály egyik vége mozgat- 
ható, de a mozgó véghez kívülről egy rugó van rögzítve. A ru- 
góállandó 1000 N/m. Eléri-e a mozgatható vég a nyílást, még 
mielőtt a tartály megtelik? 


mozgatható — a tartályban 


vég lévő viz 









a li TÉZZÉTTZT VE 
vízelvezető — teak mozgatható szaz 
nyilás Vég i B 


oldalnézet 





vízelvezető 
nyilás 


18. Itatóvályú: Egy itatóvályú véglapjai 0.9 m oldalhosszú- 
ságú négyzetek. 
(a) Számítsuk ki, mekkora erő hat a véglapokra, amikor a 
vályú tele van vízzel! 


(b) Mennyivel kell csökkenteni a vízszintet, ha a végla- 
pokra ható erőt 2596-kal akarjuk csökkenteni? 


19. Tejesdoboz: Átéglatest alakú tejesdoboz alapja 5,5 cm x 
x 9 cm, és magassága 19,5 cm. Mekkora erő hat az egyes oldal- 
lapokra, amikor a doboz tele van? 


EGET eg? ee e zll VESSE ÉL ELET e ET ret e sállal TTKÉGÉEHKÉKETKÉTETEÉ 





f- mesg ő — me — ém em rt 





20. Olajosdoboz: Az étolajosdoboz alapjának szabványos 
mérete 14,5 cm x 9 cm, magassága 25 cm. Mekkora erő hat az 
egyes lapokra, amikor a bödön tele van? 


21. Tartály: Egy tartály véglapjai az ábrán látható, egyenlő 
szárú háromszög alakúak, 


x 





(a) Számítsuk ki, mekkora erő hat a véglapokra, amikor a 
tartály tele van vízzel! 


(b) Mennyivel kell csökkenteni a vízszintet, ha a végla- 
pokra ható erőt a felére akarjuk csökkenteni? 





6. fejezet — Áttekintő kérdések 


1. Hogyan értelmezzük és hogyan számítjuk ki egy test térfo- 
gatát a felszeletelős módszerrel? Mutassunk egy példát! 


2. Hogyan származtathatjuk a térfogat kiszámítására alkalma- 
zott korongmódszert és gyűrűmódszert a felszeletelős módszer- 
ből? Adjunk meg egy-egy példát mindhárom térfogatszámítási 
módszerre! 


3. Írjuk le a hengerhéj-módszert! Adjunk rá példát! 


4. — Hogyan értelmezzük az x — f(t), y — elt), a 2t c b pa- 
raméteres sima görbe ívhosszát? Mi köze a simaságnak az Ív- 
hosszhoz? Mi egyebet kell tudnunk a paraméteres görbéről ah- 
hoz, hogy kiszámíthassuk az ívhosszát? Adjunk példát! 


5. — Hogyan számítjuk ki egy zárt intervallumon sima függvény 
grafikonjának hosszát? Mutassunk rá példát! Mit tudunk mon- 
dani az olyan függvényekről, amelyeknek első deriváltja nem 
folytonos? : 


6. Mi a súlypont? 
7. Hogyan határozzuk meg egy vékony, egyenes pálca vagy 
szalag súlypontját? Mutassunk egy példát! Ha az anyag sűrűsége 


állandó, nyomban meg tudjuk mondani a súlypont helyét! Hol 
van? 


a mg e e e — 


6. fejezet Gyakorló feladatok 
Térfogat 


Az 1-16. feladatokban a testek térfogatát kell meghatározni. 


1. A test az x-tengelyre merőleges x — 0 és x — 1 síkok között 
fekszik. E két sík közé eső, az x-tengelyre merőleges síkmetsze- 
tei olyan körlapok, amelyek átmérője az y — x? parabola és az 
y — y/x parabola között van. 


2. — A test alaplapja egy első síknegyedbeli tartomány, amelyet 
az y — x egyenes és az y — 24/x parabola határol. A test x- 
tengelyre merőleges síkmetszetei egyenlő oldalú háromszögek, 


fnülezetműlnttettettatkeűnidinűjeítnűntűtmtaitntetkáailaettéleötnéük en ME e menüzzözzükattai ellattalíainkak nműtyéltei önezjilzz etzt ösze elíasztsjt állták 
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(c) Számít-e valamit, hogy milyen hosszú a tartály? Vála- 
szunkat indokoljuk! 


22. Egy gát víz felőli oldala téglalap alakú, melynek csúcsait 
jelöljük A-val, B-vel, C-vel és D-vel. AB — CD — 100 m, AD — 
- BC — 26 m. A víz felőli oldal nem függőleges, hanem a mel- 
lékelt ábrán látható dőlése van, azaz a gát alul 24 m-rel széle- 
sebb mint felül. Számítsuk ki, mekkora erőt fejt ki a víznyomás 
a gátra, ha a vízszint a gát tetejénél van! 





8. Hogyan határozzuk meg egy vékony síklemez súlypontját? 
Mutassunk egy példát! 


9. — Hogyan értelmezzük és számítjuk ki azy— f(x) azxcb 
sima függvény grafikonjának x-tengely körüli megforgatásával 
előállított felület felszínét? S ha az y-tengely körül forgatunk? 
Mutassunk példákat! 


10. Milyen feltételek mellett tudjuk meghatározni annak a for- 
gásfelületnek a felszínét, amelyet az x— f(t) y— elt) azrcb 
görbe x-tengely körüli forgatása generál? S ha az y-tengely a for- 
gástengely? Adjunk meg példákat! 


11. Mit mond ki Papposz két tétele? Mutassunk példát, hogyan 
lehet felhasználni ezeket a tételeket felszín- és térfogatszámításra 
illetve a súlypont meghatározására! 


12. Hogyan értelmezzük és hogyan számítjuk ki az x-tengely 
egy szakaszán ható, x irányú, változó nagyságú erő által végzett 
munkát? Hogyan számítjuk ki egy folyadékkal teli tartály kiürí- 
téséhez szükséges munkát? Adjunk meg példákat! 


13. Hogyan számítjuk ki a folyadék által az edény oldalfalára 
gyakorolt erőt? Mutassunk rá egy példát! 


amelyek egyik csúcsa az egyenesen, másik csúcsa pedig a gör- 
bén van. 


3. A test az x-tengelyre merőleges x — 174 és x — 57c/4 síkok 
között fekszik. Sikmetszetei olyan körlapok, amelyek átmérőjé- 
nek végpontja az y — 2cosx, illetve az y — 2sinx görbéken van 
rajta. 


4. A test az x-tengelyre merőleges x — 0 és x — 6 síkok között 
fekszik. Sikmetszetei olyan négyzetek, amelyek egyik oldalélei 
az x-tengely és az x1/2 4-y1/? — 46 görbe között húzódnak. 
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5. A test az x-tengelyre merőleges x — Ü és x — 4 síkok kö- 
zött fekszik. Sikmetszetei olyan körlapok, amelyek átmérője az 
x" — 4y és az y" — 4x görbék között halad. 


6. — A test alaplapja az xy-síkon az y" — 4x és az x — 1 egyenes 
által határolt tartomány. Áz x-tengelyre merőleges valamennyi 
síkmetszete egyenlő oldalú háromszög, mely háromszögek egyik 
oldala az xy-síkban van. (A háromszögek az xy-síknak ugyan- 
azon az oldalán fekszenek.) 


7. Számítsuk ki annak a testnek a térfogatát, amely az x- 
tengely, az y — 3x görbe, az x — 1 egyenes és az x — —1 egye- 
nes által határolt tartomány (a) x-tengely, (b) y-tengely, (c) x— 1 
egyenes, (d) y — 3 egyenes körüli forgatásával áll elő! 


8. — Számítsuk ki annak a testnek a térfogatát, amely az y — 4/x? 
görbe, az x — 1 egyenes és az y — 1/2 egyenes által határolt ,,há- 
romszögtartomány" (a) x-tengely, (b) y-tengely, (c) x — 2 egye- 
nes, (d) y — 4 egyenes körüli forgatásával áll elő! 


9. Számítsuk ki annak a testnek a térfogatát, amely az x — 
— y" 1 parabola és az x — 5 egyenes által határolt tartomány 
(a) x-tengely, (b) y-tengely, (c) x — 5 egyenes körüli forgatásával 
áll elő! 


10. Számítsuk ki annak a testnek a térfogatát, amely az y" — 4x 
parabola és az y — x egyenes által határolt tartomány (a) x- 
tengely, (b) y-tengely, (c) x— 4 egyenes, (d) y — 4 egyenes körüli 
forgatásával áll elő! 


11. Határozzuk meg annak a testnek a térfogatát, amely úgy ke- 
letkezik, hogy az x-tengely, az x — 1/3 egyenes és az y —tgx 
görbe által határolt, első síknegyedbelti , háromszögtartományt" 
megforgatjuk az x-tengely körül! 


12. Számítsuk ki annak a testnek az térfogatát, amely az y — 
— sinx görbe és az x — Ü, x — m, y — 2 egyenesek y — 2 körüli 
megforgatásával állítható elő! 


13. Számítsuk ki annak a testnek az térfogatát, amely az x- 
tengely és azy —x? — 2x görbe (a) x-tengely, (b) y— —1 egyenes, 
(c) x — 2 egyenes, (d) y — 2 egyenes körüli megforgatásával ál- 
lítható elő! 


14. Számítsuk ki annak a testnek a térfogatát, amelyet az y — 
— 2tgx, y — 0, x— —r/4 és x — r/4 által határolt tartomány 
x-tengely körüli megforgatása generál! (A tartomány az első és a 
harmadik síknegyedben fekszik és csokornyakkendőre emlékez- 
tet.) 


15. Lyukas gömb térfogata: 2 m sugarú gömbbe annak kö- 
zéppontján keresztül v3 m sugarú kerek lyukat fúrunk. Számít- 
suk ki, hogy a fúrással mennyi anyagot távolítunk el a gömb bel- 
sejéből! 


16. Rögbilabda térfogata: A rögbilabda keresztmetszete az 
ábrán látható ellipszis. Határozzuk meg a térfogatát! Kerekít- 
sünk! 





Görbe ívhossza 


Határozzuk meg a görbék ívhosszát (17—23. feladat)! 
17. y—x2 (1/3960? 1£xc4 

18. xzyő lgye8 

19. y—(5/12)x6/5 — (5/8)j4/5 1 €x 232 

20. x—(y/12)4-(1/).19yS2 

21. x—5cost—cos5St,y—S5sint—sinSt, 0£t 2 m/2 
22. x—?—6? y—P bőr 0cte1 

23. x—3cos0,y—35in0,0cocig 


24. Számítsuk ki az ábrán látható x — 12, y — (1/3) —t hu- 
rok hosszát! A hurok kezdőpontja a ! — -/3 3 pont, végpontja 
ar — v3 pont. 





Súlypont és tömegközéppont 


25. Határozzuk meg az y — 2? és y— 3— 9? parabolák által 
határolt tartományt lefedő vékony síklemez súlypontját! 


26. Határozzuk meg az x-tengely, az x — 2 és x — —2 egyene- 
sek valamint az y — x? parabola által határolt tartományt lefedő 
vékony síklemez súlypontját! 


27. Határozzuk meg az y-tengely, az y — 4 egyenes és az y — 
— x7 /4 parabola által határolt első síknegyedbeli , háromszög- 
tartományt" lefedő vékony síklemez súlypontját! 


28. Határozzuk meg az y" — x parabola és az x — 2y egyenes 
által határolt tartományt lefedő vékony síklemez súlypontját! 


29. Határozzuk meg az y?" — x parabola és az x — 2y egyenes ál- 
tal határolt tartományt lefedő vékony siklemez tömegközéppont- 
ját, ha a sűrűségfüggvény ő(y) — 1 4-y. (Használjunk vízszintes 
sávokat!) 


30. (a) Határozzuk meg az y — 3/x2/? görbe és az x-tengely 
x—- 1 és x — 9 közé eső darabja által határolt tartományt 
lefedő, állandó sűrűségű vékony lemez tömegközéppontját! 


(b) Határozzuk meg a lemez tömegközéppontját abban az 
esetben, ha a sűrűség nem állandó, hanem ő(x) — x! (Hasz- 
náljunk függőleges sávokat!) 


Forgásfelületek felszíne 


Határozzuk meg a görbék adott tengely körüli megforgatásával 


előállított felületek felszínét (31—36. feladat)! 
31. y— vV2xt1, 0€x£ 3, x-tengely 
32. y—H/3, 0£Zx£ Il; x-tengely 


33. x— V/4y—y?, 1€ye 2; y-tengely 
34. x— /y, 2£ys 6; y-tengely 


35. x—t"/2,y—2t, 0€t c VS; x-tengely 
36. x—r41/(2f)vy—dvt, 1/v2eEtéE£ 1; y-tengely 


Munka 


37. Egy hegymászó készül felhúzni magához 100 N súlyú fel- 
szerelését, amely 40 m-rel alatta egy kötélen csüng. A kötél 1 
m-es darabja 0,8 N-t nyom. Mennyi munkát fog végezni? ( Úr- 
mutatás: Számoljunk külön a felszereléssel és külön a kötéllel, 
aztán a két eredményt adjuk össze!) 


38. Egy teherautósofőr a Mt. Washington lábától 3 m?-és tar- 
tályban vizet szállít a hegy csúcsára. A csúcson veszi észre, hogy 
a tartály csak félig van. Teli tartállyal indult, egyenletesen haladt 
felfelé és 50 perc alatt tette meg az 1300 m-nyi szintkülönbsé- 
get. Mennyi munkát végzett a víz felszállításával, ha a tartályból 
egyenletes ütemben folyt ki a víz? Tekintsünk el attól, hogy a ka- 
miont és saját magát is fel kellett szállítania a hegyre, most csak 
a vízzel törődjünk! 


39. Rugó megnyújtása: Ha 100 N erő 0,3 méterrel nyújtja 
meg a rugót, mennyi munkát végez ez az erő? Mennyi munkát 
végez, ha kétszer ennyivel nyújtja meg? 


40. Garázsajtórugó: A garázsajtó rugóját 200 N erő 0,8 mé- 
terrel nyújtja meg. Mennyire nyújtja meg 300 N nagyságú erő? 
Mennyi munkát végez ez az erő a nyugalmi állapottól eddig a 
hosszig? 


41. Víztartály kiszivattyúzása: Csúcsával lefelé mutató 
egyenes körkúp alakú víztartály mélysége 6 m, alapkörének át- 
mérője 2.4 m. A tartály vízzel van tele. Mennyi munkát kell vé- 
geznünk, ha a tartály teljes tartalmát 1,8 m-rel annak felső szintje 
fölé akarjuk szivattyúzni? 


42. Víztartály kiszivattyúzása: (A 41. feladat folytatása.) A 
tartály 1,5 m magasságig van megtöltve, és ugyanolyan magas- 
ságra kell szivattyúzni a vizet, mint az előző feladatban. Mennyi 
munkát kell végezni? 


43. Kúp alakú tartály: Csúcsával lefelé fordított egyenes 
körkúp alakú tartály peremének sugara 1,5 m, mélysége 3 m. A 
tartály 1010 kg/m? sűrűségű folyadékkal van megtöltve. Mennyi 
munkát kell végeznünk, ha a tartályban lévő folyadékot a tartály 
peremétől számítva 0.6 m magasságra akarjuk kiszivattyúzni? 
Mennyi ideig tart a tartály kiürítése, ha a szivattyút működtető 
motor teljesítménye 400 W? 
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44. Hengeres tartály kiszivattúzása: Egy tárolótartály egye- 
nes körhenger alakú, alkotója 6 m, átmérője 2.4 m. A henger el 
van fektetve, és félig van 913 kg/m" sűrűségű olivaolajjal. Hatá- 
rozzuk meg, mennyi munkát kell végezni a tartály kiürítéséhez 
egy olyan csövön keresztül, ami a tartály aljáról indul, és az ola- 
jat a tartály tetejétől számítva 1,8 m magasra kell szivattyúzni! 


Folyadék által kifejtett erő 


45. Vizesvályú: Az ábrán látható háromszöglemez egy víz- 
zel teli vályú véglemeze. Mekkora erőhatást fejt ki a víz erre a 
lemezre? 





46. Juharszirupvályú: Az itt látható trapéz alakú lemez 
(adatok cm-ben) egy olyan vályúnak a véglapja, amely 1,2 
gramm/cm? sűrűségű juharsziruppal van megtöltve. Mekkora 
erőt fejt ki a szirup erre a véglemezre, ha a szirup 0.8 cm ma- 
gasan áll a vályúban? 





47. Parabola alakú nyílásrahatóerő: Egy gát oldalán olyan 
parabola alakú kémlelőnyílás van, melyet az y — 7,5x? görbe va- 
lamint az y — 1,2 egyenes határol. A nyílás teteje 1,5 m-rel van a 
vízszint alatt. Számítsuk ki, mekkora erővel nyomja a víz a kém- 
lelőnyílást! 


NI 48. Egy téglatest alakú tartályban higanyt (sűrűsége 13600 


kg/m?) szeretnénk tárolni. Az alaplap négyzet alakú, 0,09 mé, 
és a teljes belső falfelület összesen 180000 N erőhatásnak képes 
ellenállni. Kb. hány liter higanyt tárolhatunk egyszerre a tartály- 
ban? 


49. Az ábrán látható tartály kétféle, egymással nem keveredő, 
Pi, illetve pa sűrűségű folyadékkal van megtöltve. Határozzuk 
meg az ABCD lemez egyik oldalára ható erő nagyságát! A B és 
a D pont a két folyadék határfelületén fekszik, a négyzet oldal- 
hossza 6v2 em. 


""H Az. folyadék 
1 sűrűsége —Wj 


—" J] A2. folyadék 
] SÜT ÜSS ége — Wa 





50. Az ábrán látható egyenlő szárú trapéz alakú lemezt függő- 
legesen vízbe merítjük úgy, hogy felső éle 1,2 m-rel legyen a 
vízfelszíntől. Határozzuk meg a lemez egyik oldalára ható erő 
nagyságát kétféle módon: 
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(a) egy alkalmasan megválasztott integrál kiszámításával, 


(b) úgy, hogy a lemezt egy paralelogrammára és egy 
egyenlő oldalú háromszögre vágjuk, meghatározzuk azok 
súlypontját, majd alkalmazzuk az F — pghA képletet. 
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Méretek méterben 
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6. fejezet . Az anyag alaposabb elsajátítását segítő további feladatok 


Térfogat és hosszúság 


1. Úgy generálunk egy testet, hogy az x-tengely körül megfor- 
gatjuk az y — f(x) folytonos és pozitív függvény grafikonja, az 
x-tengely, az x — a rögzített egyenes ésazr— b b7 a vál- 
tozó egyenes által határolt tartományt. Ennek térfogata bármely 
b esetén b" — ab lesz. Határozzuk meg f(x)-et! 


2. Az wocx-téngely körül megforgatjuk az y — f(x) folytonos és 
pozitív függvény grafikonja, az x-tengely, az x — 0 egyenes és az 
x — a egyenes által határolt tartományt, Az így előállított test tér- 
fogata bármely a — 0 esetén a? 4- a lesz. Határozzuk meg f(x)-et! 


3. — Tegyük fel, hogy a monoton növekvő f(x) függvény x 2 0 
esetén sima, továbbá f(0) — a. Jelölje s(x) az f függvény gra- 
fikonjának hosszát a (0,a) és (x,flx))  x 5 0 pontok között. 
Keressük f(x)-et, ha s(x) — Cx valamilyen C állandóval! Milyen 
értékek engedhetők meg C számára? 


4. (a) Mutassuk meg, hogy 0 — a £ m/2 esetén 
b 
J V14cos20da 5 V az 2 sin ar! 
0 


(b) Általánosítsuk a feladat (a) részének eredményét! 


Tehetetlenségi nyomaték és 
tömegközéppont 


5, — Határozzuk meg a súlypontját annak a tartománynak, ame- 
lyet alulról az x-tengely, felülről pedig az y — 1 —3" görbe hatá- 
rol (n pozitív páros szám)! Mi lesz a súlypont határhelyzete, ha 


n— on? 


6. Nyerges vontatóval olyan 4 m-es farönköket szállítanak, 
amelyek kerülete alul 108 cm, felül 67 cm. Hol van a rönk tö- 
megközéppontja? A rönköket akkor lehet biztonságosan rögzí- 
teni, ha a tömegközéppontjuk a hátsó tengelytől legalább 1 m-re 
előre van. 


7. — Tegyük fel, hogy az A területű és ő sűrűségű vékony fém- 
lemez lefedi az xy-sik egy R tartományát. A lemez y-tengelyre 
vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka legyen My. Mutassuk meg, 
hogy a lemez x — b egyenesre vonatkozó tehetetlenségi nyoma- 
téka 


(a) M), — bő4, ha a lemez az egyenestől jobbra helyezke- 
dik el, 


(b) bőA — M,, ha a lemez az egyenestől balra helyezke- 
dik el! 


8. . Határozzuk meg az y" — 4ax görbe és az x — a egyenes (a 
pozitív állandó) által határolt tartományt fedő vékony lemez tö- 
megközéppontját, ha a lemez (x,y) pontbeli sűrűsége arányos (a) 
x-szel, (b) ly[-nal! 


9. (a) Határozzuk meg annak az első siknegyedbeli tarto- 
mánynak a súlypontját, amelyet két koncentrikus kör és a 
koordinátatengelyek határolnak, amennyiben a körök su- 
gara a és b, 0 - a z b, középpontjuk pedig az origóban van! 


(b) Határozzuk meg a súlypont határhelyzetét abban az 
esetben, ha a b-hez tart, majd gondoljuk végig, mit jelent 
az eredmény! 


10. 30 cm élhosszúságú négyzet egyik sarkát levágjuk. A levá- 
gott háromszög területe 225 cm?. A megmaradt rész súlypontja 
17,5 cm-re van az eredeti négyzet egyik olyan oldalától, amiből 
levágtunk. Mekkorák az oldalakból levágott hosszak? Milyen tá- 
vol lesz a súlypont a többi megmaradt éltől? 


Felszín 


11. Azy—2.4x görbe pontjaiban az xy-síkra merőleges y — h 
hosszúságú szakaszokat állítunk (lásd a mellékelt ábrát). Hatá- 
rozzuk meg annak a felületnek a felszínét, amelyet ezek a szaka- 
szok rajzolnak ki a (0,0) és (3,243) közé eső tartományban! 

gy 





12. Az a sugarú kör pontjaiban a kör síkjára merőlegesen k, 
hosszúságú szakaszokat állítunk, ahol k, a kör (a,0) pontjától 
annak P pontjáig mért körív hossza az óramutató járásával el- 
lentétes irányban mérve. Határozzuk annak a felületnek a felszí- 
nét, amelyet e merőleges szakaszok súrolnak, miközben az (a, 0) 
pontból indulva egyszer bejárjuk a körívet! 
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Munka 


13. Azm tömegű test az x-tengely irányában a gyorsulással mo- 
zog a változó nagyságú F(t) —t? erő hatására, és az x — 0 pont- 
ból az x — h pontba jut. Határozzuk meg a végzett munkát! 

14. Munka és mozgási energia: Helyezzünk egy 45,5 gram- 
mos golflabdát függőleges helyzetű k — 360 N/m rugóállandójú 
rugóra. A rugót 15 cm-rel összenyomjuk, aztán elengedjük. Mi- 
lyen magasra jut a golflabda? 


Folyadék által kifejtett erő 


15. Az ABC háromszöglapot függőlegesen vízbe merítjük. Az 
AB él I,2 m hosszú és 1,8 m-rel van a vízfelszín alatt. A C 0,6 
m-rel van a vízfelszín alatt. Számítsuk ki, mekkora erőt fejt ki a 
víz a lap egyik oldalára! 


16. Négyszögletes lemezt függőlegesen folyadékba merítünk 
úgy, hogy felső éle párhuzamos legyen a vízfelszínnel. Mutas- 
suk meg, hogy a lemez egyik oldalára ható erő egyenlő a lemez 
alsó és felső élénél ható nyornás átlagértékének és a lemez terü- 
letének a szorzatával! 


17. A folyadékba merülő síklap nyomásközéppontja az a pont, 
amely pontba a folyadék által a síklapra ható erőt összponto- 
sítva annak tehetetlenségi nyomatéka egyetlen, a síkban fekvő 
tengelyre nézve sem változik meg. Határozzuk meg, milyen mé- 
lyen van a nyomásközéppontja (a) annak a h magasságú és b 
szélességű téglalapnak, amelynek felső éle a vízfelszínen van; 
(b) annak a h magasságú és b oldalhosszúságú háromszögnek, 
amelynek b-vel szemközti csúcsa a távolságra, b oldala pedig 
(ah) távolságra van a vízfelszíntől! 


8, 


ő 


eü Iranszcendens függvények 





ÁTTEKINTÉS: A függvényeket az 1.4. alfejezetben két nagy csoportba osz- 
tottuk: algebrainak neveztük a polinomfüggvényeket, valamint a polinomfügg- 
vényekből összeadással, kivonással, szorzással, osztással, hatványozással vagy 
gyökvonással megkapható függvényeket. A nem algebrai függvényeket transz- 
cendens függvényeknek neveztük. A trigonometrikus, az exponenciális, a loga- 
ritmus- és a hiperbolikus függvények — az inverzeikkel együtt — mind transzcen- 
dens függvények. 

Transzcendens függvényekkel az analízisben lépten-nyomon találkozhatunk. 
Ilyen függvények írják le — többek között — a populációk növekedését, a rezgő- 
és a hullámmozgást, a számítógépes algoritmusok hatékonyságát és a különféle 
szerkezeti elemek stabilitását. Ebben a fejezetben fontos transzcendens függvé- 
nyekkel ismerkedünk meg, vázoljuk a grafikonjukat, és meghatározzuk a legfon- 
tosabb jellemzőiket, továbbá a deriváltjukat és az integráljukat. 





Inverz függvény deriváltja 


Azt a függvényt, amely egy adott f függvény hatását , semlegesíti", f inverzé- 
nek nevezzük. Sok ismert függvény van — ha nem is mind ilyen —, amelynek lé- 
tezik inverze. Az inverz függvények gyakran előkerülnek bizonyos határozatlan 
integrálok, illetve differenciálegyenletek megoldásának képletében. Áz inverz 
függvény fogalma alapvető szerepet játszik a logaritmus- és az exponenciális 
függvények elméletében, amint azt a 7.3. alfejezetben hamarosan látni 15 fogjuk. 


Injektív függvények 


Egy függvény olyan szabály, amely az értelmezési tartomány minden eleméhez 
hozzárendeli az értékkészlet egy elemét. Vannak olyan függvények, amelyek 
ugyanazt az értéket az értelmezési tartomány több eleméhez is hozzárendelik. 
Az f(x) — 3 függvény például az 1-hez és a —1-hez is az 1-et rendeli, 1/3 
és 21c/3 szinusza pedig egyaránt V3/2. Olyan függvények is vannak, amelyek 
minden függvényértéket csupán egyszer vesznek fel. Különböző (nemnegatív) 
számok négyzetgyöke például mindig különböző. Azokat a függvényeket, ame- 
lyek az értelmezési tartományuk különböző elemeihez különböző értékeket ren- 
delnek, injektív (alkalmanként , egy-egyértelmű") függvényeknek nevezzük. Az 
ilyen függvények minden függvényértéket pontosan egyszer vesznek fel. 


DEFINÍCIÓ: Injektív függvény 


A f(x) függvényt a D halmazon injektívnek nevezzük, ha tetszőleges 
X1,x2 € D esetén abból, hogy xi / x2, f(xi1) A f(xa) következik. 





140 — 7.fejezet Transzcendens függvények 





Injektív függvények: a grafikon a vizszintes 
egyeneseket legfeljebb egy pontban metszi. 





Mem injektiv függvények: a grafikonok némelyik 
vizszintes egyenest több pontban metszik. 


7.1. ÁBRA: Az y — 3? és az y — VX függvényekről a horizontális teszt alapján 
is láthatjuk, hogy teljes értelmezési tartományukon — a (oo,oo), illetve a (0, 00) 
halmazon — injektívek. Az y — x? és az y — sinx függvény ezzel szemben — 
teljes, (—ca, 00) értelmezési tartományán legalábbis — nem injektív. 


1. PÉLDA: Függvények , injektivitási tartománya" 


(a) Az f(x) — vx függvény injektív a nemnegatív valós számok halmazán, 
mivel különböző xy és xa nemnegatív számok esetén f(xi) é f(x2). 

(b) A g(x) — sinx a [0.7] intervallumon nem injektív, hiszen (például) 
sin(r/6) — sin(51r/6). A g(x) függvény mindazonáltal injektív a (0, 1/2] 
intervallumon, mivel itt szigorúan növekvő. 


Egy y — f(x) injektív függvény grafikonjának bármely vízszintes egyenes- 
sel legfeljebb egy közös pontja lehet. Ha ugyanis van olyan vízszintes egyenes, 
amely f grafikonját több pontban metszi, akkor van olyan y-érték, amelyet f 
legalább két helyen felvesz (7.1. ábra). 





Horizontális teszt 
Egy y — f(x) függvény pontosan akkor injektív, ha a függvény grafikonja 


egyetlen vízszintes egyenest sem metsz egynél több pontban. 


Inverz függvény 


Egy injektív függvény esetében minden kimenet pontosan egy bemenethez tar- 
tozik, így a függvény , hatása" megfordítható: minden kimenethez egyértelműen 
megadható a hozzá tartozó bemenet. 


DEFINÍCIÓ: Inverz függvény 
Legyen az f injektív függvény értelmezési tartománya a D, értékkészlete 
pedig az R halmaz. Az f függvény f"! inverzét az 


f"(a-beflb)—a 


összefüggéssel értelmezzük. Az ff"! függvény értelmezési tartománya az 
R, értékkészlete pedig a D halmaz. 
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Az f függvény értelmezési tartománya tehát az f ! függvény értékkészlete, 
f értékkészlete pedig f-! értelmezési tartománya. Figyeljünk arra, hogy a —1 
nem kitevő: f-!(x) nem az 1/ f(x) függvényt jelöli. 

Ha az x értékre az f függvényt alkalmazzuk, majd f(x)-re az f-! függvényt, 
akkor azt kapjuk, amiből kiindultunk: x-et. Hasonlóan, ha az f értékkészletének 
egy y elemére előbb f7!-et, majd az így kapott f-!(y)-ra f-et alkalmazzuk, 
akkor az y-t kapjuk vissza. Egy függvénynek az inverzével vett kompozíciója 
tehát mindent változatlanul hagy: 


(f-1ofjlx)—x,  f értelmezési tartományának minden x elemére; és 


(for (ly —y, f7! értelmezési tartományának ( f értékkészletének) 
minden y elemére. 

Csak injektív függvényeknek lehet inverzük. A magyarázat kézenfekvő: ha 
xi / x; esetén f(x) — y és f(xa) — y, akkor f !(y) értékét nem lehet úgy meg- 
határozni, hogy f!(y) — x1 és f7!(y) — x2 egyaránt teljesüljön. 

Ha az f függvény egy / intervallumon növekvő — azaz tetszőleges x1,x2 e! 
esetén xy € xa 5 f(x) c f(x2) —, akkor f injektív az / intervallumon és így van 
inverze. Hasonlóan: a csökkenő függvényeknek is van inverzük (39. feladat). Ha 
egy függvény deriváltja mindenütt pozitív, akkor a Lagrange-féle középértékté- 
tel (4.2. alfejezet) 3. Következménye (4.3. alfejezet) szerint a függvény növekvő, 
és így van inverze. Hasonlóan: ha egy függvény deriváltja mindenütt negatív, 
akkor a függvény csökkenő, és mint ilyen, szintén invertálható. Léteznek mind- 
azonáltal olyan függvények is, amelyek nem növekvők és nem is csökkenők, 
mégis van inverzük: ilyen például az arcsecx függvény, amellyel a 7.7. alfeje- 
zetben ismerkedünk majd meg, vagy pl. az 1/x függvény. 


Az inverz függvény meghatározása 


Az f és az f ! függvények grafikonja szoros kapcsolatban áll egymással. Ha 
egy függvényértéket a függvény grafikonja alapján akarunk meghatározni, ak- 
kor megkeressük az x-tengelyen a megfelelő x értéket, majd az x-tengelyt ebben 
a pontban metsző függőleges egyenesnek a grafikonnal való metszéspontját, ez- 
után a metszésponton át vízszintes egyenest húzunk, amelynek az y-tengellyel 
vett metszete megadja a keresett függvényértéket. Az inverzfüggvény-értékek az 
eljárás megfordításával kaphatók meg: ezúttal az y-tengely megfelelő y pontjá- 
ból indulunk ki, vízszintesen haladunk a grafikonig, majd függőlegesen az x- 
tengelyig, és így megkapjuk az x— f erk (y) függvényértéket (7.2. ábra). 

Ha az f-! függvény grafikonját a hagyományos módon akarjuk ábrázolni 
(amikor tehát az értelmezési tartomány elemei az x-tengely pontjai), akkor nincs 
más teendőnk, mint felcserélni az x- és az y-tengelyt, amit az x-tengellyel 457-os 
szöget bezáró x — y egyenletű egyenesre való tükrözéssel valósíthatunk meg. Az 
f függvény grafikonját erre az egyenesre tükrözve az f-! függvény grafikonját 
kapjuk. Ekkor az f"! (x) függvényértékek a szokásos módon, az x-tengelyről in- 
dulva olvashatók le: először függőlegesen mozgunk a grafikonig, majd vízszinte- 
sen az y-tengelyig, ahol megkapjuk az y — f"!(x) függvényértéket. A 7.2. ábrán 
az f és az f! függvény grafikonjai közötti kapcsolatot tanulmányozhatjuk: ha 
az egyiket az x — y egyenletű egyenesre tükrözzük, akkor a másikat kapjuk. 

Az f függvény f-! inverze tehát két lépésben kapható meg: 


1. Megoldjuk az y — f(x) egyenletet x-re. Így megkapjuk az x— f !(y) 
képletet, amely x értékét y függvényeként adja meg. 


2. A képletben felcseréljük az x és y betűket, az így kapott y — f(x) 
képletben már — ahogy megszoktuk — x jelöli a független, y pedig a függő 
változót. 


2. PÉLDA: Függvény inverzének meghatározása 
Adjuk meg y — 5x -H 1 inverzét mint az x változó függvényét. 
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TARTOMÁNYA 






r-! ÉRTELMEZÉSI 





x x 
ff ÉRTELMEZÉSI TARTOMÁNYA f- ÉRTÉKKÉSZLETE 
(a) Az f függvény x helyen felvett értékét megkapjuk, — (b) Azf! függvény grafikonja / grafikonja alapján az x-, 
ha x-től függőlegesen f grafikonjáig haladunk, illetve y-értékek felcserélésével kapható meg. 
majd az v-tengely felé fordulunk. Ha azt az x-et keressük, amely y-t adta, akkor az v-tengely 
y pontjából vizszintesen a grafikonig, onnan pedig 

függőlegesen az x-tengelyig haladunk. Az f függvény 
értelmezési tartománya az f-! függvény értékkészlete, 

f értékkészlete pedig y"! értelmezési tartománya. 


y 





f7! ÉRTÉKKÉSZLETE 


71 ÉRTELMEZÉSI TARTOMÁNYA 





(c) Ha ff! grafikonját a szokásos módon akarjuk ábrázolni, , (d) majd felcseréljük az x és y betüket. 
akkor előbb f grafikonját az x — y egyenletü Így megkapjuk f-! , normális" grafikonját, az f-! 
egyenesre tükrözzük, függvény értékei ekkor már y-ok, nem pedig x-ek. 


7.2. ÁBRA: Az y — f1(x) grafikon meghatározása az y — f(x) grafikon alapján. 


Megoldás: 
1. ÁAzy-— 2Xx tt 1 egyenletből kifejezzük x-et: 


2y —x12, 
x—2y—2. 





2. A kapott képletben felcseréljük x-et és y-t: y — 2x— 2. 


Fő Fi Az f(x) — 3x -H 1 függvény inverze tehát az f!(x) — 2x—2 függvény. A megol- 
Fi dást könnyen ellenőrizhetjük: a két függvény kompozíciója — mindkét lehetséges 
sorrendben — az identikus leképezés: 


7.3. ÁBRA: Az f(x) — 3xt1 És az 1 

f !(x) — 2x—2 függvény grafikonjai f (f(x) -2 (ee 1) —2—-x1t2—2—x, 

egymásnak az x — y egyenletű egye- 1 

nesre vonatkozó tükörképei. Az egye- f(rf (x)) — —(2x—2) 1—-x—1141—x. 

nesek meredekségei egymás inverzei 2 

(2. példa). A két függvény grafikonját a 7.3. ábra mutatja. [1 


3. PÉLDA: Függvény inverzének meghatározása 
Adjuk meg y — xx 2 0 inverzét mint az x változó függvényét. 
Megoldás: Először kifejezzük x-et y segítségével: 


57-Ve-hl—x, (x 2 0 miatt Ix] — ax). 
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A kapott képletben ezután x helyébe y-t írunk, y helyébe pedig x-et: 


y- VX. 


Az y — 32, x 2 0 függvény inverze tehát az y — v-x függvény (7.4. ábra). 
Vegyük észre ugyanakkor, hogy az összes valós számon értelmezett y — x? 
függvény már nem injektív, minek következtében nem is invertálható. [7 





Differenciálható függvény inverzének deriváltja 
7.4. ÁBRA: Az y — VX És az y — í i új 
— 22, x 2 0 függvények egymás inver- Határozzuk meg a 2. példában szereplő f(x) — 5x--1 és az f függvény f(x) — 


zei (3. példa). - 2x — 2 inverzének deriváltját: 
d d /1 l 
asz lgejeg 
E sz d 


A deriváltak egymás reciprokai. Az f függvény grafikonja az y — 5Xx -- 1 egyen- 
letű egyenes, f-! grafikonja pedig az y — 2x — 2 egyenletű egyenes (7.3. ábra). 
A két egyenes meredeksége egymás reciproka. 

Ebben persze nincs semmi különleges. Egy általános helyzetű (nem függő- 
leges és nem is vízszintes) egyenest az x — y egyenletű egyenesre tükrözve a 
kapott és az eredeti egyenes meredekségei mindig egymás reciprokai. Ha az ere- 
deti egyenes meredeksége m 5 0 (7.5. ábra), akkor tükörképéé 1/m (36. feladat). 

Az f és f-! függvények meredeksége közötti , Teciprok viszony" általában 
is fennáll, a megfelelő pontok meghatározásakor azonban elkél némi óvatosság. 
Ha az y — f(x) függvény meredeksége az (a, f(a)) pontban f"(a) és f (a) A 0, 
akkor az y — f7!(x) függvény meredeksége az (f(a),a) pontban 1/f"(a) (7.6. 
ábra). A b — f(a) helyettesítéssel ekkor a következőt kapjuk: 





y—-mxdtb 
Meredekség — m 


5 (fb) — — 5 


fla Fr 


7.5. ÁBRA: Ha egy (nem függőleges) Ha azonban az y — f(x) függvény grafikonjának az (a, f(a)) pontbeli érintője 
egyenest az x — y egyenletű egyenesre — vízszintes, akkor az f -! inverz függvény (fla), a) pontbeli érintője függőleges, 
tükrözünk, akkor a kapott, illetve az ami azt jelenti, hogy f -! az f(a) helyen nem deriválható. Az 1. Tétel feltétele 
eredeti egyenes meredekségei egymás épp ezért olyan, hogy f 7! a teljes értelmezési tartományán (vagyis f értékkész- 
reciprokai, letén) differenciálható legyen. 






CLT ÉS 2) edeti 
iy— ff) 








A meredekségek egymás reciprokai: (f) (bh) — - A -h (b) — MEN SE 
Tr a BE ki I f f(a) vagy (f ff tb) 


7.6. ÁBRA: Ha két függvény egymás inverze, akkor a megfelelő pontokban vett 
meredekségeik egymás reciprokai. 


144 7.fejezet Transzcendens függvények 





7.7. ÁBRA: Az f7!(x) — v/x függvény 
(4,2) pontbeli meredeksége az f(x) — 
— x? függvény (2,4) pontbeli meredek- 
ségének reciproka (4. példa). 





1]. TÉTEL: Inverz függvény deriváltja 

Legyen f az ! intervallumon értelmezett injektív függvény. Ha f az ! min- 
den pontjában differénciálható és az f/(x) derivált egyetlen pontban sem 
0, akkor az f"! inverz függvény az értelmezési tartománya minden pont- 
jában differenciálható, az (f7!)" deriváltfüggvény értéke pedig az f/ 
függvény értelmezési tartományának egy b pontjában az f" deriváltfügg- 
vény a — f-!(b) pontbeli értékének reciproka: 


l 


—14i 3 i 
1 SZÁR ggg táj 


vagy másképpen: 


df KG. ZER 
dx x-b Hi df 
dx [a f-1(b) 


A tételt nem bizonyítjuk, helyette rámutatunk egy másik lehetséges értelme- 
zésre. Ha az y — f(x) függvény az a helyen differenciálható, akkor az x változó 
egy kicsiny dx változásának az y 


dy — f (a)dx 


változása feleltethető meg. Eszerint tehát az x — a helyen y értéke f"(a)-szor 
olyan gyorsan változik, mint x, x értékének változása pedig az y — b helyen y 
változásának 1/f(a)-szorosa. Mindez, ha nem is bizonyítás, jó érv amellett, 
hogy f"! deriváltja a b helyen éppen az f függvény a-beli deriváltjának recip- 
roka. 


4. PÉLDA: AzI1. Tétel alkalmazása 


Az y — 27, x 2 0 függvénynek és y — ,/X inverzének deriváltjai: f(x) — 2x és 
(ff 90) —1/(243). 


Az 1. Tétel szerint f7!(x) deriváltja: 


1 
We ) 
l 


(2f77(x)) 
saga 
—gR 
Ugyanezt kapjuk, ha f ! deriváltját az általános hatványszabály alapján számít- 
juk ki. 

Használjuk most az 1. Tételt a derivált egy adott pontbeli értékének kiszá- 
míitására; legyen mondjuk a — 2, ekkor b — f(a) — f(2) — 4! A tétel szerint az 
f" deriváltfüggvény 2 helyen vett értéke — azaz f"(2) — 4 -, valamint az (f!y 
deriváltfüggvény f(2) helyen vett (f7")"(4) értéke egymás reciprokai: 


(fe) - 


ME — E szeszt szi ug 
FT O- rang rag al, a 


A számítás eredményét a 7.7. ábra mutatja. 


A (7.1) képlet alapján alkalmanként akkor is meg tudjuk határozni adf-! /dx 
valamely értékét, ha nem ismerjük az f ! függvényt megadó képletet. 
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psg el 5. PÉLDA: Deriváltfüggvény adott pontbeli értékének meghatározása 


6f (2, 6)§ Meredekség: 3x" — X2y — 12 
VEZE feMSEBEB vs Legyen f(x) — x? — 2. Határozzuk meg az df !/dx deriváltfüggvénynek az 
x — 6 — f(2) helyen felvett értékét anélkül, hogy felírnánk az f-! függvény 




















képletét. 
Feciprok 1 
meredekség: B Megoldás: 
: (6, 2) d f 
j —!I — 34] ., -12, 
! dx ed [ig 
d[7 ; : (a (7.1) képlet szérint) 
Esze E e—— adr. El szerint). 
8 d Ha di I 
2 x efa) SE 
7.8. ÁBRA: Az f(x) — x? —2 függvény A megfelelő meredekségeket a 7.8. ábra mutatja. [1 


deriváltjának az x — 2 helyen felvett ér- 
téke alapján meghatározhatjuk az f/! MA § , 
inverz függvény deriváltjának x — 6- Inverz függvény paraméterezése 


beli értékét (5. példa). Az y- fő x) függvényt paraméteresen az 


t-t és Ez fit) 
egyenletekkel is megadhatjuk; t és f(t) felcserélésével pedig megkaphatjuk az 
f ! inverz függvény 
szefitk 64 yet 
paraméterezését (3.5. alfejezet). 
Ha például az x 2 0 halmazon értelmezett f(x) — x? injektív függvényt az 


inverzével és az x — y egyenletű egyenessel együtt akarjuk ábrázolni, akkor ezt 
a következő paraméterezésekkel tehetjük meg: 


f grafikonja: x1—t, y-t, t20, 
f! grafikonja: x2—t?, y2-t, 
y:x grafikonja: x3—t,  y3—t. 


Függvény injektivitásának 5. 
eldöntése a grafikon alapján 


kttüttedütttönmmmm—;tztténtttnm..k,kttttnttnmütttttüttMEEEEtdtLaHKHllülkküiökikáüéiökkidküjtükezüzelelkünelekkküzkekselálámekuteltábelk érdés át mm élE SEN etel dá a ás. el stl ese 





Mely függvények injektívek, és melyek nem azok? Döntsük el a 
grafikon alapján (1—6.. feladatok). 





a, y Inverz függvény 
grafikonjának ábrázolása 


3 A 7-10. feladatokban egy-egy y — f(x) függvény grafikonja lát- 

Aú ható. Másoljuk le a grafikont, és tüntessük fel ábránkon az x — y 

y-x —Xx egyenletű egyenest! Az inverz függvény grafikonjának szimmet- 

riatulajdonsága alapján vázoljuk az f ! függvény grafikonját 

(ehhez nem kell feltétlenül felírnunk f7! képletét). Határozzuk 

meg az f-! függvény értelmezési tartományát és értékkészletét! 
xy 


yz-ffd-1—xz0 
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10. . 
yz- f(x) —tgx, 


TT TT 
GÖRE! 





II. (a) Vázoljuk az f(x) — vI—s?, 0 €x 1 függvény 
grafikonját! Milyen szimmetriatulajdonsága van a grafikon- 
nak? 


(b) Igazoljuk, hogy f inverze maga az f függvény! (Em- 
lékeztetünk arra, hogy x 2 0 esetén va —x.) 


12. (a) Vázoljuk az f(x) — 1/x függvény grafikonját. Milyen 
szimmetriatulajdonsága van a grafikonnak? 


(b) Igazoljuk, hogy f inverze maga az f függvény! 


Inverz függvény képlete 


A 13-18. feladatokban égy-egy y — f(x) függvény képletét, va- 
lamint f és az f! inverz függvény grafikonját adtuk meg. Hatá- 
rozzuk meg minden esetben az f"! függvény képletét. 


13. f(x —xt 1, x20 14. f(xy— ax, xz0 
y y 





yzef 


16. f(x) —s2—2grt], x21 
y 





pg z f(x) Y —f/i( 


1 yzff) i 
y7-f() 








A 19-24. feladatokban az y — f(x) függvény képlete alapján ha- 
tározzuk meg az f ! inverz függvény képletét, és adjuk meg 
f ! értelmezési tartományát és értékkészletét. Ellenőrzés gya- 
nánt mindegyik feladatnál mutassuk meg, hogy f(f 1(x)) — 
— ff (f(x) — a! 

19. f(x—é 

21. f(x)— 11 

23. f(x) —1/é, xz0 


20. f(xy— at, xz 
22. f(x)—3x—i 
24. f(x)—1/ő, xÁ0 


0 


Inverz függvény deriváltja 


A 25—28. feladatokban 
(a) határozzuk meg f7! képletét; 

(b) ábrázoljuk közös koordinátarendszerben f és f7! gra- 
fikonját; 

(c) adjuk meg df /dx értékét az x — a, valamint df7! /dx 
értékét az x — f(a) helyen; igazoljuk, hogy df"! /dx — 
— 1/(df/dx)! 

f(x) —2xt-3, a——1 

fe) —5—4x, a— 1/2 


26. f(x)—áxt7, a——1 
28. f(x —2é, x20, a—5 


a a 


29. (a) Igazoljuk, hogy az f(x) — 37 és a elx) — $/x függvé- 


nyek egymás inverzei! 

(b) Ábrázoljuk f és g grafikonját egy akkora / intervallum 
felett, hogy látsszon: a grafikonok az (1,1) és a (—1,—1) 
pontokban metszik egymást! Ellenőrizzük, hogy a két gra- 
fikon szimmetrikus az x — y egyenletű egyenesre! 

(c) Határozzuk meg az f és a g grafikonját az (1,1) 
és a (—1,—1) pontokban érintő egyenesek meredekségét! 
(Összesen négy egyenes meredekségét kell meghatároz- 
nunk.) 


30. (a) Igazoljuk, hogy a h(x) — 33/4 és a k(x) — (4x)! 
függvények egymás inverzei! 
(b) Ábrázoljuk A és k grafikonját egy akkora / intervallum 
felett, hogy látsszon: a grafikonok a (2,2) és a (—2, —2) 
pontokban metszik egymást! Ellenőrizzük, hogy a két gra- 
fikon szimmetrikus az x — y egyenletű egyenesre! 
(c) Határozzuk meg az f és a g grafikonját a (2,2]) és a 
(—2, —2) pontokban érintő egyenesek meredekségét! 


31. Legyen f(x) — 2 — 37 —1, x 2 2! Határozzuk meg 
df !/dx értékét az x— —1 — f(3) helyen! 

32. Legyen f(x) — 3 —4x—5, x 5 2! Határozzuk meg 
df-! /dx értékét az x— 0 — f(5) helyen! 

33. Tegyük fel, hogy az y — f(x) differenciálható függvénynek 
van inverze, továbbá, hogy f grafikonja átmegy a (2,4) pon- 
ton, ahol meredeksége 1/3! Határozzuk meg df"! /dx értékét 
az x — 4 helyen! 


34. Tegyük fel, hogy az y — e(x) differenciálható függvénynek 
van inverze, és hogy g grafikonja átmegy az origőn, ahol mere- 
deksége 1/3! Határozzuk meg e! origóbeli meredekségét! 


Lineáris függvények inverze 


35. (a) Határozzuk meg az f(x) — mx függvény inverzét, ahol 
m - 0 állandó! 
(b) Mit mondhatunk általában az olyan y — f(x) függvény 
inverzéről, amelynek grafikonja origón átmenő, nemnulla 
meredekségű egyenes? 


36. Mutassuk meg, hogy az f(x) — mx1-b függvény (m és b 
állandók, m 0) inverze olyan lineáris függvény, amelynek me- 
redeksége 1/m, és amelynek grafikonja az y-tengelyt a —b/m 
pontban metszi! 


37. (a) Határozzuk meg az f(x) — x3-1 függvény inverzét! 
Ábrázoljuk f és f ! grafikonját, valamint — szaggatott vo- 
nallal — az x — y egyenletű egyenest közös koordináta- 
rendszerben! 


(b) Határozzuk meg az f(x) — x1 b (b állandó) függvény 
inverzét! Milyen kapcsolat van f és f! grafikonja között? 
(c) Mit mondhatunk általában az olyan lineáris függvé- 
nyek inverzéről, amelyeknek grafikonja párhuzamos az x — 
— y egyenessel ? 


38. (a) Határozzuk meg az f(x) — —x 1-1 függvény inverzét! 
Ábrázoljuk f és f7! grafikonját, valamint az x — y egyen- 
letű egyenest közös koordináta-rendszerben! Milyen szög- 
ben metszik egymást az egyenesek? 


(b) Határozzuk meg az f(x) — —x- b (b állandó) függ- 
vény inverzét! Mekkora szöget zárnak be az y— —x-tb és 
az x — y egyenletű egyenesek? 


(c) Mit mondhatunk általában az olyan lineáris függvé- 
nyek inverzéről, amelyeknek grafikonja merőleges az x — y 
egyenesre? 


Növekvő és csökkenő függvények 


39. lIdézzük fel a 4.3. alfejezetben megadott definíciókat! Az 


fix) függvény az I intervallumon növekszik, ha tetszőleges 


xy,x2 €! esetén 


xi €£x25 flxi) c f(lx2). 


Hasonlóan: f(x) az JI intervallumon csökken, ha tetszőleges 
X1,x2 € ! esetén 


xi €x27 fix) 5 f(x2). 


Igazoljuk, hogy minden növekvő és minden csökkenő függvény 
injektív, azaz tetszőleges xy, xa E / esetén 


xi ax - fix) A f(x2). 


A 39. feladat eredményét felhasználva igazoljuk, hogy a 40—44. 
feladatokban szereplő függvények mindegyike — teljes értelme- 
zési tartományán — invertálható! Adjuk meg a df! /dx függ- 
vény képletét az 1. Tétel alapján! 
40. f(x)—4x-tá 

42. f(x)—1—8é 

44. f()—é 


41. f(x) —27é 
43. f(x)—(1—x) 


További példák és feladatok 


45. Tegyük fel, hogy f(x) injektív. Injektív-e ekkor a g(x) — 
— —f(x) függvény? Válaszunkat indokoljuk! 


46. Következik-e abból, hogy az f(x) függvény injektív és se- 
hol sem nulla az, hogy a g(x) — 1/f(x) függvény ugyancsak in- 
jektív? Indokoljuk válaszunkat! 
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47. Tegyük fel, hogy az f függvény értelmezési tartománya tar- 
talmazza a e függvény értékkészletét, az f og összetett függvény 
tehát mindenütt értelmezve van, ahol eg. Ha f és e mindegyike 
injektív, mondhatunk-e valamit az f o g függvényről? Indokoljuk 
válaszunkat! 


48. Tegyük fel, hogy az f og összetett függvény injektív. 
Következik-e ebből, hogy e is az? Indokoljuk válaszunkat! 


49. Tegyük fel, hogy az f függvény az la, b] intervallumon foly- 
tonos, növekvő, és csak pozitív értékeket vesz fel! A függvény 
grafikonja alapján igazoljuk, hogy 


b fib) 
fredr f 170)dy—bf(b)—af(a). 
A fia) 


50. Milyen feltételeknek kell az a, b, c,d állandókra teljesülniük 
ahhoz, hogy az 
. axtb 
fé) cx-t-d 
racionális törtfüggvény invertálható legyen? 


51. Ha f/!(x) helyébe ge(x)-et írunk, akkor a (7.1) egyenlet a 





g (f(a)) illetve g(f(a))-f(a) — 1 


5. 1 
ra 
alakot ölti. Az utóbbi egyenletben a helyébe x-et írva azt kapjuk, 
hogy 
2 (fp) fe)- I. 
Az utolsó egyenlet a láncszabályra emlékeztet — nem véletlenül. 
Tegyük fel ugyanis, hogy f és g differenciálható függvények 
egymás inverzei, azaz (f ogj)(x) — x minden x esetén! Deriváljuk 
az egyenlet mindkét oldalát (a bal oldalon alkalmazzuk a lánc- 
szabályt)! Mit kapunk? (Ez nem bizonyítása az 1. Tételnek, mi- 
vel a tétel állítását, miszerint a g — f ! inverz függvény diffe- 
renciálható, eleve feltételeztük.) 


52. Térfogatszámítás: Legyen a - 0; legyen továbbá f az 
a £ x £ b intervallumon differenciálható, növekvő függvény; te- 
gyük fel, hogy az f! inverz függvény is differenciálható! For- 
gassuk meg az y-tengely körül az f grafikonja, valamint az x — a 
és az y — f(b) egyenletű egyenesek által határolt tartományt! Az 
így keletkezett forgástest térfogatát kétféle módon is kiszámít- 
hatjuk: 


f(b) b 

[FTP — agy — f 27x(f(b) — f(x) d. 
f(a) a 
A két módszer egyenértékűségének bizonyításához legyen 


ft) 
W (tr) — j z((fyy— a) dy és 
fia) 


(9 — f 27x(f(b)— f(9) d 


Igazoljuk, hogy a W és S függvények megegyeznek az [a,b] 
egy pontjában, valamint deriváltjuk az [a, b] intervallum minden 
pontjában ugyanazt az értéket veszi fel! A 4.8. alfejezet 102. fel- 
adata szerint ez elég ahhoz, hogy minden t € [a,b] esetén fenn- 
álljon W(t) — 5(t), így teljesül W(b) — S(b) is. IL. Walter Carlip: 
Disks and Shells Revisited. Am. Math. Monthly Vol. 98. No. 2. 
(1991), pp. 154—156.] 
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Számítógépes vizsgálatok 53. y— V3x—7, ? cxc4, x9—3 
Az 53-60. feladatokban függvényeket, ezek inverzét, a derivált- Kil.. §— 3x 42 , ÉZAES íg 2 
jaikat, valamint adott pontbeli lineáris approximációkat vizsgá- 2x— 11 
lunk. Használjunk megfelelő grafikus programot, és kövessük az ús; 
alábbi lépéseket! Bd. 5 It —1 £x€£1, xy—1/2 
it x 
(a) Ábrázoljuk az y — f(x) függvényt, valamint az f" deri- 
váltfüggvény grafikonját a megadott intervallum fölött! Ma- x , 
a ; j 1; szadi B 56. y— , 1 cxzl, 147172 
gyarázzuk meg, honnan tudjuk, hogy f — a szóban forgó x211 


intervallumon — injektív! ; v 
(b) Oldjuk meg x-re az y — f(x) egyenletet, és írjuk fel a 37. y—x — 3x2—1, 2 Sxa5, xg — fő 
2—-f ! inverz függvény képletét! 


ve. ; i 58. y—2—x—x, —2£x£2, xa— 3 
(c) Írjuk fel az f grafikonját az (xg, f(xo)) pontban érintő 3 


egyenes egyenletét! 59. dK—é, —3€x25, x—1 
(d) Az inverz függvény grafikonjának szimmetriatulajdon- ; gi é 
sága alapján írjuk fel a g grafikonját az (f(xg),xg) pont- 60. y—sinx, —5 SxS 5, x0— 1 


ban érintő egyenes egyenletét! (Az egyenes meredekségé- 

nek meghatározásához használjuk az 1. Tételt!) 

(e)  Rajzoltassuk fel az f és a g függvények grafikonját, 
1/3 LEE pen 5 sz: 

az x — y egyenletű egyenest, a két érintőt, valamint az 61. y kz (x-H2)", —5Sx5S5, xy ——3/2 

(xo, f(xo)) és (f(xo).x0) pontokat összekötő szakaszt! Mi- 

lyen szimmetriaviszonyokat látunk a főátló mentén? 


A következő két feladatban ismételjük meg az iménti lépéseket 
az implicite megadott y — f(x) és x— f(x) függvényekre! 
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A természetes logaritmusfüggvény 





Az f(x) — a" exponenciális függvény tetszőleges pozitív a alap esetén könnyen 
definiálható — egész vagy racionális x-ek esetén. Ha x irracionális, akkor nem 
teljesen nyilvánvaló, hogy a" mit jelent. Ugyanez mondható a log, x logaritmus- 
függvényről — az f(x) — a" exponenciális függvény inverzéről — is. Ebben az al- 
fejezetben az integrálszámítás segítségével definiáljuk a természetes logaritmus- 
függvényt, amelynek a alapja különlegesen fontos szám. Ennek a függvénynek 
a segítségével definiáljuk az y — a" exponenciális és log, x logaritmusfüggvé- 
nyeket. 

A logaritmus valaha az aritmetikai számítások elvégzésében játszott fontos 
szerepet. A múltban nem kis fáradsággal öt, nyolc vagy még több tizedes pontos- 
ságú logaritmustáblázatokat állítottak össze. A számítógépek kora előtt egyetlen 
mérnök eszköztárából sem hiányozhatott a logarléc, amelynek beosztásai loga- 
ritmusos skála szerint követték egymást. A logaritmusokkal való számolás tette 
lehetővé a hajózás és a csillagászat 17. századi nagy eredményeit is. Napjaink- 
ban a számítógépek segítségével sokkal hatékonyabb a számolás, a logaritmus- 
függvény jellemzőinek és alkalmazásainak ismerete azonban továbbra is nélkü- 
lözhetetlen. 


A természetes logaritmusfüggvény definíciója 


A logaritmus definíciójához és megértéséhez a természetes logaritmusfüggvény 
értelmezése jelent biztos alapot. A függvényt az integrálszámítás alaptételére hi- 
vatkozva egy határozott integrálként értelmezzük. Ez a megközelítés első pillan- 
tásra kevéssé közvetlennek tűnik, de segítségével könnyedén megkapjuk az ex- 
ponenciális és logaritmusfüggvények jól ismert tulajdonságait. Ezidáig a függ- 
vényeket az analízis eszközeit felhasználva vizsgáltuk, most azonban — az , ala- 
pokhoz" közelebb kerülve — az analízis arzenálját mozgósítva definiáljuk az ex- 
ponenciális és a logaritmusfüggvényeket. 

Egy pozitív szám természetes logaritmusát — jelölése Inx — egy határozott 
integrál értékeként értelmezzük. 


Inx 
nem értelmezett 
—3,00 
—0,69 
0 
0,69 
1,10 
139 


10 2,30 


7.1. TÁBLÁZAT: Néhány gyakran 
előforduló Inx függvényérték 2 
tizedesjegy pontossággal. 
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DEFINÍCIÓ: Természetes logaritmus 


ő a 
n— /5dt, x:0 
l 





Ha x 5 I, akkor Inx az y — 1/t függvény grafikonja alatti terület at — 1 és 
a t — x között (7.9. ábra). Ha 0 - x - I, akkor Inx a görbe alatti terület x és ! 
közötti részének ellentettje. Az x £ 0 számokra a függvényt nem értelmezzük. 
A nulla hosszúságú intervallumokra vonatkozó szabály alapján 


l 


miz / 


dt — 0. 


fee] — 


Vegyük észre, hogy a 7.9. ábrában a grafikont y — £-ként címkéztük meg, az 


xX 
integrálban azonban y — 5-t írtunk. Ha mindenütt x-et írunk, akkor az 


mx— [da 
] x 


1 
kifejezést kaptuk volna, amelyben az x két különböző dolgot jelent egyszerre. 
Az integrálban szereplő változót emiatt cseréltük f-re. 

Az y — 1/t függvény grafikonja alatti területet téglalapokkal közelítve (az 5.1. 
alfejezetben bemutatott módszert követve) meghatározhatjuk az Inx függvény 
közelítő értékeit. A 7.1. táblázatban néhány így meghatározott közelítő értéket 
tüntettünk fel. A továbbiakban rendkívül fontos szerepet kap az a szám, amely- 
nek logaritmusa 1. 


DEFINÍCIÓ: Aze szám 
Az e szám a természetes logaritmusfüggvény értelmezési tartományának 
azon eleme, amelyre 

lne—- I. 


Geometriailag az e az x-tengely azon pontja, amelyre teljesül, hogy azy— 1/t 
függvény grafikonja és az [1, el intervallum közötti terület éppen 1 egység. A 7.9. 
ábrán a kék színű terület pontosan akkor 1, amikor x — e. 


Ax l 
Ha cx c haktortna - [har - d L dt 
1 x 


e terület nagyságának ellentettje. 


új 


xx 
Ha x- l, akkor haz f ja 
I 


ez a terület. yzlnx 








elt ÚN 0 g 


1 
Ha ezi ákat m-a 0. 
l 


y: Ínx 


7.9. ÁBRA: Az y — Inx és az y — 1/x (x 5 0) függvény 
grafikonja. A logaritmusfüggvény 1-től jobbra haladva 
az x-tengely fölé emelkedik, 1-től balra haladva pedig 
az x-tengely alá bukik. 
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Az y — Inx függvény deriváltja 
Az integrálszámítás alaptételének első része (5.4. alfejezet) szerint 


x 
d . d l 1 
geeez [ző 


Eszerint tehát tetszőleges pozitív x esetén: 





Az y - Inx függvény tehát annak a kezdetiérték-problémának a megoldása, 
amelyben dy/dx — 1/x, x 5 0 és y(1) — 0. Vegyük észre, hogy a derivált min- 
dig pozitív, a természetes logaritmusfüggvény tehát — teljes értelmezési tartomá- 
nyán — növekvő függvény, aminek következtében injektív, tehát invertálható. A 
természetes logaritmusfüggvény inverzével részletesen a 7.3. alfejezetben fog- 
lalkozunk. 

Ha u olyan differenciálható függvény, amelynek minden értéke pozitív, akkor 
a mindenütt értelmezett In u függvényre a 


dy  dydu 
dx — dudx 
láncszabályt alkalmazva azt kapjuk, hogy 
ű In u — ő In u eü ték 
dx du dx  udx 





1. PÉLDA:  Deriváltak természetes logaritmussal 


od 1 d 1 1 
(a) dx M2x— géz 2-7 
(b) A (7.2) egyenletből az u — x? 3-3 függvényre azt kapjuk, hogy 
d 1 d 1 2x 
PEST TE] — Í ————————— a EE ————— , 
dx né 43) x 43 azé t3) xt3 xt 


Az iménti példa (a) része szerint az y — In2x és az y — Inx függvény deriváltja 
megegyezik. Ez a figyelemreméltó összefüggés tetszőleges y — Inax függvény 
esetén (ahol a — 0) igaz: 

d ige 1 d figyi e it d 

d alk Rk 
Mivel deriváltjaik egyenlők az x 5 0 intervallumon, az y — Inx és az y — Inax 
függvények legfeljebb egy konstansban különbözhetnek egymástól. 


(7.3) 


A logaritmusfüggvény tulajdonságai 


A John Napier (1550-1617) által elsőként definiált logaritmusfüggvények a szá- 
mítógépek megjelenése előtt az aritmetikai számítások szempontjából a legfon- 
tosabb előrelépésnek tekintendők. Alkalmazásuk szempontjából a legfontosabb 
tulajdonságuk, hogy pozitív számok szorzása a logaritmusok összeadására ve- 
zethető vissza, az osztás a logaritmusok kivonására, a hatványozás pedig a loga- 
ritmusnak a kitevővel való szorzására. Ezeket a tulajdonságokat foglalják össze 
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a 2. Tétel szabályai. (A 4. szabályt racionális kitevőkre mondjuk ki — a bizonyítás 
során nyilvánvalóvá válik, hogy miért.) 


2. TÉTEL: A logaritmus tulajdonságai 
Tetszőleges a,x 5 0 számok esetén teljesülnek a következők: 
1. Szorzatszabály: Inax — lna --lnx 


2. Hányadosszabály:  ln§-—1na—lnx 


3.  Keciprokszabály: ln : —- —]nx A 2. szabály az a — 1 esetben. 


4.  Hatványszabály: Inx" —rlinx r racionális. 





Lássuk a szabályok néhány alkalmazását! 


2. PÉLDA: A logaritmusszabályok alkalmazása 
(a) lIn6 — In(2-3) —1n23-1n3 szorzat 


(bh) 1n4-1]n5 — 5 - In0,8 szorzat 


1] 
(ec) ln 3 — —]n8 — —1]n2? — —31n2 reciprok, hatvány 


3. PÉLDA: A logaritmusszabályok alkalmazása függvényekre 





(a) 1n4--Insinx — In(4sinx) szorzat 
xt1 
l . —fjfjssző 
(b) ln VETT ln(x- 1) —In(2x— 3) hányados 
(c)  Ilnsecx-—ln 28 — —]ncosx reciprok 
COSX 


: ZANA 
(d)  In4x-31—1n(x-43)/? — z In(x-H1)  hatvány 
Lássuk most a 2.- Tétel bizonyítását! A bizonyítás lépései emlékeztetnek a 
logaritmusos feladatok megoldásának lépéseire. 


Az lnax — lna 1-Inx szabály igazolása. A gondolatmenet szokatlan, de annál 
elegánsabb. Vegyük észre először is, hogy (a (7.3) egyenlőség szerint) Inax és 
lnx deriváltja azonos. A középértéktétel 2. Következménye szerint a két függ- 
vény legföljebb egy konstansban térhet el, azaz 


lnax — InxtC 


valamely C állandóval. 
Mivel ez az egyenlőség minden x-re igaz, x — 1-re is áll: 


In(a:1)— ln1--C€, 
lna —0--C€, hn1-0 
C — lna. 


Behelyettesítve: 


lInax — lna 1-Ínx. 


Az Inx" —rlnx (r € (0) szabály igazolása. A gondolatmenet lényegében ugyan- 
az. Minden pozitív x szám esetén 


d l d 
dx 7 ax ) (7.2) az u —x" esetben 
tsz Est E szá A hatványszabályt csak racio- 
0 xT NI nális r-ekre bizonyítottuk! 
1 d 
s . — — ] 
r z (rlnx) 
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0 lg TP 


7.10. ÁBRA: Az [1,2] intérvallum fö- 
lötti, 5 magasságú téglalap teljes egé- 
szében az y — 1/x függvény grafikonja 


alá esik. 


Az Inx" és az rinx függvény deriváltja megegyezik, így 
Inx" —rlnxtC 


valamely C konstans esetén. Az x helyébe 1-et írva azt kapjuk, hogy C — 0, és 
ezzel meg 15 vagyunk. 

A 2. szabály bizonyítását a 84. feladatban az Olvasóra bízzuk. A 3. szabály a 
2. speciális esete: a — I, és csak annyit kell észrevenni, hogy In 1 — 0. Ezzel a 2. 
Tétel bizonyítását befejeztük. [l 

Adósak maradtunk a 4. szabály bizonyításával arra az esetre, amikor r irra- 
cionális. A szabály irracionális r-ekre is érvényben marad, de ezt csak a 7.3. 
alfejezetben fogjuk bebizonyítani. 


Az Inx függvény értékkészlete és grafikonja 


Mivel a logaritmusfüggvény d(lnx)/dx — 1/x deriváltja minden x - 0 esetén 
pozitív, Inx növekvő függvény. A —1/x? második deriváltfüggvény mindenütt 
negatív, Inx tehát konkáv. 

A felülről az y — 1/x grafikonja, alulról az [1,2] intervallum által határolt te- 
rületet (7.10. ábra) vizsgálva megbecsülhetjük 1n2 értékét. Az [1, 2] intervallum 
fölötti, 5 magasságú téglalap teljes egészében a grafikon alatt van, a grafikon 
alatti terület tehát nagyobb, mint a téglalapé: In2 — 5. Ennek következtében tel- 
jesül 
n 


lIn2" — nin2 5 n: 7 


b] e 


És 


jé ln 
lIn2 7" — —n]in2 a sk ia 7 


Mindezek alapján 

limlnx—os és lim Inx— —oo. 

X—rén xaÜüt 
Az Inx függvény értelmezési tartománya a pozitív valós számok halmaza, érték- 
készlete pedig — a fenti összefüggések, valamint a középértéktétel alapján — az 


összes valós szám halmaza. A függvény grafikonját a 7.9. ábrán tanulmányoz- 
hatjuk. 


Az J(1/u)du integrál 
A (7.2) egyenlet szerint tetszőleges u pozitív, differenciálható függvény esetén 
új md sütő, (7.4) 
de mi van akkor, ha u mindenütt negatív? Ha u negatív, akkor —u pozitív, és 
l l 
j du — J A áodcetüső Wise ŰŐ 
—u 

A (7.4) és a (7.5) összefüggést egy képletbe 15 összefoglalhatjuk, ha észrevesz- 
szük, hogy a jobb oldalon mindkét esetben In [4] -- C áll. A (7.4) egyenletben 


In — In ul, mivel u 5 0; a (7.5) egyenletben In(—w4) — In [u], mivel u — 0. Tehát 
u akár pozitív, akár negatív, (1/ujdu határozatlan integrálja egyaránt In [u] -- C. 











Ha u egy intervallumon differenciálható és sehol sem 0 függvény, akkor 
ezen az intervallumon 


j 


VA c du szal pe. (1.6) 
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A (7.6) egyenlet 1/u értelmezési tartományának minden pontjára — vagyis 
amelyekre u - 0 — érvényes. 
Racionális, —1-től különböző n-ek esetén 


-H1 
J u"du- száll tzCÜ), 
n 
a (7.6) összefüggés pedig megmondja, mi a teendő, ha n — —1. (7.6) szerint bi- 


zonyos alakú függvények integrálásakor logaritmusos kifejezést kapunk. Ha u — 
— f(x), akkor du — f/(x)dx és 


fuz [d 


A (7.6) egyenlet alapján végül a következőt kapjuk: 


(4) 
fe) 


minden olyan f(x) differenciálható függvény esetén, amely a vizsgált tartomá- 
nyon nem vált előjelet. 








dx — In]f(x)I4C, 


4. PÉLDA: A (7.6) összefüggés alkalmazása 


2 sa 

2x du -1 u—x2—5, du— 2xdx, 
(a) [7 — [57 in]ul] — sú—— ő uidj szd 
0 


—5 
— In]1—11—1n]—51— 111—1n5 — —1n5. 
m/2 5 
(b) ésszásászó dü — [du 4—-—3--2sinő, du-2cosOdő, 
H 


3-42sin9 u(—r/2)—1, u(x/2)—5 
2 


—at/ 


e) 
iz 2inu[/ — 21n]151—21n[11— 21n5 


Mivel 3--2sin 8 a [/2, 1/2] intervallumon mindenütt pozitív, az (7.4) össze- 
függés valóban alkalmazható. 


A tangens- és a kotangensfüggvény integrálja 


A (7.6) összefüggés alapján a tgx és a ctgx függvény integrálját is meghatároz- 
hatjuk. Lássuk először a tangensfüggvényt: 


fgxaxk d 9? — u cosx 0, pl.ha—n/2cx c n/2, 
- - (5 — —In]uw] CC — 
s -Inlcoszl C-t - reciprokszabály 
— In] secx] 4 C. 


A kotangéensfüggvény integráljának kiszámítása hasonlóan megy: 


COSX du u — sinx 
J ag dx z sss il Fi Tv du — cosx dx 


— In]4[--C — In] sinx]--C — — In] csex[-- C. 
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frguduz —In]cosuj[ CC —- In]secuj-tC 


f aguduz In] sinu1-C— —In]csew]--C 





5. PÉLDA: 
Az u — 2x, dx — du/2 helyettesítéssel, figyelembe véve, hogy u(0) — 0 és 
ul(n/6)— x/3: 


r/ő n/3 n/3 
f ezaz [1 5-7 f/grdun 
ü ü Ü 


1 x/3 1 l 
z 5 [nlsecul], szi 2 (n2—1n1) Hz 7 1n2. 


Logaritmusos deriválás 


Ha egy mindenütt pozitív függvény képletében törtek, szorzatok és hatványok 
szerepelnek, akkor a függvény deriváltjának kiszámításához gyakran célszerű, 
ha a deriválás előtt mindkét oldal logaritmusát vesszük. A logaritmusszabályok 
alkalmazásával a függvény képlete egyszerűbbé válik. A logaritmusos derivá- 
lásnak nevezett módszert egy példán szemléltetjük. 


6. PÉLDA: 
Határozzuk meg a dy/dx deriváltat, ha 
3 4. 46 1/2 
ye Er)ETBY net 3] , xx: l. 


Megoldás: Mindkét oldal logaritmusát véve a függvény képlete egyszerűsö- 


dik: 
1/2 
x—1 

— In((€ 41)(xt3)V?) —In(x— 1) — 2. szabály 

— In(x2 1) H-In(x-3)V? —In(x— 1) — 1. szabály 

sín ja - In(x-t 39—tatr— 1), a. szabty 
Mindkét oldalt x szerint deriválva a (7.2) összefüggés felhasználásával a követ- 
kezőt kapjuk: 

ldy 1 l 1 1 











EZÉ 2x.-- 3 
ydx x231 2 xt3 x—l 
Az egyenletet dy/dx-re oldjuk meg: 
dy 2x 3. l l 
dx "Vér 216 x-1) 


végül y képletét behelyettesítve: 








dy  (ÉHDEHYR( a 1 1 ) 
dx x—1 gl 2-6 x—17 


A hányados- és a szorzatszabály alkalmazásával sokkal többet kellett volna szá- 
molnunk. [1] 
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d : ga kej 1 MT LTÜLERHTTT EE MTÁKÚZ TERT TATÓ Male a 

WA ili "at fd 7 TA 
7.2. Feladatok 
MH 11 j P Te öz égsz bsz tat ÉÉRTzTNETEÓ 


Í VÖ áasksemmÉKE EÁ LEEEKKN LEE EÉTÉSTS SEEK É——————————————k.————.—— ]—.—..—..—..—..—..—.. rre etásselksusezsátászeá ásás ata ENNEK ESO] 


A logaritmus tulajdonságai Integrálás 


1. Fejezzük ki a logaritmusokat In 2 és ln3 segítségével! . 
EGÖÁGESÉ ga lme el (aszt sz véüás kt Határozzuk meg az integrálokat (37—54. feladatok)! 












































(a) 1n0,75 (b) In(4/9) 
(c) In(1/2) (d) In 49 jú gs sg 
(e) In34/2 (p In/1355 97. je 38. [7 
—- A 
2. — Fejezzük ki logaritmusokat ln 5 és ln 7 segítségével! 9 ; 
(a) In(1/125) (b) 1n9.8 39. (2 oz dy 40. J za —zdr 
(0) In7V7 (d) 11225 F 
3 3 
(e) 110,056 (£) (In35--In(1/7))/1n25 R , 8 ] gú 
" J 2—cost I 1—4c0s8 
A logaritmus tulajdonságait felhasználva egyszerűsítsük a 3—4. Ü ű [1 ká 
feladatokban szereplő kifejezéseket! 2 4 
3. (a) Insin9 —in (S a TE 44. J vész 
a x xinx 
í l 2 
í 45 ! dx 46 dx 
(c) 7 In(4r7) —]n2 J x(Inx)? ] 2xvVInx 
(b) In(8x--4)—21n2 . J 643tgt " J 21-secy 
(c) 31n4r2—1—l1n(r-1) n/2 ú3 
49. ! tg 5 dx 50. f ctgtdt 
Logaritmusos függvények deriváltja v 68 
HST állás; 5 mt x/12 
Az 938 feladatokban adjuk meg az y — megfelelő független vál- 51. J 2ctg A 48 52. 1 EIGJEE 
tozó szerinti — deriváltját! 3 
5. yoln3x 6. y—-lnkx, k állandó mi u 
7. y7-in(f) 8. y-m(2) 53 / dx 54 ! secxdx 
9. y-ln z 10. y-—ln inda i 2/x-12x mess In(secx--tgx) 
xX X 
11. y—1]n(8 3-1) 12. v—1ln(28 1-2) 
13. y—]n§ 14. y— (Inx) 
15. y—t(Int)? 16. y—tvínt 8 , MUYENYEN 
; W" 4 pi ke s Logaritmusos differenciálás 
ia kezde zám Tr A geg ag 
19. y — int 20. y — Ltlat A logaritmusos deriválás módszerével adjuk meg y (megfelelő 
jú TSeY E si független változó szerinti) deriváltját (55—68. feladatok)! 
Me YZTFinx ÉGETT 55. y— /x(x-t1) 56. yK— V42-1(— 1)? 
23. yln(lnx) 24. y— Mí(ln(lnx)) 
25. y — 0(sin(in9) 4-cos(In0)) El pe 7 58. y— ETTE 
26. y— ln(sec0-tgő) 
1 1. 1-4-x 59. y— V8-t35in ő 600. v— (tg) V/29 7-1 
27. y-Il 28. y— —-1 
eri geg i 
1-tlnt ól. y—tír--1)(t--2 ÓZ. y— —— ——, — 
29. Y-T 30. y— vinyt ezet Ke 7 t(t4-1)(t-3-2) 
vsin 8 cos 8 SEN zene e 8 sin 8 
31. y—lIn(secin8) 32. ven (ee ee Fgggő 96 vsecO 
5 5 Va 10 
vV1—x (x 28 (x-1)/ (2xt1) 


je 


3 
35. ya ! malidt 36. wz T Né 7. va x(x— 2) B x(xt1)(x—2) 
j J va új th án ES 08. I-T ZEDOEB) 
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További példák és feladatok 


69. Határozzuk meg a függvények abszolút szélsőértékét a 
megadott intervallumon! 


(a) In(ícosx), [—r/4,x/3] 
(b) cos(lnax), [1/2.2] 


70. (a) Igazoljuk, hogy f(x) —x—lnx növekvő, hax - 1! 


(b) A feladat (a) része alapján bizonyítsuk be, hogy x - 1 
esetén ÍInx — x! 


71. Határozzuk meg az y — Inx és az y — In 2x egyenletű görbék 
közötti területet x — I és x — 5 között! 


72. Határozzuk meg az y — tgx és az x-tengely közötti területet 
x— —n/4 és x — m/3 között. 


73. Az első siknegyedben a koordinátatengelyek, az y — 3 
egyenletű egyenes, valamint az x — 2/./yt-1 egyenletű görbe 
által határolt tartományt megforgatjuk az y-tengely körül. Mek- 
kora az így keletkezett forgástest térfogata? 


74. Az y— V/ctgx, az x-tengely, valamint az x — 1T/6, és az 
x — 1/2 egyenletű egyenesek által határolt tartományt megfor- 
gatjuk az x-tengely körül. Mekkora az így keletkezett forgástest 
térfogata? 
75. Azy— 1/x? egyenletű görbe és az x-tengely közötti tarto- 
mánynak az x — 1/2 és az x — 2 közötti részét megforgatjuk az 
y-tengely körül. Mekkora az így keletkezett forgástest térfogata? 
76. Azy—9x/vVx? 1-9 görbe és az x-tengely által határolt tar- 
tománynak az x — 0 és x — 3 közötti részét az y-tengely körül 
megforgatva egy 3ói térfogatú forgástestet kapunk (6.2. alfeje- 
zet, 6. feladat). Mekkora térfogatú testet kapunk, ha a szóban 
forgó tartományt az x-tengely körül forgatjuk meg? (A grafikont 
lásd a 6.2. alfejezet 6. feladatánál.) 
77. Határozzuk meg a görbék megadott szakaszának hosszát! 
(a) y—(x2/8)—ina, 4£xc8 
(b) x— (y/4)? —21n(y/4), 4£yS12 


78. Adjunk meg egy görbét, amely átmegy az (1,0) ponton, 
amelynek az x — 1 és x — 2 közötti hossza 


2 
! 1 
Ez 1-t— da! 
j xX 


ői 79. (a) Határozzuk meg két tizedes pontossággal azon tar- 


tomány súlypontjának koordinátáit, amelyet az y — 1/x 
egyenletű görbe, az x-tengely, valamint azx— ll ésazx— 2 
egyenletű egyenes határol! 


(b) Vázoljuk a tartományt, és tüntessük fel benne a súly- 
pontot! 


80. (a) Adjuk meg annak az állandó sűrűségű vékony lemez- 
nek a tömegközéppontját, amelyet alulról az x-tengely 1] és 
16 közé eső része, felülről pedig az y — 1//x görbe határol! 
(b) Adjuk meg a tömegközéppontot, ha a lemez sűrűsége 
nem állandó, hanem a ö(x) — 4./x függvény szerint válto- 
zik! i 


Oldjuk meg a kezdetiérték-problémákat (81—82. feladatok)! 


dy l 
iz sz —, 11—3 
8 üz i--S y(1) 
d-y 2 
[] zzz See a j —(Ű, j Ü — Ji 
832 ő secsx, y(0) y (0) 


II 83. Az In(1 4-x) függvény linearizációja az x — 0 helyen: 


Ahelyett, hogy az Inx függvényt az x — 1 hely közelében app- 
roximálnánk, egyszerűbb képletet kapunk, ha In(1 --x)-etx— 0 
közelében approximáljuk. 


(a) Vezéssük le az In(1 4-x) s x linearizációt az x — 0 he- 
lyen! 


(b) Adjunk 5 tizedes pontosságú becslést arra, hogy mek- 
kora a hiba, ha In(1 --x) helyett x-szel számolunk a (0;0,01] 
intervallumon! 


(c) Ábrázoljuk In(1 --x)-et és x-et a 0 - x 2 0,5 interval- 
lumon! Ha a program lehetőséget ad rá, használjunk külön- 
böző színeket. Hol a legpontosabb, illetve a legkevésbé pon- 
tos a közelítés? A koordináták leolvasásával adjunk a hibára 
olyan jó korlátot, amilyenre a program képes! 


84. Bizonyítsuk be a logaritmusra vonatkozó 2. Tételbeli há- 
nyadosszabályt az 1. és 4. szabály alapján, vagy ezek igazolásá- 
nak gondolatmenetét módosítva! 


Számítógépes vizsgálatok 


85. Ábrázoljuk együtt az Inx, In2x, In4x, In8x és In16x függ- 
vények grafikonjait (amennyit ezek közül tudunk) a0 -cxz 10 
intervallumon. Mit tapasztalunk? Magyarázzuk meg! 


86. Ábrázoljuk az y — In] sin] függvényt a (0, 22] x [2.10] ab- 
lakban! Magyarázzuk meg, mit látunk! Hogyan kell megváltoz- 
tatni a képletet, hogy a grafikon szárai megforduljanak? 


87. (a) Ábrázoljuk együtt az y — sinx és az y — In(a -t sinx) 
függvények grafikonját az a — 2, 4, 8, 20, 50 paraméterek- 
kel a 0 € x € 23 intervallumoni! 


(b) Miért laposodnak a növekedtével a grafikonok? (Út- 
mutatás: keressünk a-tól függő felső korlátot [y ]-re.) 


88. Van-e inflexiós pontja az y — vVx—lnx, x 5 0 függvény gra- 
fikonjának? Válaszoljunk (a) a függvénygrafikon ábrázolásával, 
(b) az analízis eszközeivel! 








7.11. ÁBRA: Az y — Inx és az y — 
— In"! x — expx — e függvény grafi- 
konja; e— In !1—expl. 


Néhány e"-érték 

. € kerekítve 
0,37 

1 

2,72 

7.39 

22026 
26881 -1098 
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Az exponenciális függvény 


Az Inx logaritmusfüggvény elmélete elegendő alapot biztosít arra, hogy az 
expx — €7 exponenciális függvényt, a természetes logaritmus inverzeként ér- 
telmezzük. Sorra vesszük az ec" függvény tulajdonságait, és meghatározzuk a 
deriváltját és az integrálját 15. Az exponenciális függvény deriváltjának ismere- 
tében az x" hatványfüggvény deriváltjára vonatkozó szabályt tetszőleges valós 
kitevőre kiterjesztjük. 


Az Inx függvény inverze és az e szám 


A (0,50) intervallumon értelmezett, (—co, co) értékkészletű, növekvő (minek kö- 
vetkeztében injektív) Inx logaritmusfüggvény ln"! inverzének értelmezési tar- 
tománya (—os, 00), értékkészlete pedig a (0,60) intervallum. Az In"! x függvény 
grafikonja az Inx függvény grafikonjának az x — y egyenletű egyenesre vonat- 
kozó tükörképe. Amint az a 7.11. ábra alapján nyilvánvaló, hogy 


Jim In x-oo ÉS Jim In x s 0. 
Az In7! x függvényt exp. jelöli. 

A 7.2. alfejezetben az e számot az lne — 1 összefüggéssel definiáltuk, így 
tehát e— In7! 1 — exp1. Az e szám irracionális; ebben az alfejezetben megmu- 
tatjuk, miként lehet határértékként értelmezni. A 11. fejezetben (11.9. alfejezet, 
6. példa) az 15 kiderül, miként lehet e értékét tetszőleges pontossággal meghatá- 
rozni; legyen ehelyütt elég e tizenöt tizedes pontosságú értéke: 


e — 2.718281828459045. 


Az y — e" függvény 


Az e szám racionális kitevőjű hatványait a szokásos módon értelmezzük: 


1 
S? ZRE ez ! ár SZRRRRNRSSSRBBI 
ez, sz el/2 — ./e, 
és így tovább. Mivel e pozitív, tetszőleges r racionális szám esetén e" is az. Így 
tehát e"-nek értelmezhető a (természetes) logaritmusa. Az ef szám logaritmusát 
VÉVE 
line —rlne—r:1—r. 


Figyelembe véve, hogy Inx injektív, és hogy tetszőleges x esetén In(In"! rher 
azt kapjuk, hogy bármely racionális r szám esetén: 


e -h"! pr  expr. (7.7) 


Igaz ugyan, hogy egyelőre nem adtuk meg e" értelmezését irracionális x-ekre, 
az In" x — expx függvény azonban minden x-re — racionálisokra éppúgy, mint 
irracionálisokra — értelmezve van. A (7.7) egyenlőség így az e" definíciójának ir- 
racionális x-ekre való kiterjesztéseként is felfogható. Az ln"! x függvény minden 
x valós számra értelmezve van tehát, így amikor az iménti (racionális kitevőkre 
vonatkozó) definíció nem alkalmazható, ennek alapján határozzuk meg €" érté- 
két. 





DEFINÍCIÓ: A természetes alapú exponenciális függvény 


Tetszőleges x valós szám esetén ef — In"! x — expx. 


Most tehát — tanulmányaink során először — pontosan tudjuk, mi egy irracio- 
nális kitevőjű hatvány jelentése. Az e alapú exponenciális függvényt általában e" 
jelöli, az expx jelölést csak ritkán alkalmazzuk. Mivel Inx és e" egymás inverzei, 
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Transzcendens számok, 
transzcendens függvények 
A racionális együtthatójú polinomok gyö- 
keként megadható számokat algebrai szá- 
moknak nevezzük: —2 például algebrai, 
mivel kielégíti az x 1 2 — 0 egyenletet, 
ahogy v3 is az, amely az 2—3—0 
egyenlet megoldása. A nem algebrai szá- 
mokat transzcendens számoknak neve- 
zik, ilyen többek között az e és a 717 is. Azt, 
hogy az iménti módon definiált e szám 
transzcendens, 1873-ban Charles Hermite 
bizonyította be; 1-re vonatkozóan ugyan- 
ezt C. L. F. Lindemann 1882-ban mutatta 
meg. 

Az y — f(x) függvényt algebrainak 
mondjuk, ha kielégít egy 


Py"3...tRy-tR-0 


alakú egyenletet, ahol a P;-k mindegyike 
racionális együtthatós polinom az x válto- 
zóban. Azy—1/vVx-- 1 függvény például 
algebrai, mivel kielégíti az 


(x-H1)yY—1—0 


egyenletet; itt tehát B —x--I, Pp —0 és 
Fg — —1. A nem algebrai függvényeket 
nevezzük transzcendens függvénynek. 


Inverz azonosságok Inx és ec" között 


en — x hax5 0 


In(€) —x, 


minden x-re. 





Mivel az Inx függvény értelmezési tartománya a (0, co), értékkészlete pedig 
a (—oa, 00) intervallum, azért e" értelmezési tartománya (—os, co), értékkészlete a 
(0, 50) intervallum. 


1. PÉLDA: Az inverz azonosságok alkalmazása 


(a) lnef —2 

(b) ne"! ——1 

(c) Inye—- 3 

(d) Ine""- — sinx 

(e) ed —2 

h ént) mig 4 

(g) ejln2 ln 23 — elnő 8 


€ 
(h) e3in2 — (eln2)" — 23 — 8 (Az előző példa másképpen.) 


2. PÉLDA: A rKkitevő meghatározása 
Határozzuk meg k-t, ha tudjuk, hogy eé£ — 10. 


Megoldás: Vegyük mindkét oldal természetes logaritmusát. 


ek — 10, 
Inet — In 10, 
2k — In10, (7.9) alapján 
1 
k — —]n10. L] 
5) n 


Az általános exponenciális függvények 


Mivel tetszőleges pozitív a szám esetén a — el", az a" hatványt az (eln7)" — 
— ea kifejezésként értelmezhetjük. Értelmes tehát a következő: 






DEFINÍCIÓ: Általános exponenciális függvények 


Tetszőleges a pozitív szám esetén az a alapú exponenciális függvényt a 
következőképpen értelmezzük: 


a — en 


tetszőleges x esetén. 


Hág—cé ikke ceaszafoe eget eg 
3. PÉLDA: Exponenciális függvény értékének meghatározása 
(áj meeeg el sg 38 
(b) 27 — eriaz eg eélő gű 
Az általános exponenciális függvényekkel és inverzeikkel részletesebben a 
következő alfejezetben foglalkozunk. Az €" exponenciális függvényre vonat- 


kozó alapvető összefüggések belátásához azonban csupán a definícióra van szük- 
ségünk. 
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Kitevőszabályok 


Bár az e" függvényt látszólag kissé körülményesen — az Inx logaritmusfügg- 
vény inverzeként — definiáltuk, a jól ismert algebrai szabályok az e alapú , hat- 
ványokra" is érvényben maradnak. A 3. Tétel bizonyításából kiderül, hogy ezek 
a tulajdonságok Inx és e" definíciója, valamint a logaritmusra vonatkozó össze- 
függések egyszerű következményei. 





3. TÉTEL: Aze alapú hatványkifejezések azonosságai 
Tetszőleges x, xi és xa számok esetén teljesülnek a következők: 


1. et .e2 — erti 


e 


2 — e17x2 
ex a 


(e1y? — enn — (ez), 


Bizonyítás: Az 1. szabályt bizonyítjuk, legyen 
Het Es gye (7.10) 
(7.10) mindkét oldalának logaritmusát véve: 
xi—]lnyi és x2-lnya, 


xi tx2 — Inyi t-Ílny2 — Iny1y2, szorzatszabály logaritmusra 


ervta2 — elnyiy2 — mindkét oldal e alapú hatványát véve 
d Bs ázni Eat 


ét, 


A 4. szabály igazolása hasonlóan megy; a 2. és a 3. szabály az 1. szabály köz- 
vetlen következménye (78. feladat). L] 


4. PÉLDA: Az azonosságok alkalmazása 


(a) etin2 mg: ea2 ai 1. szabály 
ön b 
(b) e se — nk 2. szabály 
ex 
(c) —— 7 ád 3. szabály 
É 
(d) (ey — e" (e y 4. szabály 


A 3. Tétel tetszőleges a alapú exponenciális függvény esetére is érvényben ma- 
rad. Például 


a 2 — galna , eyalna a" definíciója 
— e711na-t-xa lna . 1. szabály 
— elit) ina a alapú hatványra emelve 
— Tsz a" definíciója 


Az e" függvény deriváltja és integrálja 


Az e? exponenciális függvényt olyan differenciálható függvény inverzeként ér- 
telmeztük, amelynek deriváltja sehol sem 0) így az 1. Tétel szerint e" is differen- 
ciálható. A deriváltat az 1. Tétel alapján határozzuk meg, felhasználva, hogy Inx 


160  7.fejezet Transzcendens függvények 


deriváltját már ismerjük. Legyen tehát f(x) — Inxésy—e —-—In!x— f(x). 
Ekkor 


sari )— Én 
Xx 
szil ellés ts 
mr (x) — — —T E 1. Tétel 
Beep tagyó "x-e 
TT M8- 


ji 


—— Ti sze f(z— 3 aholz— e 
(a) 


ség 


Az e alapú exponenciális függvény deriváltja tehát önmaga. A 7.5. alfejezetben 
látni fogjuk, hogy ezzel a figyelemre méltó tulajdonsággal egyedül e" konstans- 
szorosai rendelkeznek. Jegyezzük meg tehát: 





5. PÉLDA: Exponenciális függvény deriváltja 
d d 
5 (59)-55-e — set. 


A (7.11) összefüggés a láncszabály alapján általánosítható: 





Ha u az x változó differenciálható függvénye, akkor 


6. PÉLDA: A láncszabály alkalmazása exponenciális függvényekre 


d d 
(a) —e7— et (—x)— et (—1)——et (112 u— 
d sinx sax d i — gin , 3 3 ől 
(b) Es más (sinx) — e COSX (7.12), u — sinx 
X 


A (7.12) összefüggés integrálos alakja: 





7. PÉLDA: Exponenciális függvény integrálja 


ln2 ln 8 I ; 
M 7 lat ANN u—-3x, 3du—dx, u(0)—0 
(a) Ja fe zén — u(ln2) — 31n2 —1n2? —In8 
1) 0 
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1 158 
Tsz. —e Es 
e], 
l 1 
z —1]1— — 
8-1) —; 
/2 
j . gő 
(b) J e cos xdxz jé] szt lásd a 6. példát 
0 
10 


—e —e —e—l] 


8. PÉLDA: Egy kezdetiérték-probléma 
Oldjuk meg az alábbi kezdetiérték-problémát: 


,d 
el aj xzyi yxyí2j-Ű 


Megoldás: A differenciálegyenlet mindkét oldalának x szerinti integrálját 
VÉVE: 


e - xx tC. 
C értékét az y(2) — 0 feltétel alapján határozzuk meg: 
C — 0 — (27 —1—4——3. 
Ezzel megkaptuk e? képletét: 
sz x—3 
Az y függvény meghatározásához vegyük mindkét oldal logaritmusát: 


Ine — In(x? — 3), 
y — In(x7 —3). 


A megoldás tetszőleges x - V3 esetén érvényes. Ellenőrzés: 


dy d 

ei ae —3j 
sirás PE sa In(x? — 3) függvény derivált 
jéig az In(x" — 3) függvény deriváltja 
— dn(2eg) 2X 
— elni ari y — In(x —3) 

2x 
szt ;  — 31—— elny — 
Ge 32— 3 er zy 
sze at 
Megoldásunk tehát helyes. L] 


Az e szám mint határérték 


Az e számot az lne — l összefüggéssel (vagy az exp l függvényértékként) defi- 
niáltuk. Az e szám az exponenciális és logaritmusfüggvények elméletének alap- 
vető állandója, de egyelőre nem tudjuk, miként lehet a pontos értékét meghatá- 
rozni. A következő tétel erre ad egy módszett. 
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4. TÉTEL: Aze szám mint határérték 
Az e szám a következő határértékként is megadható: 


e — lim(1-4- ax), 
x—0 





Bizonyítás: Ha f(x) — Inx, akkor f(x) — 1/x, és így f (1) — 1. A derivált 
definíciója szerint 


h—() h x—a0 x 
x—Ű Xx x—Ü Xx 
- lim In(1 -hx) PP — In Mimi rajt] ; Inx folytonos függvény 


Mivel f"(1) — 1, azt kapjuk, hogy 
In Jimi rajz] — 1. 
x—h 
Felhasználva, hogy Ilne — 1 és hogy In injektív, ebből 
lim(1 Haj — e, 


amint azt bizonyítani kellett. L] 


Az y — 1/x helyettesítéssel a tételbeli összefüggést így is felírhatjuk: 


ji y 
ez lim (45) : 
v—rég gy 


Mint az alfejezet elején már említettük, az e szám 15 tizedesjegy pontossággal: 
e — 2,718281828459045. 


Az általános hatványszabály 


Az x" hatványt tetszőleges x 5 0 és n valós számok esetén így értelmezhetjük: 
x" — ek Az Inx" — nlnx összefüggésben az n szám immár tetszőleges valós 
szám lehet (feltéve, hogy x 5 0): 


li ea na, 


itt felhasználtuk, hogy tetszőleges u esetén Ine" — u. 

Az afa? — a? azonosság és az x" — er5 definíció alapján a hatványfügg- 
vények deriváltjára vonatkozó szabályt a lehető legáltalánosabb formában is fel- 
írhatjuk. Deriváljuk tehát az x" függvényt x szerint: 


d d 
— a — — etni a" definíciója; x 5 0 
dx dx 
d , 
sz án, s (nlnx) — láncszabály 
ún 
HM ú úr akzaáras 
— X -— — újra x" definíciója 
xX 
sat, 


Ha tehát x — 0, akkor 
d 
Sa — pg 
dx 
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A láncszabály alapján az összefüggés általánosítható: 


Az általános hatványszabály 


Ha u az x változó differenciálható pozitív függvénye és n tetszőleges valós 
szám, akkor u" is differenciálható függvénye x-nek, és 





9. PÉLDA: A hatványszabály alkalmazása irracionális kitevőkkel 
(a) si — V2x-1, (x50) 
X 


(b) Ed (2--sin3x)" — (2-7 sin3x)"" (cos3x) :3—37(2-tsin3x) "(cos 3x) 


dx 

7.3. Feladatok — 

Algebrai számítások 
Egyszerűsítsük a megadott kifejezéseket (1—4. feladat)! 

1. (a) dr (b) een (0) eln iny 


2. (a) elntéiy?) (e) eln7x—in2 


(b) e7 ln0.3 


a 


(a) 2ln/e (b) In (Ine") (e) In(eAY) 


4. (a) ln e] (b) In (ee )) (c) In (e2lnz) 


Exponenciális és logaritmusos 
egyenletek 
Fejezzük ki y-t x (illetve 1) segítségével (5—10. feladatok)! 


5. 1Iny-2t3-4 ó. 1lny-—ti-5 

7.  ln(y—40) —5t 8. 1In(1—2yj—t 

9. 1n(y—1)—1n2 —x-tlnx 

10. 1n(yY— 1) —In(y--1) — In(sinx) 

Fejezzük ki k-t (11—12. feladatok)! 

11. (a) ezt — 4 (b) 100e19k 200 (e) ef/1990 — ag 
(b) 80e — 1 
Fejezzük ki r-t (13-16. feladatok)! 


12. (a) eri (c) elln08)k 08 


13. (a) e 98 —27 (b) 2-1 (e) elod — 04 
14. (a) 9091 —1000 (b) ef — (0) eln — ) 
15. eV —x 16. el?)előrti) — e 
Deriváltak 


Határozzuk meg az y (megfelelő független változó szerinti) deri- 
váltját (17—36. feladatok)! 


17. y— e 
19. y- e1— 1 


18. y— e? 
20. y— elvéti 


eétgteétnöte tte tájt öket állta ttyete E ieétetettatezékekeéteétzétee et ejtette tte e etezöteétaéz ezét net gét eat yt gy tntkett el plíeáyb l pizététetsztsetatűnét e eltsáábéteáte En 


21. y—xe— et 

23. y—(x—2x12e 
25. y—e!(sinő 4-cos 0) 
AT. gége le) 

29. y—ln(3te") 


e? 
31. y-n( 5) 


33. y — eő05f-Hni 
Inx 

38. ps J sinetdt 
0 





E ldezéetáskünönlke ea ad a elvalt öv elekesái d ell ek. evek de A 


22. y—(1-42je 

24. y—(92—6xr2je 
26. y—1n(38e€") 

28. y—07e 8 cos58 
30. y—1n(2e""sint) 


ve 
SZ. y-ln (25) 


34. y—e""!(In2 4-1) 
gé 
BŐ; jiz y Inrdt 
ev 





Határozzuk meg a dy/dx deriváltat (37—40. feladatok)! 


37. lny—- e sinx 
39. eF — sin(x-t3y) 


Integrálok 


38. lnxy— et 


40. tgy— e" tnx 


Határozzuk meg az integrálokat (41—62. feladatok)! 


41. J (et 4.5077)dx 
In3 

43. J e" dx 
In2 

45. hi set dx 
1n§ 

47. J El gx 


lnd 


49 LAB 
. v Fr 


51. J MeV dt 


1/x 
53. J sZ dx 
ET 
74 
55. Í (17-22) sec2 00 
ü 





42. f08-3677)dx 
Ü 
44. f ed 
—- In2 
46. J 2021 dx 
in16 
48. J E da 
Ü 


ev 

vr 
52. f Bet dt 

—1/x 
54. Fi sélkülláe 


- 





50. dr 





m/2 
56. 1 (1 ge e7e0 ) csc29d0 
1/4 
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57. . ee get te gtdt 


58. fi essel csel kr) etg(m 4 td 


In(r/2) vinm 
59. J 2e" cos e"dv 60. [2 2xe cos ( 
In(rr/6) 0 








I e 
61. ( gszdr 62 [5 


Kezdetiérték-problémák 


75. (a) Igazoljuk, hogy fInx dx — xlnx—x4-C! 
(b) Határozzuk meg az Inx függvény átlagos értékét az 


,.€l1 rallumon! 
Oldjuk meg a kezdetiérték-problémákat (63-66. feladatok)! [1, el intervallumon! 


63. ÉT e sin(d —2), y(in2j—0 76. Határozzuk meg az f(x) — 1/x függvény átlagos értékét az 
dt (1, 2] intervallumon! 
d AA BE 
64. se. e sect(mer"), y(in4)—2/m TT. Aze" függvény linearizációja az x — 0 helyen: 
2 a) Igazoljuk, h — 0 közelében e? A: 13-x! 
65. d"y 287 y(0) TES! y (0) — Ő ; ( ) gazolju ogy x 
5. hi (b) Becsüljük meg 5 tizedesjegy pontossággal, hogy mek- 
dy a kora a hiba, ha az e" függvényt a [050,2] intervallumon az 
66. dé 1—e, y(l)—-k Y(1)-0 1 3-x kifejezéssel közelítjük! 
NI (0) Ábrázoljuk az e" és az 1--x függvényt.aa —2 S x c 2 
További példák és feladatok intervallumon! Az intervallum melyik részén közelítünk fe- 


lülről, illetve alulról? 
67. Határozzuk meg az f(x) — e? — 2x függvény abszolút szél- 


sőértékeit a (0, 1] intervallumon! 78. A hatványszabályok: 

68. Adjuk meg az f(x) — 2e556/2) periodikus függvény szél- (a) Az alfejezetben bizonyított ele? — er"? azonos- 

sőértékeit és szélsőértékhelyeit! ság alapján lássuk be, hogy bármely x valós szám esetén 
-y e"? — 1/e, ezután pedig azt, hogy tetszőleges xi és xa szá- 





2 esin(x/2) mokkal e"! /e? — etil 
yz2e 


(b) Igazoljuk, hogy tetszőleges xy; és xa számok esetén 
(es JJ? s ez — (es pal ! 


NI79. Az e szám közelítő értéke:  Számoló- vagy számítógé- 
pünk segítségével határozzuk meg e lehető legpontosabb értékét 
69. Határozzuk meg az f(x) — 2 In(1/x) függvény maximu- az Inx — 1 egyenlet megoldásával! 
mát! Hol veszi fel a függvény a szóban forgó maximumot? kúl 80. Az e és az Inx közötti inverz kapcsolat: Az "" és az 
NI 70. Ábrázoljuk az f(x) — (x— 3)7e" függvényt és ennek f(x) lne" összetett függvények ábrázolásával állapítsuk meg, milyen 
deriváltját közös koordináta-rendszerben! Mondjunk valamit f pontos a számítógépünk! 
viselkedéséről f" előjele és értékei alapján! Adjuk meg — esetleg 


; ; : S 81. Igazoljuk, hogy tetszőleges a 5 1 szám esetén (I. az ábrát) 
számítással ellenőrizve — f grafikonjának jellemző pontjait! 


71. Határozzuk meg annak az első síknegyedbeli tartománynak Tf 9 j 
a területét, amelyet felülről az y — e?7, alulról az y — e" egyenletű J MET J ká ááá 
görbe, jobbról pedig az x — ln3 egyenletű egyenes határol! 


72. Határozzuk meg annak az első síknegyedbeli tartománynak 
a területét, amelyet felülről az y — e? alulról az y — e"? 
egyenletű görbe, jobbról pedig az x — 21n2 egyenletű egyenes 
határol. 


73. Adjunk meg egy olyan, origón átmenő görbét, amelynek 
hosszát x — 0-tól x — 1-ig az 


1 
L- [Jargea 
Ü 


integrál adja meg! 82. A geometriai, a logaritmikus és a számtani közép: 





74. Határozzuk meg az x — (89 te 9)/2, 0 Sy 1ln2 görbe (a) Igazoljuk, hogy az e? függvény teljes értelmezési tar- 
y-tengely körüli forgatásával kapott test felszínét! tományán konvex! 


(b) Az ábrát is felhasználva mutassuk meg, hogy minden 
0 a zh esetén 


Inb 
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[Az érdeklődök figyelmébe Frank Burk cikkét ajánljuk: 
The Geometric, Logarithmic, and Arithmetic Mean Inegua- 
lity, Am. Math. Monthly, Vol 94. No. 6 (1987) pp. 527—528.] 


elnatinb)/2 . (Inb—1na) c fd 
lna 


a b 
z szt ő a (Inb—1na)! 


(c) A feladat (b) része alapján igazoljuk, hogy tetszőleges 
a b pozitív számok esetén 





j b—- a atb T ! ! 
VE s— ző 3? in a hai in 7" 
2 
két különböző pozitív szám geometriai közepe kisebb, mint NEM MÉRETARÁNYOS 


a logaritmikus közepük, amely utóbbi viszont kisebb, mint 
a két szám számtani közepe! 7 


Az d" és log, x függvények 





Már tudjuk, miként definiálható a 27", a 10 vagy a x" exponenciális függvény. 
Ebben az alfejezetben ezeknek a függvényeknek a deriváltját és integrálját is 
meghatározzuk, majd definiáljuk a log; x, logjgx és log, x logaritmusfüggvé- 
nyeket, és az utóbbiak deriváltját és integrálját is kiszámítjuk. 


Az a" függvény deriváltja 
Az a" exponenciális függvényt így értelmezzük a - 0 esetén: a?" — eF)", A de- 
finíció alapján: 

d d su 

öz ina lna dot dí 

dx d dx melgul dx 0 dx 
Ha a - 0, akkor 

Tee — d lna. 


A láncszabály alapján a kapott összefüggés általánosítható: 





Ha a 5 0, u pedig az x változó differenciálható függvénye, akkor a" is 
differenciálható függvénye x-nek, és 


(7.13) 


Az imént igazolt azonosságok mutatják, miben is áll az e" exponenciális függ- 
vény jelentősége az analízisben. Amennyiben a — e, úgy lna — Il, az a" expo- 
nenciális függvény deriváltja pedig a jól ismert formulára egyszerűsödik: 


8 A —€lne— e. 
dx 


1. PÉLDA: Exponenciális függvények deriváltja 


d 
(a) —37"—3"1n3 
dx 


d. . d 
" s E -k 7 —őüő- — —x£In3 
(b) FE 3" .1n3 FE x) 3 "In 
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7.12. ÁBRA: Az a" függvény növekvő, 
ha a 5 I, és csökkenő, ha0 ca c 1.Ha 
x — os, akkora 60 ha0zacl,és 
a" — ca, ha a 5 1. Az x 6 —os esetben 
pedig a" os ha0 act, ,ésat 0, 
haa 5 Il. 


d siny  Jsinx Ld KE — gsinx 3 
(c) dx zi ln 3 az sinx) — 3 In3-cosx 


A (7.13) összefüggés szerint a" deriváltja pozitív, ha Ina 5 0, azaz ha a - Il, 
illetve negatív, ha Ina — 0, azaz ha 0 - a z 1. Az a" függvény tehát növekvő, 
amennyiben a - I, és csökkenő, ha0 - a c 1; a függvény természetesen mindkét 
esetben injektív. A 

2 
sszatt R 
dx? dx 
második derivált mindenütt pozitív, az a" függvény tehát minden intervallumon 
konvex (7.12. ábra). 


(a1na) — (naja 


További általános hatványkifejezések 
Immár tetszőleges pozitív alapú hatványokat értelmezni tudunk, így olyan függ- 


vényekkel is boldogulunk, mint x vagy X$"" (ahol x 5 0). A függvények deri- 
váltját az exponenciális függvény segítségével adhatjuk meg. 


2. PÉLDA: Általános hatványkifejezések deriváltjai 
Határozzuk meg a dy/d-x deriváltat, hay—x", x5 0! 


Megoldás: Írjuk fel az x7 kifejezést e hatványaként: 
yzőze, 


A deriválás ezután már a megszokott módon megy: 


dy Ete d lna 
dx ped Új 
d 
ERNE 1 (c 6 -fzgzllő éz 
—e 7 lna) 
sza (ez) — 
x 
— 7(1--Inx). d 


Az a" függvény integrálja 
Ha a - I, akkor Ina - 0, ebben az esetben tehát a (7.13) egyenlet mindkét oldalát 
eloszthatjuk In a-val: 
sőt 14... 
" dx lna ax ) 
Mindkét oldalt x szerint integrálva: 
l 


, du t Mssen d Er S HÉT 
[7 gi na get dx [la Jdx— ga tC. 


Az első integrált differenciál-alakba írva: 





3. PÉLDA: Exponenciális függvény integrálja 


a 
(a) [7 sz mm TC (7.14) egyenlet a — 2, u—x 





7.13. ÁBRA: A 2 és a logax függ- 
vény grafikonja; a két függvény egy- 
más inverze. 
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(b) 25" cosxdx — 








— [du —— Mm tC — u — sinx, du — cosxdx, (7.14) 
Jsinx 

— me ÉT u helyében sinx 
ln2 


Az a alapú logaritmusfüggvények 


Már láttuk, hogy tetszőleges a s 1 pozitív szám esetén az a" függvény injektív, 
mindenütt deriválható és deriváltja sehol sem nulla. Így tehát a függvény inverze 
is differenciálható; ez utóbbi függvényt nevezzük a alapú logaritmusfüggvény- 
nek, jelölése log, x. 


DEFINÍCIÓ: log,x 


Tetszőleges pozitív, 1-től különböző a szám esetén 


log, x az a" exponenciális függvény inverze. 





Az y -— log, x függvény grafikonját megkapjuk, ha az y — a" függvény grafi- 
konját tükrözzük az x-tengellyel 457-os szöget bezáró, x — y egyenletű egyenesre 
(7.13. ábra). Az a — e esetben az Inx, illetve az e" függvényt kapjuk. Mivel log, x 
és a" egymás inverzei, kompozíciójuk — mindkét sorrendben — az identikus le- 
képezést adja. 


Inverz összefüggések a" és log, x között 


a"8ax—x — (hax50) (7.15) 


log (7) —x (minden x-re) (7.16) 





4. PÉLDA: Az inverz összefüggések alkalmazása 
(a) log2(29j—5 (b) logig(1077) — —7 


(c) 7log2 3 — (d) 10/0810 4 — 4 


A log, x függvényértékek kiszámítása 


Az a alapú logaritmusfüggvény értékeit könnyebben meghatározhatjuk, ha ész- 
revesszük, hogy log, x az Inx függvény konstansszorosa: 





A (7.17) azonosságot a (7.15) összefüggés alapján könnyen levezethetjük: 


a08ax — x (7.15) 
In a!98ax — Inx, mindkét oldal logaritmusát véve 
log, x :Inx — Inx, 2. Tétel, hatványszabály 
log, x — téső ; lna-val osztva 


ina 


168  7.fejezet Transzcendens függvények 


Tetszőleges x 5 0 és y 5 0 számok 
esetén teljesülnek az alábbiak: 


1.  szorzatszabály: 
logaxy — log, x-t- logg y; 


2.  hányadosszabály: 
log, 7 di log, x Ji log, y; 


3. — reciprokszabály: 
log, 1 — — log, x; 
4. — hatványszabály: 
log, x? — ylog, x. 


7.2. TÁBLÁZAT: A log, x függvényre 
] vonatkozó szabályok. 





Lássunk egy példát: 


in2 069315 
In10 " 230259 
A log, x függvényekre is igazolhatók az Inx függvényre a 2. Tételben kimon- 


dott szabályok (7.2. táblázat). A bizonyításhoz elegendő, ha a megfelelő egyen- 
lőségeket rendre elosztjuk Ina-val. Például: 


logig2 — az 0,30103. 


Inxy — lnx --Íny, Az In függvényre vonatkozó 1. szabályt 
inxy  lnx lny 


lna lna lna" 
log, xy — log, x4-log, y. a log, x-re vonatkozó 1. szabályt kapjuk. 


. . . ina-val osztva . . . 


Deriváltak és integrálok, amelyekben log, x szerepel 


Ha olyan függvényt kell deriválnunk vagy integrálnunk, amelynek képletében a 
alapú logaritmusfüggvény szerepel, akkor először a logaritmusokat az Inx függ- 
vény segítségével fejezzük ki. 

Ha u az x változó pozitív, differenciálható függvénye, akkor 


Z ia VEGARNÁ SA 1 sza EE fggyjájae E a Ét 
dx" sa gx(ina)  Inadx — lna udx? 


jegyezzük meg tehát: 











5. PÉLDA: 
d I I d 3 
eza , E ——— : —————  —l. l EGÜSETS NEEE 
kal a ál ÁRÉTTT ETT S ÉT MÉ TT ETEST 
loggx , 7 1 o finx— — In 
(b) J 55 dő zása logyr— fű 
— ) fd — —Inx, du— 1d 
— mm u u—-lnx, du— 5dx 
ig I (Inxj2  , (Inx)2 
"háza tag at" gaz 


10-es alapú logaritmus 


A 10-es alapú logaritmus számos képletben megjelenik, szerepel például a föld- 
rengések erősségét megadó Richter-skála képletében is: 


R — logig (7) tB, 


ahol a az észlelőállomásnál érzékelt földmozgás amplitúdója mikronban, T a 
szeizmikus hullám periódusideje másodpercben, B pedig egy empirikus tényező, 
amely azt mutatja, hogy milyen ütemben csökken a szeizmikus lökéshullám 
ereje az epicentrumtól való távolság növekedtével. 


6. PÉLDA: Földrengés erőssége 
A földrengésjelző-állomástól 10000 kilométerre B — 6,8. Ha az állomás a — 10 


mikron nagyságú vertikális mozgást észlel, amelynek periódusa T — 1 másod- 
perc, akkor a rengés 


R — logig (7) t68—11-68—7,8 


A legtöbb étel 


savas kémhatású (pH- 7). 













banán 4.5-A44,7 


grapefruit 3,0—3,3 
narancs 30-40 
lime 1,8—2,0 
tej 6,3—6,6 
üdítőitalok 20-40 
spenót 5,1—5,7 
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erősségű. Ilyen erősségű földrengés az epicentrum közelében igen nagy károkat 
képes okozni. 


Az oldatok kémhatását megadó pH-értékeket szintén egy 10-es alapú loga- 
ritmussal fejezzük ki. Egy oldat pH-értéke az oldatbeli oxóniumion-koncentrá- 
ció — jele [H30T] - reciprokának 10-es alapú logaritmusa: 


pH — log1g [H307]. 


1 
810 TROT] 7 
Az ecet pH-értéke 3, a desztillált vízé 7, a tengervízé 8,15, a háztartási ammóniáé 
12. A skála egyik végén 0,1-es pH-értékkel a sósavat, a másikon, 14-es pH- 
értékkel a marónátront találjuk. 
Ugyancsak 10-es alapú logaritmussal definiáljuk a hangerő (, decibel"-) 
skálát. Ha / a hang intenzitása watt/m" egységben, akkor erőssége: 


1010gio (I : 10 dB. (7.18) 


Nem kell tehát csodálkoznunk azon, ha egy erősítő , mindössze" néhány de- 
cibellel növeli a hang erősségét. A (7.18) összefüggés szerint — mint a követ- 
kező példa mutatja — az / intenzitás megkétszerezése mindössze 3 dB-lel növeli 


a hangerőt. 

Tipikus hangerősségek 8 
hallásküszöb 0 dB 7. PÉLDA: Hangerő 
jeteésásgnaát lati es Ha az !/ intenzitás kétszeresére nő, a hangerő körülbelül 3 dB-lel növekszik. A 
ln jutörnötöt 50 dB 10-es alapú logaritmust most — ahogy általában szokás — Ig jelöli (a számológé- 
beszélgetés 65 dB pek általában a log szimbólumot használják): 
aszfaltfúró 3 méterről [  J0dB hangerő kétszeres /-vel — 101g(21/ - 1012) — (7.18), T helyében 2/-vel 
fájdalomküszöb . 120dB 








Algebrai számítások: a" és log, x 


Egyszerűsítsük a kifejezéseket (1-4. feladatok)! 














— 101g2--101g(/ - 1012) — 


— eredeti hangerő 4-101g2 sz 
az eredeti hangerő --3. 


Deriváltak 


125203 


Deriváljuk a függvényeket a megfelelő független változó szerint 


1. (a) 519857 (b) 810842 (e) 1,31981275 (11-38. feladatok)! 
(d) log4 16 (e) loga Vie) (f) log4 : Il. ye ÍZ est 
13. y—5V" 14. y—2(9) 
2. (a) 29527 (b) 10580(V/2 (0) kő 18. yzat 16. y—t1—e 
(d) logyy 121 (e) logos 11 (£ lö; - 5 17. y— (cos p)v2 18. y—(1n8)" 
I 19. y—7"8in7 20. y—3£91n3 
logy x 084 x (in21(sinx) úttal 

3 (4 2 iát (e) 10g2 (e ) 21 yzőt 22. y— 570052 
4. (a) 2558:67) — (b) log (e) (c) 1ogy (27 51m-) 23. y—1og;50 24. y—1ogz(1--01n3) 
Írjuk át a logaritmusokat természetes alapúra, és egyszerűsítsük 25. y—-logyx-logy x? 26. y—logas e" —logsz VX 
a kifejezéseket (5-6. feladatok)! ki £ 

jóga ig 5 iss ű 27. y7-logar:logyr 28. y7-logzr- 1ogy r 
5. (a) I (b) Pék sz in3 In5 

log x log x log a /x1t1 7x 

29. y7-log; ( [ — 30. y—-logs. 

6. (a) loggx log 13 (o) log, b x—1 3x2 

logzx log 5Xx log; a jú s I . sind cos 
Oldjuk meg az egyenleteket (4—10. feladatok)! . y— 0 sin(log; 8) 32. y—1 og (ag e929 ) 
7 310837 x Jog 5 — s5logsx 
8. 819853. elnő — 2. 7log7(3) vak XIBSE éz —1o82 (z ) 
9. 319856) — S5elnx 3. 101982 38. y39ii 36. y—3]oggílogat) 
10. Ine--4 219847 — - logio 100 37. y—1og; (8122) 38. y—tlogz (elsin:)(in3) ) 
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Logaritmusos deriválás 


A logaritmusos deriválás módszerével határozzuk meg a meg- 
adott függvények — megfélelő független változó szerinti — deri- 
váltját (39-46. feladatok)! 





39. y—(xH1y 40. y—etH 
41. y— (1) 42. y—rV 
43. y— (sinx)" 44. y—xink 
45. y — xdn dó. y— (Inx)5- 
Integrálás 
Határozzuk meg az integrálokat (47—56. feladatok)! 
47. ! 5zdx 48. J (1,3)5dx 
1 ü 
49. ) 2-8g8 50. J 5-940 
4 
sk 
51. T (0) dx 52 § at B 
haza 
1 l 
n/2 xr/4 IN tg 
53. ! áá sintdt 54. J G) secítdt 
ü ü 
4 Z Jinx 
3 § (1 Inx)dx 56. J —dr 
2 l 


Határozzuk meg az integrálokat (57—60. feladatok)! 
57. J 3xV3dx 58. f xV2-1 dx 


3 € 
59. J (2 V)xV2dx 60. J x(ln2)-1 gy 
Üü 


Határozzuk meg az integrálokat (61—70. feladatok)! 


4 
l l 
61. f dx 62. J —dx 


4 Tr - 
63. I az 64. ISS dr 
1 7 1 fi 


10 
66. JT marta ea 


1/10 


68. fels Das 1) 


F. 
l 2 
65. [E a 
xt2 


67. / 21logygíx -k U x 


x-t1 
69. Pi ezt. 70. ! ES. 
xlogiga x(loggx)i 
Határozzuk meg az integrálokat (71—74. feladatok)! 
inx Fújj 
71. [6 x:1 72. [/d 
l 1 
l/x xX 
73. [a x:0 74. sz / zet x:0 
Í lnaJ t 


1 l 


További példák és feladatok 


75. Határozzuk meg az y — 2x/(1 34-32) egyenletű görbe és az 
x-tengely —2 € x — 2 intervalluma közötti tartomány területét! 
76. Határozzuk meg az y — 217" egyenletű görbe és az x- 
tengely —1] €x c 1 intervalluma közötti tartomány területét! 
77. A vérpH-értéke: Az emberi vér pH-értéke normális eset- 
ben 7,37 és 7.44 közé esik. Adjuk meg [H3OT] megfelelő határ- 
értékeit! 


78. Agyfolyadék: Az agyfolyadékban [H3OT] sz 48-10 
mól/liter. Mennyi a folyadék pH-ja? 
79. Erősítő: Hányszorosára kell növelnünk a hang intenzitá- 
sát, ha a hangerősséget 10 decibellel akarjuk fokozni? 
80. Erősítő: Hány decibellel növekszik a hangerő, ha az in- 
tenzitást 10-szeresére fokozzuk? 
81. Az oxóniumionok és a hidroxidionok (OH" ) (mól/literben 
megadott) koncentrációjának szorzata minden oldatban körülbe- 
lül 1078 
(a) A [H3OT] oxóniumion koncentráció mely értéke ese- 
tén lesz az 5 — [H3OT] -- [OH7T] összeg minimális? Útmu- 
tatás: változtassuk meg a jelölést; legyen x — [H3OTT7! 
(b) Mekkora annak az oldatnak a pH-értéke, amelyben § 
minimális? 
(c) Milyen [H30TV[OH7] aránynál lesz § minimális? 


82. Előfordulhat-e, hogy log, b — 
szunkat! 


1/1og, a? Indokoljuk vála- 


NI 83. . Azx? —?" egyenletnek az x— 2 és az x — 4 mellett egy har- 


madik megoldása is van. Adjuk meg a harmadik megoldás lehető 
legpontosabb közelítő értékét! 


HE 84. Létezik-e olyan x 5 0 szám, amellyel xin2 — 2inx9 Ábrá- 


zoljuk az egyenlet mindkét oldalát, és magyarázzuk meg, amit 
látunk! 


85. A 2" függvény linearizációja: 
(a) Adjuk meg az f(x) — 2" függvény linearizációját az 


x — 0 helyen! Kerekítsük a kifejezésben szereplő állandó- 
kat két tizedesre! 


HE (b) Ábrázoljuk együtt f-et és az (a)-beli linearizációt a 
—3€x€c3é6s5a—] €xől intervallumon! 
86. A logzx függvény linearizációja: 


(a) Adjuk meg az f(x) — log; x függvény linearizációját 
az x — 3 helyen! Kerekítsük a kifejezésben szereplő állan- 
dókat két tizedesre! 


Ji (b) Ábrázoljuk f-et és az (a)-beli linearizációta 0 — x — 8, 
illetve a 2 € x € 4 intervallumon. 


Számolás különböző alapokkal 


 ] 87. A legtöbb számológép az e és a 10-es alapú logaritmus- 


sal is számol. Más alapú logaritmusok értékének kiszámításához 
a (7.17) összefüggést használhatjuk fel, amely szerint log, x — 
— (lnx)/ (lna). Határozzuk meg öt tizedes pontossággal a követ- 
kező logaritmusokat! 


(a) 10g3 8 (b) log; 0,5 
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(c) 10g29 17 (d) logg 57 NI 90. Inverz kapcsolat Inx és e€7 között: Ellenőrizzük számo- 
(e) Inx, ha logygx — 2.3 (f) Inx, halogjx— 14 lógépünk pontosságát az e?" és az Ine" kompozíciók pontos ér- 


(g) Inx, halogjx— —1,5 (h) Inx, ha logygx — —0,7 


88. Áttérési tényezők: 


(a) Igazoljuk, hogy a 10-es alapú logaritmusról a 2-es 


alapú logaritmusra való áttérés képlete: 


in10 


tékeinek kiszámításával! 


JI 91. Az eszám közelítő értéke: Adjuk meg e értékét a lehető 
legtöbb tizedes pontossággal az Inx — 1 egyenlet megoldásával! 


NI 92. Melyik nagyobb: x" vagy e7?: A számológépek hasz- 
nálata óta a probléma már nem olyan rejtélyes, mint egykor volt. 
( Azért próbáljuk ki: a számok megdöbbentően közel vannak egy- 
máshoz!) A kérdésre mindazonáltal számológép nélkül is vála- 


(b) Igazoljuk, hogy az a alapú logaritmusról a b alapú lo- State 


garitmusra való áttérés képlete: 


sie. 
Inb 


log; x — log, x. 


89. Ortogonális görbesereg: Igazoljuk, hogy az 


(a) Adjuk meg az y — Inx egyenletű görbe origón átmenő 
érintőjének egyenletét (I. az ábrát)! 





l 
Y — aze tk 
egyenletű görbesereg (ahol k tetszőleges állandó) merőleges az 
y51lnxtC 
jj ; [—3, 6] x [-3, 3] 
görbeseregre (ahol C tetszőleges állandó), azaz a két család bár- 
mely tagjait véve, azok merőlegesen metszik egymást (Il. az áb- (b) Azy-—lnxegyenletű görbe és az érintő alapján magya- 


rát)! 








rázzuk meg, miért teljesül Inx € x/e minden pozitív, e-től 
különböző x-re! 


(c) Igazoljuk, hogy In(xf) € x minden pozitív e £ x-re! 


(d) Lássuk be ennek alapján, hogy x" - e" minden pozitív 
é€ A x-re! 


(e) Melyik tehát a nagyobb: 1" vagy e"? 


Exponenciális növekedés és csökkenés 


Az exponenciális függvények rendkívül gyorsan növekednek vagy csökkennek. 
Ilyen függvények írnak le számos természeti és mérnöki folyamatot. Az expo- 
nenciális függvények jelentőségét mutatja az ilyen modellek változatossága is. 


Az exponenciális változás törvénye 


Számos olyan szituáció van, amelyben egy y mennyiség növekedése vagy csök- 
kenése az illető mennyiség ft időpontbeli mennyiségével arányos. A radioaktív 
bomlás, a befektetési alapok növekedése, a populációk nagysága vagy egy csé- 
sze kávé és a szoba hőmérséklete közötti különbség egyaránt ilyen módon válto- 
zik. A példabeli mennyiségek exponenciálisan változnak, ebben az alfejezetben 
ennek a változásnak az alapképletét is levezetjük. 

Ha a t — 0 pillanatban az y mennyiség értéke yo, akkor a t függvényében 
változó y kielégíti a következő kezdetiérték-feltételt: 


differenciálegyenlet: 2) 7 ky, 
dt (7.19) 


kezdeti feltétel: y—-— yo, amikor tf — 0. 


Ha y pozitív és növekvő, akkor k pozitív, (7.19) szerint ekkor a növekedés ará- 
nyos az összegyűlt mennyiséggel. Ha y pozitív és csökkenő, akkor k negatív, 
ilyenkor a mennyiség fogyása egyenesen arányos azzal, amennyi az adott idő- 
pontban maradt belőle. 
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Azonnal látható, hogy az y — 0 konstans függvény megoldása (7.19)-nek ha 
Yo — 0. Ahhoz, hogy. megkapjuk a nemnulla megoldást, első lépésben a (7.19) 
egyenlet mindkét oldalát elosztjuk y-nal: 


4 8 
y dt : 
! 5 : di — , kdt, t szerint integrálunk 
in]y] — kt C, f(i/ijdu — In]ul--C 
ly 5 - sjóásat exp az In inverze 
öles, enb — ga. eb 
yeré et, kajyi er akküzyeseki 
b Ae , A a te" helyett 


Ha az A szorzókonstans a --e" értékek mellett a 0 értéket is felveheti, akkor az 
y — 0 konstans függvény 15 a megoldások között van. 
Az A értékét a kezdetiérték-probléma alapján határozzuk meg (rt — 0 esetén 
y - yo): 
Yo Ae"9 — A, 


A kezdetiérték-probléma megoldása tehát az y — yoe" függvény. 
Az így változó mennyiségről azt mondjuk, hogy exponenciálisan növekszik 
(amennyiben k 5 0), illetve exponenciálisan csökken (ha k - 0). 


Exponenciális változás 
Az exponenciális változás képlete: 


yeype. (7.20) 


Ha k - 0, akkor y növekszik, ha k — 0, akkor csökken. A k állandó adja 
meg a növekedés ütemét. 





A (7.20) egyenlet levezetése alapján nyilvánvaló, hogy csak az exponenciális 
függvény konstansszorosai olyan függvények, amelyek egyenlőek saját derivált- 
jukkal. 


Korlátlan populációnövekedés 


Egy (emberekből, növényekből, rókákból vagy baktériumokból álló) populáció 
létszáma szigorúan véve nem folytonos függvény, elvégre minden függvény- 
érték egész szám. Ha azonban a populáció elég nagy, akkor a változás jó kö- 
zelítéssel leírható egy folytonos függvénnyel. Az alkalmazások nagy részében 
célszerű, ha a közelítő függvényt differenciálhatónak tekintjük, így a populáció 
nagyságát az analízis eszköztárát mozgósítva előre jelezhetjük. 

Ha feltesszük, hogy a reprodukcióra képes individuumok aránya és a termé- 
kenység is állandó, akkor a születési arány minden t pillanatban arányos a popu- 
láció t időpontbeli y(t) létszámával. Tegyük fel továbbá, hogy a halálozási arány 
szintén y(t)-vel arányos és állandó! Ha végül figyelmen kívül hagyjuk a kívülről 
érkező, valamint a távozó egyedek számát, akkor dy/dt a születési arány és a 
halálozási arány, vagyis két, az y mennyiséggel arányos mennyiség különbsége. 
Másszóval: dy/dt — kt, így y — yoe", ahol yo a populáció egyedeinek száma a 
rt — 0 időpontban. Mint minden más mennyiség esetében, a külső környezet kor- 
látozza a növekedést, ennek részleteivel azonban egyelőre nem foglalkozunk (a 
problémára a 9.5. alfejezetben térünk vissza). 

A következő példában ezt a modellt alkalmazzuk annak vizsgálatára, hogy 
miként csökken egy adott betegségben szenvedők száma, ha a kezelés megfelelő. 
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1. PÉLDA: Fertőző betegség felszámolása 


A megfelelően kezelt betegségek megszűnésének egyik modellje szerint a fertő- 
zött egyedek számának dy/dt változása az y mennyiséggel arányos. Az ellátást 
megkapók száma arányos y-nal. Tegyük fel, hogy egy adott évben az előzőhöz 
képest 20 százalékkal csökken a betegek száma, valamint, hogy ekkor 10000 
beteg van. Hány év múlva csökken a betegek száma 1000-re? 


Megoldás: Az y yge" egyenletet használjuk. A feladat megoldása három lé- 
pésből áll: (a) az yo, (b) a k állandó, valamint (c) azon t meghatározása, amelynél 
y—- 1000. 

(a) Az , időszámítás" kezdőpontjának nincs jelentősége, így feltehetjük, hogy 
az y — 10000 érték a ft — 0 időponthoz tartozik. Eszerint tehát va — 10000, 
egyenletünk pedig az 

y —10000€" (7.21) 

alakot ölti. 

(b) Amikor t — 1 év, az esetek száma a ( — 0 időpontbeli esetek számának 
8090-a, azaz 8000. Ekkor tehát 


8000 — 10000€/! , CIZÍ) egyenlet, t — 1 és y — BÖÖŐ 
e —08, 
In(e") —1n08, 
k—ln08 c 0. 


Vagyis tetszőleges t időpontban 
y — 10,000€d90.8- . (7.22) 
(c) A (7.22) egyenletből, y helyében 1000-rel meghatározhatjuk a keresett £-t. 
1000 — 10000€19.8- 





el108-11 BE 0,1 
1n0.8 -t —1n0,l 
ln0,1 
t — as 10, 3 
m08 0,32 év 
Az esetek száma tehát valamivel több, mint tíz év alatt csökken 1000-re. L] 


Folytonosan jóváírt kamatok 


Ha Ag forintot r éves kamatra a bankba teszünk, a bank pedig évente k alkalom- 
mal írja jóvá a kamatokat, akkor f év múlva 


ezé (142) (7.23) 


forintunk lesz. A kamatokat a bank havonta (k — 12), hetente (k — 52), naponta 
(k — 365), de akár ennél gyakrabban, akár minden percben, vagy minden másod- 
percben is jóváírhatja. Határértéket véve, ha az egy év alatti jóváírások száma 
tart a végtelenhez: 


úm ászimázít4 ót 
Mm Ay — nm e — 
k—va 8 k— aa o ( az) 
imát) 
— lim4o (147) — 
rak" 
— Ag dim4o(147) - amint k — cs, úgy f 0 
ej 
— 4o [40 (19! - x—I 
xX— 


— Age". 4. Tétel 
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A 222 tömegszámú radonizotóp esetében 
(ha t-t napokban mérjük) k — 0.18. A 
226-os rádiumizotóp (amelyet néha nem 
eléggé elítélhető módon az ébresztőórák 
számlapján ií5 alkalmaznak, hogy fosz- 
foreszkáljon a sötétben) k — 43-10 1, 
amennyiben f-t években mérjük. 


Tehát t idő elteltével 
A(t) — Age" (7.24) 


forint lesz a számlánkon. 

Ha a bank így jár el, akkor folytonos jóváírásról beszélünk; r-et folytonos 
kamatlábnak nevezzük. Ekkor a pénzünk a (7.24) képlet szerint exponenciáli- 
san nő. I 


2. PÉLDA:  Takarékszámla 


Tegyük fel, hogy 621 dollárt helyezünk el a bankban, amely 699-os kamatot ír 
jóvá folytonosan. Mennyi pénz lesz a számlánkon 8 év múlva? 


Megoldás: A C(7.24) egyenletet használjuk; Ag — 621, r— 006 és t — 8: 
A(8) — 621996? — 621e0948 — 100358 


(a legközelebbi centre kerekítve). I 

Ha a bank negyedévente írná jóvá a kamatot, akkor a fenti összeg helyett 
1000,01 dollárunk lenne. A bank tehát a , folytonos jóváírással" mindössze 3,57 
dollárt veszít, cserébe viszont hirdetheti magát úgy, hogy , mi a kamatot éjjel- 
nappal, minden pillanatban jóváírjuk" . JE 


Radioaktivitás 


Számos olyan atom van, amely spontán módon részecskéket vagy sugárzást bo- 
csát ki. A jelenséget radioaktív bomlásnak, az így viselkedő anyagokat pedig 
radioaktívnak nevezzük. Előfordul, hogy egy atom a folyamat során egy má- 
sik elem atomjává alakul: a 14-es szénizotóp ilyen módon nitrogénné, a rádium 
pedig — több lépésben — ólommá alakul. 

A kísérletek tanúsága szerint a radioaktív elemek bomlásának üteme (az idő- 
egységenként megváltozó atomok száma) a mintában meglévő atomok számával 
arányos. A radioaktív bomlást tehát a dy/dt ——ky, (k 5 0) egyenlet írja le. (A 
k konstans negatív előjele azt hangsúlyozza, hogy y csökken, használhatnánk ne- 
gatív k-t is, de nem ez az általános gyakorlat.) Ha a t — 0 időpontban a radioaktív 
atomok száma vo, akkor t idő elteltével 


ven t, k:0 


radioaktív atom lesz a mintában. 


3. PÉLDA: Radioaktív izotóp felezési ideje 
Egy radioaktív izotóp felezési ideje az az időtartam, amely alatt egy mintában az 
adott izotóp atomjainak száma felére csökken. Figyelemre méltó, hogy a felezési 
idő konstans, amely a radioaktív atomok eredeti számától nem, csupán az adott 
elemtől függ. 

Ennek belátásához legyen yo egy mintában jelen lévő radioaktív atomok 
száma; f idő elteltével ekkor y — yoe"". Azt a t időt keressük, amely addig telik 
el, amíg a radioaktív atomok száma felére csökken: 


1 

et — — 
NO 270 

l 

egz 

des, 

—kt —1ln12— —1n2, 

, — 112 
més 


A kapott f az adott elem felezési ideje, amely valóban csak k-tól függ, vao-tól 


NEIT: I a 
félézéki idő — e (7.25) 
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4. PÉLDA: A 210-es polóniumizotóp felezési ideje 
A 210-es tömegszámú polóniumizotóp igen rövid életű, így célszerű, ha az időt 
nem években, hanem napokban mérjük. Egy minta y elemszámát az 


j yoe 5107 


képlet írja le. Adjuk meg a felezési időt! 


Megoldás: Az iménti egyenlet szerint k — 5 - 1073, így a (7.25) képlet szerint 
a felezési idő: 
ln 2 ln2 


Éi ti 5.103 az 139 nap. [7] 


5. PÉLDA: A karbonmódszer 


A radioaktivitás segítségével a Föld régmúltja eseményeinek idejét is meghatá- 
rozhatjuk. Az élő szervezetekben a 14-es tömegszámú radioaktív szénizotóp és 
a közönséges (12-es tömegszámú) szénizotóp aránya a szervezet életideje alatt 
közel állandó (és körülbelül megegyezik a környezet hasonló mutatójával), a 
szervezet elpusztulása után azonban a 14-es izotópok nem pótlódnak, arányuk 
ennek megfelelően folyamatosan csökken. 

A 14-es karbonizotóp felezési ideje 5700 év. (A radioaktív kormeghatáro- 
zásra a feladatokban még visszatérünk.) Milyen régi az a lelet, amelyben az 
eredeti szintnél 1090-kal kevesebb 14-es izotóp van? 


Megoldás: Újra az y — yoe"" egyenletet használjuk. Meg kell határoznunk 
k értékét, valamint azt a t-t, amelynél y(t) — 0,9yo (ha a szóban forgó atomok 
száma 109o-kal csökkent, akkor 90956-uk még jelen van). Azt a t-t keressük tehát, 
amelynél yoed" — 0 Oyo, azaz amelyre teljesül az e 4 -09 egyenlet. 

A k állandó értékét (7.25) alapján határozzuk meg: 


; In 2 ln2 
Esés sze ET, 
felezésiidő 5700 vet 
Az e"§ — 0.9 egyenlet megoldása ezek után: 
e" 709, 
e Ún2/5700)- sz ez 0.9, 
ln2 
75700 - ln0.9, 
5700 - In0,9 
ME Bá 500. 
A minta körülbelül 866 éves. [/ 


A Newton-féle hűlési törvény 


Egy fémcsészében asztalon hagyott forró leves a szoba levegőjének hőmérsék- 
letére hűl le. Egy nagy kád vízbe mártott forró ezüstöntvény addig hűl, amíg 
hőmérséklete egyenlő nem lesz a víz hőmérsékletével. Az ezekhez hasonló ese- 
tekben a vizsgált test hőmérséklet-változásának üteme jó közelítéssel egyenesen 
arányos a test és környezete hőmérsékletének különbségével. Ezt a tapasztalati 
tényt Newton-féle hűlési törvénynek nevezik, bár a felmelegedésre éppúgy al- 
kalmazható, mint a lehűlésre. 

A hűlési törvény képletének levezetéséhez jelölje H a test hőmérsékletét a 
: időpontban, Hs pedig a környezet (állandónak feltételezett) hőmérsékletét. A 
törvény szerinti differenciálegyenlet ekkor: 

dH 
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Az y — H— Hy; helyettesítéssel: 
dy d.e. .dH do 
7 a ale E á 
dt 
ll áá 
— —k(H — Hz) — 


— ky. 
Már tudjuk, hogy a dy/dt — —ky egyenlet megoldása y — yoe"" , ahol y(0) — yo. 
Az y helyébe visszaírva H — Hs5-t, a 


H—Hs;—(Ha—Hgje?" (7.27) 


egyenletet kapjuk, ahol Hg a hőmérséklet a t — 0 időpontban. Ez tehát a lehűlés 
Newton-féle egyenlete. 

Ő. PÉLDA: Kemény tojás hűtése 

Egy 987C€-os kemény tojást egy nagy tál 187C€-os vízbe tesszük. Ha a tojás hő- 


mérséklete 5 perc alatt 387C-ra csökken, mennyi időt kell még várnunk, hogy a 
tojás 207C€-os legyen? 


Megoldás:  Meghatározzuk, mennyi idő alatt hűl le a tojás 987C-ról 207C-ra, 

és ebből levonunk 5 percet. A (7.27) egyenlet a H, — 18 és Hg — 98 esetben: 
H—-18--(98—18)e", 

A k állandó meghatározásához azt használjuk fel, hogy t — 5 esetén H — 38: 


38 — 184807" 


l 
sega ztllltó 


l 
-3k-—in7 - —1n4, 


k — z In4 az 028. 


A tojás hőmérséklete a t időpontban H — 18 -- 80e7(021n0t Most meghatároz- 
zuk, mely t esetén lesz H — 20: : 


20 — 18-4800702n0), 
g0e (0.2-1n4)t jő; 2. 


e—(0.2-najr A 


disz B ; 
—(0.2-In4jt—n in 40, 


1n40 


A tojás tehát 13 perc alatt hűl le 207C-ra. Eszerint tehát körülbelül 8 percet kell 
várnunk, amíg hőmérséklete 387€-ról 207C-ra csökken. nm 


7.5. Feladatok 





A feladatok többségének megoldása logaritmusos vagy exponen- 
ciális kifejezés, egy jó számológép tehát hasznunkra lehet. 

1. Az emberi faj evolúciója nem állt meg: A Michigan 
University antropológiai múzeumában dolgozó €. Loring Brace 
és munkatársai által végzett kutatások szerint az emberi foga- 
zat zsugorodása jelenleg is tart, nem áll tehát az a sok kutató ál- 
tal vallott feltevés, amely szerint az evolúciós folyamat mintegy 
30000 éve megállt. Az észak-európai népek fogazatának átlagos 
mérete jelenleg 1000 évente csökken 196-kal. 


(a) Jelölje t az időt (években), y pedig a fogazat méretét. 
Határozzuk meg az y — yoe" egyenletben szereplő k állandó 
értékét annak alapján, hogy t — 1000 esetben y — 0 99yg! 
Ezután könnyen válaszolhatunk a következő kérdésekre. 


(b) Körülbelül hány év múlva lesz az emberi fogazat átla- 
gos mérete a jelenlegi méret 9096-a? 


(c) A mi fogazatunk méretének hány százaléka lesz a 
20000 évvel utánunk következő leszármazottaink fogmé- 
rete? 


Forrás; LSA Magazine, Vol. 12 (1989), Vol. 12. (Ann Arbor, MI). 


2. Légköri nyomás: A légköri nyomást gyakran olyan mo- 
dellel írják le, amelynek alapfeltevése az, hogy a p nyomás a 
tengerszint feletti magasság függvényében való dp/dh változása 
p-vel arányos. Tegyük fel, hogy a tengerszinten a légköri nyomás 
1013 millibar, 20 km magasságban pedig 90 millibar. 


(a) Oldjuk meg a feladat szerinti kezdetiérték-problémát: 
a differenciálegyenlet: dp/dh — kp, ahol k állandó, 
a kezdeti feltétel: p — po, ha h — 0. 


A po és a k állandó meghatározásával így megkapjuk p-t h 
függvényében. 


(b) Mekkora a légköri nyomás h — 50km magasságban? 


(c) Milyen magasságban lesz a nyomás 900 millibar? 


3. Kémiai reakciók: Bizonyos kémiai reakciókban a részt- 
vévő anyagok mennyiségének változása minden pillanatban az 
illető anyag mennyiségével arányos. A 0-glükonolakton glükon- 
savvá alakulását például a 

dy 

— sü6 

ax i 
egyenlet írja le, ahol a t időt órákban mérjük. Ha a ft — Ü pillanat- 
ban 100 gramm ő-glükonolakton van a mintában, mennyi lesz 
benne az első óra végén? 


4. . Cukorinverzió: A cukorgyártás egyik, inverziónak ne- 
vezett lépésében megváltozik a cukor molekuláris szerkezete. 
Amint a folyamat beindul, az átalakulás sebessége arányos a 
még át nem alakult cukor mennyiségével. Ha az első 10 órá- 
ban a nyerscukor eredeti 1000 kg-os tömege 800 kg-ra csökken, 
mennyi nyerscukor marad további 14 óra elteltével? 


5. — Víz alatti munka: Az óceán felszíne alatt x méter mély- 
ségben az L(x) fényerősség kielégíti a 


at 

7 ál 
differenciálegyenletet. Tapásztalt búvárként tudjuk, hogy a Ka- 
rib-tengeren 5,5 m mélységben a fényerősség éppen feleakkora, 
mint a felszínen. Mesterséges világításra van szükségünk akkor, 
ha a fényerősség a felszíni érték egytizedére csökken. Milyen 
mélyre merülhetünk búvárlámpa nélkül? 


—-kL 


e] Ae ee — e ege ee e St e a e leg el has ak me eááaaám — eh e — e em mm mak e elh elem ae ek e e nk m-t gr — ee 
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kn es ést elissza szemei ei át) 


6. . Kisülő kondenzátor: Egy kisülő kondenzátor lapjai kö- 
zötti feszültség változása egyenesen arányos a lapok közötti [/ 
feszültséggel; ha t-t másodpercben mérjük, akkor kondenzáto- 
runk feszültségét a 

dU 1 

dr 70" 
differenciálegyenlet írja le. Oldjuk meg az egyenletet; jelölje a 
t — 0 időpontbeli feszültséget Un! Mennyi idő alatt csökken a 
kondenzátor feszültsége az eredeti érték egytizedére? 


7. Kolerabaktérium: Tegyük fel, hogy egy baktériumpopu- 
láció akadályok nélkül, exponenciálisan növekszik! A tenyészet 
egyetlen baktériummal indul, létszáma félóránként megkétszere- 
ződik. Hány baktérium lesz 24 óra elteltével? (Kedvező labora- 
tóriumi feltételek mellett a kolerabaktériumok száma 30 percen- 
ként megduplázódik. Ha valaki elkapja a betegséget, a Szerve- 
zetében sok baktérium elpusztul — a példa mindazonáltal jól il- 
lusztrálja, miként lehetséges, hogy valaki, aki reggel még makk- 
egészséges, estére már súlyos beteg.) 


8. . Baktériumpopuláció növekedése: Egy baktériumpopu- 
láció ideális, laboratóriumi körülmények között exponenciálisan 
növekszik; 3 óra elteltével a populáció 10000, az ötödik óra vé- 
gén 40000 baktériumból áll. Hány baktérium volt kezdetben? 


9. Járvány megfékezése: (áz 7. példa folytatása.!Tegyük 
fel, hogy a fertőzéses esetek számát 2096 helyett évente 2596-kal 
sikerül csökkenteni. 


(a) Mennyi ideig tart, amíg az esetek száma 1000-re csök- 
ken? 


(b) Mennyi időbe telik a járvány teljes felszámolása, azaz 
amíg az esetek száma 1 alá csökken? 


10. Népességnövekedés az USA-ban: A bostoni Természet- 
tudományi Múzeumban egy kijelző mutatja az USA lakosainak 
számát. 1993. május 11-én a lakosság 14 másodpercenként 1 fő- 
vel nőtt. Ezen a napon délután 3.45-kor a kijelző 257 313 431-et 
mutatott. 


(a) Állandó sebességű exponenciális népességnövekedést 
tételezve fel adjuk meg a növekedés ütemét fő/év (1 év — 
365 nap) egységben! 


(b) A növekedést állandónak tekintve, hány lakosa lesz az 
USA-nak 2008. május 11-én, bostoni idő szerint 3.45-kor? 


11. Csökkenő olajkészlet: A whittieri (Kalifornia) olajkutak 
egyikéből kitermelt olaj mennyisége évente 1096-kal csökken. A 
változást folytonosnak tekintve mennyi idő alatt csökken a kiter- 
melés a jelenlegi mennyiség ötödére? 


12. Folytonos árcsökkentés: A 100 tételes rendeléseket nép- 
szerűsítendő a cégünk bejelenti: a kedvezmény a megrendelt 
x mennyiséggel folytonosan növekszik. A kedvezmény minden 
egyes megrendelt darab esetén az egységnyi termék p(x) árát 
001 dollárral csökkenti. Egy 100-as tétel esetén egy darab áru- 
cikk p( 100) — 20.09 dollárba kerül. 


(a) Adjuk meg a p(x) függvényt az alábbi kezdetiérték- 
probléma megoldásával: 

a differenciálegyenlet: dp/dx — — ffgp. 

a kezdeti érték: p(100) — 20,09. 


(b) Mennyi az egységár egy 10-es, illetve egy 90-es tétel 
rendelése esetén? 
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(c) A marketingosztály attól tart, hogy a cég r(x) —x-plx) 
árbevétele egy 100-as rendelés esetén kisebb lesz, mint — 
mondjuk — egy 90 tételes megrendelés esetén. Nyugtassuk 
meg a kollégákat: bizonyítsuk be, hogy az r függvény 100- 
nál veszi fel a maximumát! 


iii (4) Ábrázoljuk számítógép segítségével az r(x) — xp(x) 
árbevételi függvényt a 0 £ x £ 200 intervallumon! 


13. Folytonos kamatjóváírás: Tegyük fel, hogy Ag forintot 
kötünk le a bankban, amely 496-os éves kamatot ad folytonos 
jóváírással! 

(a) Mennyi pénz lesz a számlánkon 5 év múlva? 


(b) Mennyi idő alatt nő a betétünk az eredeti kétszeresére, 
illetve háromszorosára? 


14. John Napier kérdése: John Napier, a logaritmust beve- 
zető skót földesúr adott választ elsőként a következő kérdésre: mi 
történik, ha befektetésünk 10096-kal kamatozik, a jóváírás pedig 
folytonos? 


(a) Mi történik? 


(b) Mennyi ideig tart, amíg befektetésünk nagysága há- 
romszorosára növekszik? 


(c) Mennyit kereshetünk egy év alatt? 
Válaszainkat indokoljuk! 


15. Benjamin Franklin végrendelete: A bostoni Franklin 
Technical Institute-ot Benjamin Franklin alapította, méghozzá 
végrendelétnek következő záradékával: 


Szeretném, ha halálom után is segíteni tudnám a bos- 
toni és a philadelphiai fiatalembereket abban, hogy 
hazájuk hasznos polgáraivá váljanak. Ebből a célból 
kétezer font értékű alapot hozok létre, amelynek felét 
Boston, felét pedig Philadelphia lakosai használhatják 
fel, az alábbiak szerint. 


Franklin azt tervezte, hogy a fiatal tanulóknak évi 596-os kamatra 
nyújt kölcsönt, azzal a kikötéssel, hogy mindenkinek 


évente a kamatok mellett a felvett tőke egytizedét is 
vissza kell fizetniük, a visszafizetett összeget pedig to- 
vábbi tanulók támogatására kell fordítani... Ha ezt a 
tervet a fentiek szerint, folyamatosan követik, akkor 
az alap 100 év alatt 131 ezer fontra nő, amelyből 100 
ezer fontot Boston város lakóinak adományozok, hogy 
belátásuk szerint használják fel... A fennmaradó 31 
ezer fontból további 100 éven át az imént leírtak sze- 
rint folytatni kell a fiatalok támogatását. . . A második 
százéves periódus végén — amennyiben semmiféle sze- 
rencsétlen esemény nem zavarja meg a munkát — az 
összeg négymillió-hatvanegyezer fontra nő. 


Nem volt könnyű feladat annyi támogatandó fiatalt találni, 
amennyit Franklin tervezett, de az alap kezelői minden tőlük tel- 
hetőt elkövettek. Egy évszázaddal Franklin 1000 fontos adomá- 
nyának megérkezése után, 1894 januárjában 90000 font fölött 
dönthettek a kurátorok; a mennyiség tehát nem 131-szeresére, 
, Csupán" 90-szeresére nőtt. 

Mekkora éves kamat mellett nőtt volna az eredeti összeg 100 
év alatt a 90-szeresére, ha a kamatokat folytonosan írják jóvá? 


16. Az előző feladat folytatása. Benjamin Franklin 5 százalé- 
kos kamattal, éves jóváírással számolva úgy adta meg becslését, 
amely szerint az 1000 font 100 év alatt 131-szeresére nő. Mek- 
kora kamatlábbal érte volna el az alap ugyanezt a szintet 100 év 
alatt, ha a jóváírás folytonos? 


17. Radon-Z22: A 222-es radonizotóp radioaktív bomlását az 
y — yoe 01 egyenlet írja le (t-t napokban mérve). Mennyi idő 
alatt csökken egy zárt térben jelen lévő radon mennyisége 1095- 
kal? 

18. Polónium-210: A polónium felezési ideje 139 nap, a po- 
lóniumot alkalmazó berendezésünk azonban csak addig használ- 
ható, amíg a benne lévő polóniummennyiség meghaladja az ere- 
deti szint 590-át, Körülbelül hány napig használhatjuk a berende- 
zést? 


19. Radioaktív izotóp felezési ideje: Azy—yoe " egyenle- 
tet használó fizikusok az 1/k számot a radioaktív izotóp átlagos 
élettartamának nevezik. A radon átlagos élettartama körülbelül 
1/0,18 — 5,6 nap; a 14-es szénizotópé több, mint 8000 év. Iga- 
zoljuk, hogy egy mintában jelen lévő radioaktív anyag mennyisé- 
gének 9596-a három átlagos élettartamnyi (azaz t — 3/k hosszú) 
idő alatt felbomlik! Az átlagos élettartam alapján tehát jó becs- 
lést adhatunk arra, meddig radioaktív egy adott minta. 


20. Kalifornium-252: Mi az, amiből egy gramm előállítása 
27 millió dollárba kerül, alkalmas agydaganatok kezelésére, a 
szén kéntartalmának meghatározására és a csomagokba rejtett 
robbanóanyagok megtalálására? A válasz: a 252-es kaliforniu- 
mizotóp, amely olyan ritka, hogy mindössze 8 grammot állítot- 
tak elő a nyugati világban, amióta 1950-ben Glenn Seaborg fel- 
fedezte. Az izotóp felezési ideje 2645 év, ez elég hosszú ahhoz, 
hogy használható legyen, és elég rövid ahhoz, hogy a minták ele- 
gendően radioaktívak legyenek. Egy mikrogramm 252-es kali- 
forniumizotóp másodpercenként 170 millió neutront sugároz ki. 


(a) Mekkora a k állandó ennél az izotópnál? 


(b) Mekkora az izotóp átlagos élettartama (I. a 19. felada- 
tot)? 


(c) Mennyi idő alatt csökken egy mintában a 252-es kali- 
forniumizotóp mennyisége az eredeti szint 590-ára? 


21. Leves hűtése: Egy tányér leves a 207C€-os szobában 10 
perc alatt hűl le 9097€-ról 607€-ra. A Newton-féle hűlési törvény 
alapján válaszoljunk az alábbi kérdésekre! 


(a) Mennyi időt kell még várnunk, ha 357€-os levest sze- 
retnénk kanalazni? 


(b) A szoba helyett a tányért egy —157C-os hűtőládába 
tesszük. Mennyi idő alatt csökken itt a hőmérséklete 907C- 
ról 357C-ra? 


22. Ismeretlen hőmérsékletű rúd: Egy alumíniumrudat a 
hideg udvarról beviszünk a 187C-os raktárba; 10 perc elteltével a 
rúd hőmérséklete 27C-ra, további 10 perc múltán pedig 107€-ra 
növekszik. Newton törvénye alapján becsüljük meg, hány fokos 
volt eredetileg a rúd? 


23. Ismeretlen hőmérsékletű közeg: Egy467C€-os vízzel teli 
edényt hűtőbe téve, 10 perc alatt a víz hőmérséklete 397C-ra, 
további 10 perc elteltével pedig 337C-ra csökken. A Newton- 
féle lehűlési törvény alapján becsüljük meg a hűtőgép belsejében 
lévő hőmérsékletet! 

24. Levegőben hűlő ezüstöntvény: Egy ezüstöntvény hő- 
mérséklete jelenleg 607C€-kal haladja meg a környezet hőmér- 
sékletét. Húsz perccel ezelőtt a hőmérsékletkülönbség 707€ volt. 
Hány fokkal lesz melegebb az öntvény a környezetnél 


(a) mostantól számított negyedóra, illetve 
(b) két óra múlva? 


(c) Hány óra múlva csökken a hőmérsékletkülönbség 
107C-ra? 


25. A Crater-tó kora: Egy széndarabban, amely egy, az ore- 
goni Crater-tavat létrehozó vulkánkitörés során elpusztult fából 
származik, a 14-es szénizotóp mennyisége az élő anyagban lévő 
mennyiség 44,590-a. Mikor keletkezett a tó? 


26. A radiokarbon-módszer pontossága: A következő el- 
képzelt szituációban azt vizsgáljuk, milyen eltérést jelent a kor- 
meghatározásban a minta 14-es szénizotóp-tartalma meghatáro- 
zásának kicsiny relatív hibája. 
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(a) Egy 2000-ben talált csont C14-tartalma az eredeti szint 
17 százaléka. Becsüljük meg az állat elpusztulásának évét! 


(b) Ugyanez, 1796 helyett 1896-kal. 

(c) Ugyanez, 1796 helyett 1696-kal. 
27. Hamis festmény: Egy Vermeernek (1632—1675) tulajdo- 
nított festményben az eredeti C14-tartalomnak legföljebb 96,295- 


a lehet jelen, ehelyett azonban 99,596-ot állapítunk meg. Hány 
éves lehet körülbelül a hamisítvány? 


A matematikában, a számítógéptudományban és a mérnöki alkalmazásokban 
egyaránt fontos, hogy össze tudjuk hasonlítani különböző függvények növeke- 
désének ütemét. Az exponenciális függvények ezekben az összehasonlításokban 
azért játszanak fontos szerepet, mert nagyon gyorsan, a logaritmusfüggvények 
pedig azért, mert nagyon lassan növekednek. Ebben az alfejezetben bevezetjük 
az o, illetve az 0-jelölést az ilyen összehasonlítások leírására. Csak olyan függ- 
vényekkel foglalkozunk, amelyek előbb-utóbb pozitív értéket vesznek fel, és a 
függvényértékek mindvégig pozitívak maradnak, amint x — ca, 





Függvény növekedésének üteme 


Az Olvasó már nyilván észrevette, hogy az exponenciális függvények — például 
az €" vagy a 2" függvény — sokkal gyorsabban növekednek, mint a polinom- vagy 
a törtfüggvények. Az exponenciális függvények nyilván gyorsabban növeked- 
nek, mint az identikus leképezés. Azt, hogy miként hagyják el az x-et, a 7.14. 
ábrán tanulmányozhatjuk. Amint x — oo, a 27" és az e" függvény sokkal gyorsab- 
ban növekszik, mint x tetszőleges kitevőjű hatványfüggvénye, legyen szó akár 
x1 000000. ról (19. feladat). 

A következő példa alapján képet kaphatunk arról, milyen gyorsan növekszik 
az y — e" függvény. Képzeljük el, hogy a függvény grafikonját egy táblára raj- 
zoljuk fel, a koordinátarendszerünk tengelyein egy egység 1 cm hosszúságú. Az 
x-tengely első beosztásánál a megfelelő függvényérték e! sz 3 cm-rel van a ten- 


gely fölött. Az x — 6 cm-nél a grafikon megfelelő pontja már e" sz 403 cm sz 4 m 
7.14. ÁBRA: Az e€7, a 2" és az x" függ- . magasan (a mennyezet magasságában, vagy már afölött) van. Amint elérjük az 


vény grafikonja. 


x — 10 cm-t, már e!" sz 220 m magas táblára lenne szükségünk — ilyen magas- 


ságú épület 15 csak kevés van. Ha x — 24 cm, akkor a megfelelő y-érték félúton 





van a Holdig, x — 43 cm-nél pedig elérnénk a Naphoz legközelebbi csillagot, a 
Proxima Centaurit: 


et ss473-108cm a 
sz 473109 km sz 
sz 1,58 107" fénymásodperc sz A fény légüres térben 1 s alatt 300000 km-t tesz meg. 
ss 5 0 fényév. 


A Proxima Centauri távolsága körülbelül 4,22 fényév. Ott azonban, ahol a függ- 
vényérték ekkora, az x-tengelyen még fél méterre sem vagyunk az origótól. 

A logaritmusfüggvények — például a log; x vagy az Inx — ezzel szemben min- 
den pozitív kitevőjű hatványfüggvénynél lassabban növekednek, amint x — co 
(21. feladat). Az előző példa alapján nyilvánvaló: ahhoz, hogy az Inx grafikonja 
y — 43cm magasra emelkedjen, az x-tengely mentén csaknem 5 fényévnyi tá- 
volságot kell előrehaladnunk (7.15. ábra). 


Ezeket az összehasonlításokat pontosítja a következő a definíció, amely meg- 
7.15. ÁBRA: Az e" és az Inx függvény adja, mit értünk azon, hogy az f(x) függvény a e(x) függvénynél gyorsabban 


grafikonja. 


növekszik, amint x — oo, 
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DEFINÍCIÓ: Függvény növekedési üteme, amint x — cs 


Tegyük fel, hogy elegendően nagy x-ek esetén az f(x) és a g(x) függvény- 
értékek csak pozitívak! 


1. Azt mondjuk, hogy f gyorsabban növekszik, mint g, amint x — ca, 
ha 
mm 9 
x—e0 g(x) 


vagy ami ezzel ekvivalens, ha 


a 


Him 701 


Ebben az esetben azt is mondhatjuk: g lassabban növekszik, mint f, 
amint x — oo, 


2. Azt mondjuk, hogy f és g ugyanabban az ütemben növekszik, ha 


MEN 4 6. RB 
gi 


1 





valamely véges pozitív L számmal. 


A definíció szerint y — 2x nem növekszik gyorsabban, mint y — x, elvégre 


a határérték tehát véges és nem 0. Az tehát, hogy f gyorsabban növekszik, mint 


g, azt jelenti, hogy elég nagy x értékek esetén a e(x) függvényérték elhanyagol- 
ható f(x)-hez képest. 


1. PÉLDA: Növekedési ütemek 


(a) Aze függvény gyorsabban növekszik, mint x", amint x — co, mivel 


s A E a E 
és kal az 
 s— e — 


itt kétszer is felhasználtuk a L Hospital-féle szabályt. 


(b) A 3" függvény gyorsabban növekszik, mint 27", amint x — es, hiszen 


SZTNNÉK : S ANN b, ha 
Szet ja et G) új 
(0) Aza? függvény gyorsabban növekszik, mint Inx, amint x — oo: 


2x 
lim — — lim — — lim 2x7 — os, 
x—solnx  xoslix xs 


újra felhasználva a L Hospital-szabályt. 


(d) Ugyancsak a L Hospital-szabály alapján látható be legkönnyebben, 
hogy x — os esetén Inx lassabban növekszik, mint x: 


im E — im E — lim 2 —0. 


x—Áaca X X—rön X—ea X 
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2. PÉLDA: Különböző alapú exponenciális és logaritmusfüggvények 


(a) Ahogy az 1. példa (b) része alapján várjuk, a különböző alapú expo- 
nenciális függvények mindig különböző ütemben változnak, amint x — co. 
Ha a 5 b 5 0, akkor a" gyorsabban növekszik, ill. lassabban csökken, mint 
b: alb 5 1 miatt ugyanis 


a ax 
b ezesied am (7 


(b) A különböző alapú logaritmusfüggvények ezzel szemben ugyanolyan 
ütemben növekednek, amint x — os: 








. log Tim Inx/lna — Inb 
X—ron log, x (x— on Inx/ nb — lna 


A határérték mindig véges és sohasem 0. 
Ha x — co esetén f ugyanolyan ütemben növekszik, mint g, g pedig ugyan- 


olyan ütemben, mint h, akkor f és h növekedési üteme 15 megegyezik. Ha ugya- 
nis 


NE ANNBE TŐ És lim € — I? 

x—ra g x—on h 
akkor 

hat ság ő atja 

x—cs Hi X—ron § h 


Ha L1 és L; egyaránt véges, nemnulla valós számok, akkor Li La is az. 
3. PÉLDA: Ugyanolyan ütemben növekvő függvények 


Igazoljuk, hogy vx? 1-5 és (2/x—1)? ugyanolyan ütemben növekednek, amint 


xX— 00! 


Megoldás: Megmutatjuk, hogy mindkét függvény ugyanolyan ütemben nö- 
vekszik, mint a g(x) — x identikus leképezés: 


2 
ez TnT ei 
x—roa XxX X4—ieő X 


2/x—1)2 2.5—aN" ű 
ti EVEZ — fim ( : ") — lm (2-—-) z 4. [] 








X—rGG 


,,Ordó" jelölés 


Most bevezetjük a , kis ordó" és , nagy ordó" jelölést, amelyet a matematiku- 
sok már egy évszázada — és újabban a számítógéptudomány szakemberei is — 
használnak. 


DEFINÍCIÓ: ,Kis ordó?" 
Az f függvény kisebb rendű, mint a e függvény, amint x — cs, ha 


sás EV gy, 
ans g(x) "8 


jelölés: f — o(g) (kiolvasása: , f egyenlő kis ordó g"). 





Az tehát, hogy f — o(g), amint x — oo, egyszerűen annyit mond, hogy f 
lassabban növekszik, mint g, amint x — co. 
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4. PÉLDA: Av,,kis ordó? jelölés használata 


(a) lnx — o(x), amint x — so, mivel lim ke sztk 
X—rGG 


(b) x7 — o(x 1-1), amint x — co, mivel lim dl 


501 s: ÉJ, 


DEFINÍCIÓ: , Nagy ordó" 


Legyenek f és g olyan függvények, amelyek elegendően nagy x-ek esetén 
kizárólag pozitív értékeket vesznek fel. Azt mondjuk, hogy x — cs esetén 
f legfeljebb olyan ütemben növekszik, mint g, ha van olyan pozitív M 
szám, amellyel elegendő nagy x-ek esetén 


; fe) 
g(x) a 


Ezt így jelöljük: f — 0(g) (kiolvasása: , f egyenlő nagy ordó g"). 





5. PÉLDA: A ,nagy ordó" jelölés használata 
(a) x-sinx — 0(x), amint x — ca, mivel elég nagy x-ek esetén 


x 1-sinx 
xX 


Se 


S 





my eres otey na 





—a 1, amint x — oo, 


(c) x— 0(e"), mivel 5 —r 0, amint x — os. 


A definíciók alapján nyilvánvaló, hogy f — o(g) esetén f — 0(g) is fennáll, 
amennyiben f és g olyan függvények, amelyek elegendően nagy x-ek esetén ki- 
zárólag pozitív értékeket vesznek fel. Hasonlóan (11. feladat): ha f és g ugyan- 
olyan ütemben növekszik, akkor f — 0(g) és g — O(f) egyaránt fennáll. 


Szekvenciális és bináris keresés 


A számítógéptudomány szakemberei egy algoritmus hatékonyságát gyakran az- 
zal adják meg, hogy hány lépésbe telik az algoritmus végrehajtása. Két algorit- 
mus hatékonysága akkor is jelentősen eltérhet, ha mindkettőt ugyanazon feladat 
megoldására tervezték. Lássunk egy példát. 

A Webster"s Third New International Dictionary körülbelül 26 000 A-val kez- 
dődő szót tartalmaz. Ha meg akarjuk tudni, hogy egy adott, A betűs szó szerepel- 
e a szótárban, akkor a következőképpen is eljárhatunk: sorra vesszük a szavakat, 
és egy idő után látni fogjuk, hogy a keresett szó köztük van-e. Ez a — szekvenciá- 
lis keresésnek nevezett — módszer nem használja ki, hogy a szavak ábécérendben 
állnak. Biztosan megkapjuk a választ, de meglehet, hogy csak 26 000 lépés árán. 

Egy másik módszer a következő. Ugorjunk egyből a lista közepére (néhány 
szó eltérés nem számít)! Ha itt nem a keresett szó áll, akkor feledkezzünk meg a 
lista egyik feléről; mivel a szavak ábécérendben állnak, tudjuk, hogy a keresett 
szó melyik részben lehet. Ezzel körülbelül 13 ezer szót ki is zártunk a keresésből. 
Most tekintsük azt a részt, amely tartalmazhatja a keresett szót, és keressük meg 
ennek a listának a középső tagját. Folytassuk az eljárást addig, amíg meg nem 
találjuk a szót, vagy már nem tudjuk tovább osztani a listát! Hány lépést kell 
megtennünk? Legfeljebb 15-öt, elvégre 


26000 


a el. 


7.6. Relatív növekedési ütem 183 


Ez sokkal jobb, mint a szekvenciális keresés 26 ezres felső korlátja. (Természe- 
tesen kihasználtuk, hogy a szavak már rendezve vannak.) 

Egy n hosszúságú lista esetében a szekvenciális keresés lépéseinek száma n- 
nel azonos rendű, a második — bináris keresésnek nevezett — algoritmus esetében 
ez a rend log, n. A magyarázat a következő: ha 277! - n c 2", akkorm—1 c 
ca logyn £ m, a listát tehát legfeljebb m — [1og2 n]-szer oszthatjuk ketté, ahol 
Ik] ak szám felső egészrészét jelöli, 

A , nagy ordó" jelöléssel mindezt röviden is megfogalmazhatjuk. A szekven- 
ciális keresés esetében a szükséges lépések száma 0(n), a bináris keresés ese- 
tében ugyanez a szám 0(logan). Példánkban elég nagy a különbség (26 000, 
illetve 15), és  növekedtével egyre nagyobb lesz, mivel n — ca esetén n gyor- 


sabban növekszik, mint log; n (1. példa (d) része). 


7.6. Feladatok 


sat elnag fgeáe —h—  áe öetetetszzkkttztöettétáözttátzűtttkáte émeezettr szanni 


Függvények összevetése az e" 
exponenciális függvénnyel 
1. A kkövetkező függvények közül melyik növekszik gyorsabb 


ütemben, mint e" , amint x — ca? Melyik növekszik e"-nél lassabb 
ütemben? Ugyanabban az ütemben? 


(a) x--3 (b) x? -4- sin? x 
(c) vx (d) 4" 

(e) (3/2) (p e/ 

(íg) €/2 (h) logigx 


Z2. A következő függvények közül melyik növekszik gyorsabb 
ütemben, mint e" , amint x — 00? Melyik növekszik e"-nél lassabb 
ütemben? Ugyanabban az ütemben? 


(a) 10 --30x- 1 (b) xinx—x 
(c) V1--at (d) (5/2y 
(e) e" (Mm xe 

(g) 6205 x (hm) 071 


Függvények összevetése az x? 
hatványfüggvénnyel 
3. A következő függvények közül melyik növekszik gyorsabb 


ütemben, mint x?, amint x — cs? Melyik növekszik x2-nél las- 
sabb ütemben? Ugyanabban az ütemben? 


(a) x" t-4x (b) 0 —x 
(c) vat (d) (x--3) 
(e) xinx (h) 2 
(íg) $e" (h) 8x? 


4. — A következő függvények közül melyik növekszik gyorsabb 
ütemben, mint x7, amint x — co? Melyik növekszik x?-nél las- 
sabb ütemben? Ugyanabban az ütemben? 


(a) 224 (b) 104 

(o) e (d) logyg(x?) 
(e) 2 —x? f) (1/10) 
(íg) I, (h) x--100x 


e gy ee er 11 to TELET — TETTE elé Bé 1 A ee Ae te ee e e e Gee E er TT eges, 


filnryények összevetése az Inx 


logaritmusfüggvénnyel 


5. A következő függvények közül melyik növekszik gyorsabb 
ütemben, mint Inx, amint x — 55? Melyik növekszik Inx-nél las- 
sabb ütemben? Ugyanabban az ütemben? 


(a) logzx (b) In2x. 
(c) Inyx (d) vx 
(e) x (f) 5lnx 
(gy 1/x (h) € 


6. A következő függvények közül melyik növekszik gyorsabb 
ütemben, mint Inx, amint x — 55? Melyik növekszik Inx-nél las- 
sabb ütemben? Ugyanabban az ütemben? 


(a) loga(x") (b) logyg 10x 


(c) 1/VE (d) 1/2 
(e) x—2lnx (Mm e" 
(g) In(Inx) (h) In(2x-- 5) 


Függvények rendezése növekedési 
ütemük szerint 


7. — Rendezzük sorba a függvényeket növekedési ütemük sze- 
rint (amint x — ca)! Kezdjük a leglassabban növekvővel! 


(a) e (b) xx 
(e) (Inxy 7 (d) e/ 


8. . Rendezzük sorba a függvényeket növekedési ütemük sze- 
rint (amint x — co)! Kezdjük a leglassabban növekvővel! 


(a) 2 (b) x7 
(c) (1n2)" (d) e 
, Kis ordó, nagy ordó" 


9. Igaz, vagy hamis? Amint x — va, 


(a) x — olx), (bh) x — di. 58. 
(c) x— 0(x1-5), . (d) x— 0(2x), 

(e) eF — 0(e?), (f) x4Inx — 0(x), 
(g) Inx — o(ln2x), (h) vVx2 1-5 — 0(x)? 
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10. Igaz, vagy hamis? Amint x — oo, 
1 l Il 1 ] 
a 370() 4 ra-0[ 3), 
l j I 
(e) Ézit -o(3), (d) 24-cosx — 0(2), 
XxX X Ba 


(e) €t-x— 0(€), 
(g) In(lnx) — 0(lnx), 


(f) xinx — o(:), 
(h) Inx— o(ln(Z 4-1)? 


11. Igazoljuk, hogy ha az f(x) és e(x) pozitív értékeket felvevő 
függvények ugyanabban az ütemben növekednek, amint x —r ca, 
akkor f — 0(£g) és g— 0(f)! 


12. Mikor lesz az f(x) polinomfüggvény növekedésének üteme 
kisebb a el(x) polinomfüggvényénél, amint x — ca? Válaszunkat 
indokoljuk! 

13. Mikor lesz az f(x) polinomfüggvény növekedésének üteme 
legfeljebb akkora, mint a e(x) polinomfüggvényé, amint x — sa? 
Válaszunkat indokoljuk! 

14. Milyen következtetést vonhatunk le a 2.4. alfejezetbeli, a 
törtfüggvények határértékére vonatkozó eredményeinkből a poli- 
nomfüggvények relatív növekedési ütemére vonatkozóan x — ca 
esetén? 


További összehasonlítások 


NI 15. Vizsgáljuk meg számítógép segítségével a 


lim mi ésa lim EE KÉS 

x—rn ]nx x—wa — Inx 
határértéket! Ezután a L Hospital-szabály alapján magyarázzuk 
meg, amit látunk! 
16. Az előző feladat folytatása: Igazoljuk, hogy a 

x—ee — ]nx 

határérték független az a állandó értékétől! Milyen következte- 
tést vonhatunk le ebből az f(x) — In(x--a) és a e(x) — Inx függ- 
vény relatív növekedési ütemére vonatkozóan? 


17. Bizonyítsuk be, hogy az vV10x-- 1 és az Vx- 1 függvények 
növekedési üteme megegyezik, amint x — co! [Ú$/mutatás: iga- 
zoljuk, hogy mindkét függvény növekedési üteme azonos 4/X- 


ével!) 


18. Bizonyítsuk be, hogy a vít 3-x és a vit — a függvények 
növekedési üteme megegyezik, amint x — ca! [Útmutatás: iga- 
zoljuk, hogy mindkét függvény növekedési üteme azonos x?- 
ével!) 
19. Mutassuk meg, hogy bármilyen nagy egész szám is n, az e" 
függvény gyorsabban növekszik, mint x", amint x — so (e" tehát 
még az x1000000 fifggyényt is , lehagyja")! [Ütmutatás: mi az a" 
függvény n-edik deriváltja ?] 
20. Az e" függvény bármely polinomfüggvénynél gyorsab- 
ban növekszik: Mutassuk meg, hogy az €?" függvény gyorsab- 
ban növekszik, mint bármelyik 

ax tana hb. Hajá Han 
polinomfüggvény! 


Z1. (a) Mutassuk meg, hogy bármilyen nagy egész szám is 
n, az Inx függvény lassabban növekszik, mint x!/?, amint 
x — ca (Inx tehát még az x1/1000000 függvény mögött is , le- 
marad")! 


b] (b) Igaz ugyan, hogy az x1/ HON függvény egyszer meég- 
előzi Inx-et, azonban hosszú utat kell megtennünk az x- 
tengely mentén, amíg ez megtörténik. Adjuk meg azt az 1- 
nél nagyobb x-értéket, amelynél x!/1990000 - Inx! [Útmu- 
tatás: az Inx — x!/1990000 egyenlet ekvivalens az In(Inx) — 
— (1nx)/1000000 egyenlettel. ] 


(o) Az Inx függvény megelőzése az x!/!9 függvénynek 
sem megy gyorsan. Kísérletezzünk a számológépünkkel, 
és keressük meg azt az x-et, amelynél az Inx és az xi 14 
függvény grafikonja metszi egymást, vagyis amelynél Inx — 
— 10lnílnx)! Előbb adjuk meg azt a két egymás utáni 10- 
hatványt, amelyek közé a metszéspont esik, majd pontosít- 
suk az eredményt felezésekkel! 


HE (d) (A feladat (c) részének folytatása.) Előfordulhat, hogy 
az Inx — 10lnílnx) egyenlet megoldása túlságosan nagy ah- 
hoz, hogy grafikus úton ábrázolhassuk. Vizsgáljuk meg, mit 
tud a rendelkezésünkre álló program! 


22. Az lnx függvény bármely polinomfüggvénynél lassab- 
ban növekszik: Igazoljuk, hogy Inx lassabban növekszik tet- 
szőleges (nemkonstans) polinomnál! 


Algoritmusok, keresés 


23. (a) Tegyük fel, hogy egy adott feladat megoldására három 
algoritmus is rendelkezésünkre áll, amelyeknek hatékony- 
ságát rendre az 


3/2 


nlogan, 12, n(loggn)? 


függvények írják le. Hosszú távon melyik algoritmus a leg- 
hatékonyabb? Válaszát indokolja meg! 


HI (b) Ábrázoljuk az (a)-beli függvényeket számítógép segít- 
ségével, hogy képünk legyen a növekedési ütemükről! 


24. Ugyanaz, mint az előző feladat, az 


n, Vnlogan, (logany 


függvényekkel. 


KB 25. Tegyük fel, hogy egy egymilliós rendezett listában keresünk 


egy elemet. Legfeljebb hány lépésben találjuk meg, ha szekven- 
ciális, illetve ha bináris keresést alkalmazunk? 


26. Egy szót keresünk a Webster"s Third New International Dic- 


tionaryben, ami 450000 rendezett címszót tartalmaz. Hány lé- 
pésben találjuk meg, ha szekvenciális, illetve ha bináris keresést 
alkalmazunk? 









VY- arcsin 
[Értelmezési . 
tartomány: ] Ssxz1 
Értékkészlet:—r/2 E y z m/2 
.Xx 


7.16. ÁBRA: Az y — arcsinx függvény 
grafikonja. 
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Inverz trigonometrikus függvények 


Az inverz trigonometrikus függvényeket használjuk pl. akkor, amikor egy de- 
rékszögű háromszög oldalainak aránya alapján a háromszög szögeit kell meg- 
határoznunk. Ezek a függvények gyakran megjelennek, amikor függvények ha- 
tározatlan integrálját keressük, így számos differenciálegyenlet megoldásában is 
előkerülnek. Ebben az alfejezetben ezeket a függvényeket definiáljuk, vázoljuk 
a grafikonjukat, meghatározzuk a deriváltjukat, és példákat mutatunk alkalma- 
zásukra. 


Áz inverz trigonometrikus függvények definíciója 


Bár a hat megismert trigonometrikus függvény közül egy sem injektív (elvégre 
egyetlen periodikus függvény sem lehet az), mindegyik esetében megadhatjuk az 
értelmezési tartományuk olyan részhalmazát, amelyre leszűkítve injektív függ- 
vényt kapunk. A szinuszfüggvény például az x — —1r/2-től x — 1r/2-ig növekvő 
(—1-től 1-ig), a szinuszfüggvény [—1c/2, 1/2] intervallumra való leszűkítése te- 
hát injektív, létezik tehát a sin inverze (7.16. ábra). Értelmezési tartományuk 
leszűkítésével a többi trigonometrikus függvény is injektívvé válik: 





Függvény — Értelmezési tartomány 


sinx [—:1/2,x/2] [—1,1] 
COSX 0, az] [—1, 1] 
tgx [—r/2,m/2] [őlő 


ctgax [0, e] (—os, 09) 
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Az , arkusz" az arkuszszinusz és az 
arkuszkoszinusz nevében 

Az ábra az y — arcsinx és az y — arccosx 
függvény geometriai jelentését szemlél- 
teti; amennyiben x az első síknegyedbe 
eső, radiánban mért szög. Egységsugarú 
kör esetén az s — rő egyenlet s — 0 alakra 
egyszerűsödik, a központi szögek nagy- 
ságát és a hozzájuk tartozó ívek hosszát 
ilyenkor ugyanaz a szám adja meg. Ha x — 
— siny, akkor y egyrészt az a szög, amely- 
nek szinusza x, másrészt annak az ívnek 
(latinul arcusnak) a hossza, amely a szó- 
ban forgó szöget határolja. 

y 





secx  [0,7/2)U(x/2,x]  (—ss,—I]JU[1,s0) 





cscx [—r/2,0)U(0,/2]  (—os,—IJU[[1,o9) 


A CSE XX 









E: 0 
2 


§ 


A függvények a megadott intervallumokra leszűkítve már injektívek, így van 
inverzük, amelyekre önálló jelölést is bevezetünk: 


l 
! 
! 
I 
I 
I 
i l 
l 
! 
l 





— — — sz maj 5 sza szi Öaeni : ássák szt jött. ist: acs; 


1 


y—-sSiIin "x vagy yzuarcsinx, 
y-cos"ix vagy ya arccosx, 
y—-tg7x vagy y—arciga, 

yz-ctg!x vagy y— arcctgx, 
yzsec!x vagy ya arcsecx, 
yzscserhx vagy yo arccscx. 


Az egyenlőségek kiolvasása: ,,y egyenlő x arkuszszinuszával", vagy y egyenlő 
arkuszszinusz x stb. Áz inverz trigonometrikus függvényeket , arkuszfüggvé- 
nyeknek" 15 nevezzük. 


FIGYELEM! A függvények jelölésében a kitevőben szereplő —1 az inverz függ- 
vény, és nem a reciprok jele. A sinx függvény reciproka a (sinx)"! — 1/sinx — 
— cscx függvény. A következőkben mindkét jelölésmódot használjuk. 

A trigonometrikus függvények inverzeinek grafikonját a 7.17. ábrán tanulmá- 
nyozhatjuk. A grafikonokat a már ismert módon, a trigonometrikus függvények 
megfelelő intervallum feletti grafikonjának az y — x egyenletű egyenesre való 
tükrözésével kaptuk meg. A következőkben alaposabban megvizsgáljuk a függ- 
vényeket és a deriváltjukat. 


Az arkuszszinusz és az arkuszkoszinusz függvény 


Az x szám arkuszszinusza az a [—1/2, r/2] intervallumbeli szög, amelynek szi- 
nusza x; x arkuszkoszinusza az a (0, 1] intervallumbeli szög, amelynek koszinu- 
sza Xx. 


DEFINÍCIÓ:  Arkuszszinusz, arkuszkoszinusz 


y — arcsinx a [/2, r/2] intervallum azon y eleme, amellyel siny — x. 





y — arccosx a [0, 1] intervallum azon y eleme, amellyel cosy — x. 


Az y — arcsinx függvény grafikonja (7.18. ábra) szimmetrikus az origóra (a 
grafikon az x — siny egyenletű görbe egy szakasza). Az arkuszszinusz-függvény 
tehát páratlan: 


arcsin(—x) — — arcsinx. (7.28) 


Az y — arccosx függvény grafikonjának (7.19. ábra) nincs ilyen szimmetriatu- 
lajdonsága. 
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Értelmezési Értelmezési Értelmezési 
tartomány: 1 Ssxs1 tartomány: —oa £ XT 00 
Értékkészlet 0OSyz Értékkészlet: 5. gye 5 





(b) 
Értelmezési Értelmezési Értelmezési 
tartomány: xS-lorxz 1 tartomány: xS-lorxz il tartomány:—ce £ x 7 00 
Értékkészlet hp SysSmyé 5 Értékkészlet:— sys mi y40 Értékkészlet 02yám 


y 


tzsszttsszttaszttsztkazzhenni Lesz ssszissszszmsm 





y marcctgx 





(£) 


7.17. ÁBRA: Az arkuszfüggvények grafikonja. 


xz siny 










yz sinx- sxső 
Értelmezési 
tartomány: [—rr/2, mr/2] 
Értékkészlet: (-1, 11 


M y —arcsinx 
a Értelmezési 
) tartomány: [-1, 1] 
Értékkészlet: [-rr/2, 1r/2] 


told 





7.18. ÁBRA: (a) A [1/2, 1/2] intervallumra leszűkített szinuszfüggvény és (b) 
az y — arcsinx inverz függvény grafikonja. Az arcsinx függvény grafikonját a 
sinx függvény grafikonja megfelelő szakaszának az y — x egyenletű egyenesre 
való tükrözésével kaphatjuk meg; a grafikon az x — siny egyenletű görbe egy 
szakasza. 


X - COSy 


Yy-cosx ÜSxsSeT 
Értelmezési — 
tartomány: [0, -r] 

1 Értékkészlet: [-1, 11 


Y HarICCOSsx 
Értelmezési 
tartomány: [-1, 1] 
Értékkészlet: [0, 7r] 





(a) (b) 


7.19. ÁBRA: (a) A (0, 7] intervallumra leszűkített koszinuszfüggvény és (b) az 
y — arccosx inverz függvény grafikonja. Áz arccosx függvény grafikonja, ame- 
lyet a cosx függvény grafikonja megfelelő szakaszának az y — x egyenletű egye- 
nésre való tükrözésével kapunk meg, az x — cosy egyenletű görbe egy szakasza. 
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A sinx És a cosx ismert értékei alapján arcsinx és arccosx néhány jellemző 
értékét 15 megadhatjuk. 





ATCCOS Ax 
x/6 
nx/4 
n/3 

2m/3 
37/4 
51/6 








arccos (—x) 


7.20. ÁBRA: arccosx és arccos(—x) ki- 
egészítő szögek (összegük 177). 





7.21. ÁBRA: arcsinx és arccos x pótszö- 


gek (összegük r/2). 
y — arcigx 
y Értelmezési 


tartomány: (—os, 50) 
3 Értékkészlet: (—rr/2, m/2) 





7.22. ÁBRA: Az y — arctgx függvény 
grafikonja. 


A szögek az első és a negyedik síknegyedből valók, elvégre az arcsinx érték- 
készlete a [—1/2, 1 /2] intervallum. j 


2. PÉLDA: Nevezetes arccosx-értékek 





se szk 
cos(á7) - 2 


A szögek az első és a második síknegyedből valók, mivel az arccosx érték- 
készlete a (0, 1] intervallum. 


Azonosságok 
A 7.20. ábra alapján nyilvánvaló, hogy 
arccos.x -b arccos(—x) — 1, (7.29) 
vagy másképpen: 
ArCCOSXx — IT — arccos(—x). (7.30) 
A 7.21. ábra szerint x 5 0 esetén 
arcsinx t arccosx — 1 /2. (7.31) 


A (7.31) azonosság a [—1,1] bármely x elemére teljesül, de ezt az ábra alap- 
ján nem tudjuk belátni. Az azonosság a (7.28) és (7.30) összefüggések alapján 
igazolható (131. feladat). 


A tgx, ctgx, secx és cscx függvények inverzei 


Az x szám arkusztangense az a szög, amelynek tangense x; x arkuszkotangense 
az a szög, amelynek kotangense x. 3 






DEFINÍCIÓ: Arkusztangens, arkuszkotangens 
y — arctgx a (—1/2, 1/2) intervallum azon y eleme, amellyel tgy — x. 
y — arcctgx a (0, 1) intervallum azon y eleme, amellyel ctgy — x. 


Nyílt intervallumokat használunk, így nem okoz problémát, ha a végpontokban 
a tangens- vagy a kotangensfüggvény nincs értelmezve. I 

Az y — arctgx függvény grafikonja szimmetrikus az origóra, mivel a grafikon 
az x —tgy egyenletű görbe egy szakasza, az utóbbi pedig nyilván szimmetrikus 
az origóra (7.22. ábra). Képletben kifejezve: 


arctg(—x) — —arctgx, 
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Yy y —arccigia 


az arkusztangeéns-függvény tehát páratlan. Az y — arcctgx függvény grafikonja 


rászán (— os, 09) nem mutat ilyen szimmetriát (7.23. ábra). 
Értékkészlet: (0, ar) A secx és a cosx függvény (megfelelő leszűkítésének) inverzét a 7.24. és 
s zgémámggáee júl tilssságÉNÉ a 7.25. ábrán tanulmányozhatjuk. 
FIGYELEM! Nincs közmegegyezés arra vonatkozóan, hogy miként definiáljuk 
az arcsecx függvényt negatív x-ekre. Mi a második síknegyedbeli — azaz r/2 


és T közé eső — szögeket választottunk, ezzel arcsecx — arccos(1/x), arcsecx 
pedig minden, az értelmezési tartományába eső intervallumon növekvő függ- 
vénnyé válik. Vannak azonban olyan táblázatok is, amelyek x — 0 esetén arcsecx 
7.23. ÁBRA: Az y — arcctgx függvény értékeit a [—1r, —1r/2] intervallumból veszik, de olyan is akad, amely a [7, 377/2] 
grafikonja. intervallumból választ (7.26. ábra). Az utóbbi választásokkal a függvény deri- 
váltjának képlete egyszerűsödik (az általunk megadott képletben abszolútértéket 





Kenesől e kell használnunk), nem teljesül viszont a hasznos arcsecx — arccos(1/x) össze- : 
tartomány: kk] 5 1 függés, amelyből a (7.31) összefüggés felhasználásával kapjuk a 


Értékkészlet: [0, mr/2) U (m/2, mr] i 1 
IT 
arcsecx — Arccos G) — — — arcsin G) (7.32) 
xX 2 X 
azonosságot. 


Értelmezési 
tartomány: lx] 5 1 
TT 


Értékkészlet pseysnmyéő 
y 





2 


7.24. ÁBRA: Az y — arcsecx függvény 
grafikonja. 


y SAarccscx 
Értelmezési 
tartomány: k] 21 
Értékkészlet: [—ir/2, 0) U (0, r/2] 
y 





7.25. ÁBRA: Az y — arccscx függvény 


grafikonja. 7.26. ÁBRA: Az y — arcsecx függvény grafikonjának bal oldali ágát többfélekép- 


pen is kiválaszthatjuk. Az A választással teljesül a sok számológép által használt 
arcsecx — arccos(1/x) összefüggés. 


3. PÉLDA: Nevezetes arctgx-értékek 


arctgx sztést TEN 5 y V31— 
x/3 vá" ete ( v3) 3 


x/4 
(7) --va 





x/6 
—m/6 
—g/4 
—1t/3 








A szögek az első és a negyedik síknegyedből valók, mivel arctg x értékkész- 
lete a (—1/2, 1/2) intervallum. 


4. PÉLDA; 
Határozzuk meg cos (, tg (, sec €, csc ( és ctg € értékét, ha 


. 2 
(ESTÉRE 
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7.27. ÁBRA: Ha a — arcsin ő, akkor 
az € szög szögfüggvényértékei a há- 
romszög alapján mind leolvashatók (4. 
példa). 





7.28. ÁBRA: A 6. példa (nem méret- 
arányos) ábrája; a távolságokat mérföld 
pontossággal adjuk meg. 


tartomány: ] sxzi] 






x 


7.29. ÁBRA: Az y — arcsinx függvény 
grafikonja. 


Megoldás: Az egyenlet szerint sin a — 2/3. A 7.27. ábrán €-t egy derékszögű 
háromszög egyik hegyesszögeként ábrázoljuk; a háromszög G€-val szemközti be- 
fogója 2, átfogója pedig 3. A másik befogó hosszát MEREESS tétele alapján 


számoljuk ki: 
V32—22— V9—4— V5. 


Ezek után a keresett szögfüggvényértékek már meghatározhatók: 


3 3 5 
sec 04 — —, CscW——, éigüt— —. [/ 


"a da 2 


vV5 
C05 (/ — Ké íg a — 


5. PÉLDA: 

Határozzuk meg sec (arctg 3 ) értékét. 

Megoldás: Legyen 0 — arctg(x/3), helyezzük el 8-t egy megfelelő derék- 
szögű háromszögben, ahol 


jegyez ő 0-val szemközti befogó ax 
B a0 melletti befogó 3 


A háromszög átfogója: 


Va 32— 219. 





Mindezek alapján (figyelembe véve, hogy sec ő az átfogó és a 8 melletti be- 


fogó hányadosa): 
vat 39 


[] 
3 





sec (arctg 2) — sec — 


6. PÉLDA: Repülőgép pályájának korrekciója 

A Chicagóból St. Louisba tartó repülőgép másodpilótája megállapította, hogy a 
gép 12 mérfölddel eltért az eredeti pályától (7.28. ábra). Határozzuk meg a je- 
lenlegi pályának a helyes útiránnyal bezárt a szögét, az ábrán b-vel jelölt szöget, 
valamint a c — a 4- b korrekciós szöget. 


— Fa] § / T Fr] 8 gi 


12 
- — Ég s11 2, 
a — arcsin 67 0. 195rads: II, 


c—atbs 15. [] 


Az y — arcsinx függvény deriváltja 


Tudjuk, hogy az x — siny függvény a —r/2 € x € x/2 intervallumon differen- 
ciálható, és deriváltja — a koszinusz — az intervallum minden pontjában pozitív. 
A 7.1. alfejezetbeli 1. Tétel szerint ekkor az y — arcsinx függvény is differenci- 
álható a—1] € x € 1 intervallumon. Az intervallum végpontjaiban nyilván nem 
lehet az, hiszen itt a grafikon érintője függőleges (7.29. ábra). 

Az y — arcsinx függvény deriváltját c seláljéni az 1. Tétel alapján határozzuk 
meg; esetünkben tehát f(x) — sinx és f !x — arcsinx. 
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1 





(ye) - FTETAT 1. Tétel 
7. cos(arcsinx) a fu) — cosx 
l 
— ETETETT sz cos — V1— sin u 
- — sin(arcsinx) — x 


Az 1. Tétel közvetlen alkalmazása helyett y — arcsinx deriváltját az implicit 
deriválás módszerével is megkaphatjuk. 





siny — x, y—arcsinx 6 siny —x 
"EE 
8 je (siny) — 1, mindkét oldalt deriváljuk x szerint 
x 
ő l láncszabál 
C05y— — csza 
ya 1 kj 
dy l 
— IZ — 7 a (—x/2,x/2) intervallumon pozitív cos y-nal oszthatunk 
dx — cosy 
l 3 
———z 008y- 1 sin) 
—x 


Mindkét esetben ugyanarra a konklúzióra jutottunk: 





a (arcsinx) — 
dx N 


I 
vV1—-e2 


Ha u az.x változó olyan differenciálható függvénye, amelyre [u] — 1, akkor a 
láncszabály szerint: 





7. PÉLDA: A wHképlet alkalmazása 


see e B 
V1—-Gejz dx 71—d 


Az y — arctg x függvény deriváltja 


-(arcsin?) zi 


Az y — arctgx függvény deriváltját először az 1. Tétel alapján határozzuk meg: 
f(x) —tgx és f!(x) — arctgx. Az 1. Tétel alkalmazható, mivel tg.x deriváltja a 
—g/2 - x c x/2 intervallum minden pontjában pozitív. 


s I 
ez ! ez Ta — asz 
—  sec2(arctgx) TÉNEHBÉB 
l 
S ———————— op - Z 
ű Ftgi (arcigx) sectu—1 Ttg" ui 
l 
ve 1. tg(arctgx) —x 


A deriváltfüggvény értelmezési tartománya az összes valós szám halmaza. 
Ha u differenciálható függvény, akkor a láncszabály alapján: 
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7.30. ÁBRA: Az y — arcsecx egyenletű 
görbe meredeksége minden x € —l, il- 
letve x 5 1 esetén pozitív. 


8. PÉLDA: Mozgó részecske 


Egy, az x-tengely pozitív részén mozgó részecske a t - 0 időpontban az x(t) — 
— arctg Vt pontban tartózkodik. Mekkora a részecske sebessége a t — 16 idő- 
pontban. 


Megoldás: 
d 3 ] d hi 1 
ti — — I — ————  — : — f ) — —  : —., 
AE, frötásvt 14(V/D)2 FTLGKETITN? 
A t — 16 esetben 
l l 
— —— . 124716 — —. d 
KS pig V16— mg i 


Az y — arcsecx függvény deriváltja 


A secx függvény deriváltja minden 0 — x € 1/2 és T/2 - x - 1 esetén pozitív, 
az 1. Tétel szerint így az y — arcsecx inverz függvény is differenciálható. A 
deriváltat mindazonáltal nem az 1. Tétel alapján, hanem az implicit deriválás 
módszerével határozzuk meg. Ha [x] 5 I, akkor: 





y — Aarcsecx, 
SEGY 7 X, Yy 7 AICSECX S EGY X 

E (seg a indkét oldalt deriváljuk int 

—(secy) — —x mindkét oldalt deriv x szerin 

dx dx i 

.  dy 
secy tg Eg s: láncszabály 

dy 1 
— — ha lx] 5 1, akkor y € (0, 7/2)U(xr/2,m) és secy tgy £Ü 
dx — secytgy 


Az eredményt x-szel is kifejezhetjük, ha felhasználjuk a 


secy—x ésa tgy—-tw/sec2zy—1—tvx2—1 


összefüggéseket. Így azt kapjuk, hogy 
dy 1 
dx — x/é-1 


Hogyan határozhatjuk meg, hogy a -t előjelek közül melyiket kell figyelembe 
vennünk? Elegendő, ha egy pillantást vetünk a 7.30. ábrára, és azonnal láthatjuk: 


az y — arcsecx egyenletű görbe meredeksége mindenütt pozitív. Eszerint tehát 


Az abszolútérték jelének alkalmazásával a képletet kompaktabb formában is fel- 
írhatjuk: 


—— ATCSECA 


1 
dy elv62—1 


Végül ha u az x változó differenciálható függvénye és [ul 5 1, akkor 
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9. PÉLDA: A rHképlet alkalmazása 


1 d 


— sa SZT ax 


s —— e sál ez 5450 


544/2568 —1 


4 
— xV258—-1 


arcsec(5x") SX) sz 


dx 


A többi derivált 


Az arkuszkoszinusz-, az arkuszkotangens- és az arkuszszekáns-függvény deri- 
váltját a másik három inverz trigonometrikus függvény esetében követett úton is 
meghatározhatjuk, sokkal könnyebb a dolgunk azonban, ha a következő azonos- 
ságokra hivatkozunk. 


Összefüggések az inverz trigonometrikus függvények között 


arccosx — 17/2— arcsinx 
arcctgx — 7/2— arctgx 


arccscx — 17/2— arcsecx 





Az első azonossággal már találkoztunk a (7.31) egyenletben, a másik kettő 
hasonlóan igazolható. Az azonosságok alapján nyilvánvaló, hogy bármelyik , ko- 
függvény" inverzének deriváltja a , ko" nélküli függvény inverze deriváltjának 
ellentettje. Az arccos x függvény deriváltja például: 





— (arccosx) — — (5 —arcsinx ) szi Azonosság! 
sság! 
7 zonosság 
— —— (arcsinx) — — : 
Xi § 
dx j 1—xt 


10. PÉLDA: Az arkuszkotangens-függvény grafikonjának érintője 


Írjuk fel az y — arcctgx függvény grafikonját az x — 1-nél érintő egyenes egyen- 
letét! 


Megoldás: Mindenekelőtt megjegyezzük, hogy 
arcctg(—1) — x/2— arctg(—1) — x/2—(—n/4) —37/4. 


A keresett érintő meredeksége: 


] 








dy s l zi 1 . 1 
dxl—aa 1télos 14(-D2 2 
az érintő egyenlete ennélfogva: y — 317/4 — — §) (6F1). ÉT 


Az inverz trigonometrikus függvények deriváltjait egy táblázatban foglaljuk 
össze (7.3. táblázat). 


Integrálképletek 


A 7.3. táblázat alapján kapjuk az alábbi integrálképleteket, amelyek a jobb olda- 
lon álló függvény deriválásával könnyen ellenőrizhetők, 

A 7.3. táblázatban a — I, általában azonban a -- I, így a 7.4. táblázat képleteit 
gyakrabban alkalmazzuk. 
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d(arcsinu) — du/dx 
ki ma F— uj c 1 
d(arccos u) du/dx 
dx . fine 
d(arctgu) — duj/dx 
—odx 14 
d(arcctgu) du/dx 
szj 6 ge 
d(arcsecu) —— du/dx 
— ak gé 
d(arccscu) elt 
dx [ul — 


uj 21 


uj 5 1 
u: 1 
7.3. TÁBLÁZAT: A trigonometrikus függvények inverzeinek deriváltja. 


Tetszőleges a 0 esetén: 


--C, amennyiben u? ca a? 


Í — arcsin ( — ) 


[A c arctg (5 J4c, bármely u esetén 
at hu 


Z arcsec 7. - C, feltéve, hogy u 5a50 
a 


ezer 





7.A. TÁBLÁZAT: Integrálképletek az inverz trigonometrikus függvényekkel. 


11. PÉLDA: Az integrálképletek alkalmazása 








I 
dx 11 j 1T "I 1 
(b) f re ai [arctgx] — arctg(1) — arctg(0) — FI 05 
0 





(0) E [arcsecx. - 7 E. ; jei 


12. PÉLDA: Helyettesítéses integrálás a 7.4. táblázat alapján 
dx 


a [5 7-A 


— arcsin (7) e 1. képlet, a—3,4—x 


(b) mt dér ks, lüd — lék 


: 
vez int Va -u 


—- ! arcsin (GZ ) tű — 1. képlet 


jen 3]-e 


2 
1 
. 8 
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13. PÉLDA: Teljes négyzetté alakítás 
Határozzuk meg az 


! dx 
V4x—xt 


integrált! 


Megoldás: A v4x— xi? kifejezésre a 7.4. táblázat egyik képlete sem alkalmaz- 
ható, ezért először átalakítjuk 4x — x-et: 


4x—x — szg ág) safe cásrdj rád 4 (x—3y, 


Ezután az a — 2, u — x— 2, du — dx helyettesítéssel: 


Ima Í 77 


sze 2 2. d d 
— — s 4—2 uúu—x—2 duzdx 
at — uz 
sé H 
z arcsin (CZ) Hű — 7.4. táblázat, 1. képlet 
ét 
. X—-2N 
— arcsin (52) tC€. L] 


14. PÉLDA: Teljes négyzetté alakítás 
Határozzuk meg az 


f dx 
4x" t4x--2 
integrált! 
Megoldás: Először átalakítjuk a 4x? 4- 4x -- 2 kifejezést: 

9 ; 1 4 

4" t-4x-H2—4(x- 1-x) 2 —4 $4x4I Hisz 

142 
-4(xr5) $r1—(21)"1-1. 


Ezután: 


bi ük 5 [TT 
4x2t4xt-2  J (2xHILZAL 


. 1 du 
mit LATI (rez 7.4. táblázat, 2. képl 
mr si. sz 4. at, 2. képlet 
1 tm 
— 7 arctg(2x-1) 7 C. L] 


15. PÉLDA: Még egy helyettesítés 


Határozzuk meg az 
dx 


vek. 6 





integrált! 
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Megoldás: 


Íg 


l 


7.7. Feladatok — 
Nevezetes arkuszfüggvényértékek 


Az 1—3. példák módszerét követve határozzuk meg a függvény- 


értékeket (1—12. feladatok)! 
1. (a) arctg(1) (b) arctg (-v3) (c) arctg (3) 
—1 
(c) arctg a) 


7) 


2. (a) arctg(—1) (b) arctg (v3) 


had 


(c) arcsin 


t 
(2 csin( 
) essel § 
) mmeg 
) 9 arcsce(-2) 
) 


3. (a) arcsin ( —) (b) arcsin (5) 
K ) 


; ) (b) arcsin jéé 


§F 
a SE di 


5. (a) arccos 5) (b) arccos (€) arccos 


LAT Szet 


6. (a) arccos (c) arccos 


og sjá 


8. (a) arcsec(v2) 


(c) arcsec(2) 
9. (a) arccsc(v2) 


10. (a) arccsc(—v2) 


( 
( 
7. (a) arcsec(-V2) b e 
G 
ú" 
t 


11. (a) arcctg(—1) 


12. (a) arcctg(1) 


Trigonometrikus függvények 
értékének meghatározása 

13. Határozzuk meg cos (, sec Gt, cscgw, tg a és ctg ai értékét, 
ha tudjuk, hogy az — arcsin(5/13)! 


14. Határozzuk meg cos dt, sin (, sect, csc (t és ctg c értékét, 
ha tudjuk, hogy a — arctg(4/3)! 


Et EE Te aza öle szílkazzütlnttéelsüníltei tök sül eeszzüítts szösz tttzztttlmztatgadtet ki öültdeüt ütt ÜtEtKKKKKÉLdaE EKE lazttazttttlatdtgtétlkkKKKrtÉlKkkg 


. dufju 
vu? — a? 


u — 6, du — e7dx, dx —dule — dulu, a— vV6 


du 


ME mesze alá 


l 
- — arcsec[/]-4C — 
ét 


7.4. táblázat, 3. képlet 


e 
— —— arcsec ! — 1 3-C. [] 
v6 8) 


2 ETT — neat ZT 


15. Határozzuk meg cos d, sin (, csc t, tg (/ és ctg 6 értékét, ha 
tudjuk, hogy ar — arcsec(—v/5)! 


16. Határozzuk meg cos dt, sin t, csc üt, tg 0 és ctg at értékét, ha 
tudjuk, hogy ar — arcsec(— V13/2)! 
Trigonometrikus függvényértékek 


Határozzuk meg a függvényértékeket (17—28. feladatok) ! 


ns) az soros) 
19. tg ( arcsin ( 5)) 20. ctg (rosi - 5) 


21. csc(arcsec2)-- cos(arctg(— v3)) 
22. tg(arcsec1) -sin(arccsc(—2)) 


B .r 1 l 
23. sin ( arcsin (-) -kH ATCCOS (-3)) 
; i 1 
24. ctg ( arcsin (- 5) t— trcsec2 ) 


25. sec(arctg]-tarccsc1) 


26. sec(arcctg V3-tarccsc(—1)) 
j IT 
Ta MEL 1 —rt/6! 
27. arcsec (sec ( 8 )) [A megoldás nem —1cr/6!) 


28. arcctg (ctg (- 2) [A megoldás nem —1r/4!) 


Trigonometrikus kifejezések 


Egyszerűsítsük a trigonometrikus kifejezéseket (29-40. felada- 
tok)! 


29. sec (arctg 5) 30. seclarctg2x) 
31. tg(arcsec3y) 32. tg (arcsec 5) 
33. cos(arcsinx) 34. tg(arccosx) 
35. sin(arctg Vx2—2x), x22 
s 
36. sin (arete 4) 37. cos (arcsin 5) 
x: 1 8: 
gy? x 
38. cos (arcsin 5) 39. sin ( arcsec 2) 
; ( vVx2t4 ) 
40.  sinarcsec MEN 
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Határértékek 88. f GNRNNN .:: ARREBB 
(xt3)vV(x13)2—25 
Határozzuk meg a határértékeket (41—48. feladatok)! [Ha kétsé- 





























geink támadnak, vessünk egy pillantást a szóban forgó függvény a 2cos0dő 8 csectxdx 
grafikonjára.] s ke " TT rejz 
41. lim arcsinx 42.  lim arccosx 7Rjf2 x/6 
x-et E-t In 73 mr/4 
43. dim arctgx 44. , im arctgx 91 p €"dx J 4dt 
sz ; KcZá szá —— . 
45.  lim arcsecx 46.  lim arcsecx 14 ; rWWY) 
47. lim arccscx 48. lim arccscx 93 T ydy 94 [1 575- sec 7 ydy 
x Éz v1-y V1-tg7y 
Deriválás Határozzuk meg az integrálokat (95—104. feladatok) ! 
Határozzuk meg az y (megfelelő független változó szerinti) deri- ti f V—x214x—3 isi J ESNE: 
váltját (49—70. feladatok)! 
I f 
49. y— arccos(x?) 50. y— arccos(1/x) 97. d ————— 98. fi KEY sizussólk NENT 
51. y— arcsiny2t 52. y— arcsin(i —t) -1 keszüésál 1/2 ezet ésb 
53. y— arcsec(251-1) 54. y— dás 99. J ——: 100. / ETŐ 
55. ysarccsc(xót1), xs0 56. y — arccsc 7 FOST y t6y-r1 
. Mea TS; 
57. y — arcsec— 0-zral 58. y— arcsin 101. Í atta s 102. [az 6x.F10 
59. y— arcctgvt 60. y— arcctgvt—1 d; 
ts F s an f— át er ál f— die 
véneit eri vögégei kél KE) VZT ZA (r—2 Z-T 
. y7 arccsc( . y— arccos(e : 
65. y-sV1— s-t arccoss Gigi Z-T —áGöi Határozzuk 88 az integrálokat (105—-112. feladatok)! 
em sINx 7 pöTeGSZ fx 
7. yo arctgvx2—1 SCx, 1 105. [(5— 106. [——T 
67. y—arcigvVx tHarccscx, x5 AZ AB 
68. y— arcctg - : — arctgx 69. y— xarcsinx-k VI — x? 107 (arcsinx) dx 108. F vVarcigxdx 
J 4/1-eg Í 1-4-x? 
70. ya? 4) —x arctg (7 ) 09. 1 erositi 110. Í szesz ses 
arctgy(1-4-y) rül 1—yé 
Integrálás 111. jegen sec peltezenen só 112. fee rNtzESz de 
Határozzuk meg az integrálokat (71—94. feladatok)! 2/43 
Öi ! 5-7 72. J JET 
még plan Határértékek 
73. ! —— 74. ; 
17-4 a 9-4-3x Határozzuk meg a határértékeket (117—120. feladatok)! 
x x 
15. [55 16. [—S5— (tág vizi 
7/2352 gs mer TT Tim S 114. lm E. 
3/2/4 x—ü xX x—alt arcsecx 
l 
77 i J 4ds 78 J ds 115. líim KÜ E 116. lim 2 arctg 37 
"JJ vV4-s i 9— 45 36-18 x xa0  7x? 
ü Ü 
Í dt f dt S1I-A 
9. hg HE. Éz Integrálképletek 
0 —2 
aján fája Ellenőrizzük a képletek helyességét (117—120. feladatok)! 
dy dy arctgx 1 , — arctgx 
81. J et ese S HEREN 82. J EE s IZÉRE 7. [SE dx— inx— 7 In(1-2) — 4 ő 
2 mg —2/3 yv4y—1 nú a 
3dr . ódr 118. 8 arccos 5x dx — — arccos5x-t — A 
elemű él gem vmonsrtá [7638 
jé H ÉT ij Ti T 77 e mi 119. / (arcsinx) dx — x(arcsinx)? — 2x--2V1— aZ arcsinx-HC 
t(x—1]) Tlsxt1, I 
dx 120. J in(a2-rx2jdk z xin(a2 42) —2x 4 2a arctg 7 pc 


(2x— 1) /(2x—1)2—4 
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Kezdetiérték-feladatok I 128. Mekkora az G szög? 
Oldjuk meg a kezdetiérték-problérrtákat (121—124. feladatok)! 
dy l , 
121. TETT E - fi ű meni Ü 
dj A y(0) 
dy ii 
22 — — —  — e 
ggg s I 
aa AY l MIA 
ii dx ai. ME JATE 129. Az ábra képletek nélkül bizonyítja, hogy arctg 1 -t- arctg 2 -t 
arcte 3 — 1. Magyarázzuk meg, miért! 
124 dy i 2 e 





kh Ja vii 99 


Alkalmazások és azonosságok 


125. A tanteremben ülünk a táblával szemben. A tábla 4 méter 
széles, bal oldala a velünk közvetlenül szemben lévő ponttól 1 
méterre jobbra van. Mutassuk meg, hogy ha a szemközti faltól x 
méter távolságra ülünk, akkor a táblát 


Ax 
üt — arcctg Ci arcctgx 


szög alatt látjuk! 


130. Az arcsec(—x) — 3 — arcsecx azonosság két bizonyítása: 


Geometriai bizonyítás. Az ábra az arcsec(—x) — IT — 
— arcsecx azonosság képes bizonyítása. Magyarázzuk el! 





126. Forgassuk meg az x-tengely körül az y — arcsecx egyenletű 
görbe x — I és x — 2 közé eső szakaszát! Határozzuk meg az Így 
keletkezett forgástest térfogatát! 


Algebrai bizonyítás. Igazoljuk az azonosságot a (7.30) és 
a (7.32) összefüggései alapján: 


arccos(—x) — 7 — arccosx, (7.30) azonosság, 
arcsecx — arccos(1/x). (7.32) azonosság! 


131. Az arcsinx 4 arccosx — 1/2 azonosság: A 7.21. ábra 
alapján az azonosság a (0,1) intervallum elemeire teljesül. A 
[—1, 1] intervallum fennmaradó elemeire vonatkozóan járjunk el 
a következőképpen! Először igazoljuk az azonosságot az x — Il, 
0 és —1 esetekre! A (—1,0) intervaliumbeli x-ek esetén legyen 
x — —a (ahol a - 0), majd alkalmazzuk a (7.28) és (7.30) azo- 
nosságokat az arcsin(—a) -- arccos(—a) összegre! 





127. Az ábrán látható kúp alkotója 3 méter hosszú. A fél nyílás- 
szög mely értéke mellett lesz a kúp térfogata maximális? 
Mekkora szögnél 132. Bizonyítsuk be, hogy az arctgx --arctg(1 /x) összeg állandó! 
lesz maximális 


a térfogat? Melyik kifejezés értelmes az alábbiak közül (133—136. felada- 





tok)? Válaszunkat indokoljuk! 

133. (a) arctg2 (b) arccos2 
134. (a) arccsc(1/2) (b) arccsc2 
135. (a) arcsec0 (b) arcsin v2 


136. (a) arcctg(—1/2) (b) arccos(—5) 


137.A 125. feladat folytatása.: Milyen messzire üljünk a 
szemközti faltól, hogy a táblát maximális szög alatt lássuk? 


138. Mekkora x esetén lesz az ábrán látható 8 szög maximá- 
lis? (Útmutatás: először mutassuk meg, hogy 0 — 17 — arcctg x — 
— arcctg(2 —x)!] 





139. Lehet-e helyes mindkét integrálás? Indokoljuk válaszunkat! 





(a) J BEL... BR — arcsinx-tC 
A-jZ 
dx dx 
(b) [6-7 - —-———— — —arccosxtC 
vV1—x V1—a2 
140. Lehet-e helyes mindkét integrálás? Indokoljuk válaszunkat! 
dx dx i 
(a) 177 - —-———— z —arccosxtC 
v1-x vV1—x 
"dx —du 
988 ERRE SZ EE 
vV1—x? JJ 41—(—wj? 
—d 
— J Ti  — — arccosu-C — arccos(—x) t-C, 
— u 


itt az x — —u, dx — —du helyettesítést alkalmaztuk. 


141. Az arccscu — 7 — arcsecu azonosság alapján (és az arcsec 
függvény deriváltjának ismeretében) vezessük le az arccsc függ- 
vény deriváltjára a 7.3. táblázatban megadott képletet! 


142. Vezessük le az y — arcigx függvény deriváltját megadó 


dy 1 


dx 1 -hx2 





képletet a tgy — x egyenlőség mindkét oldalának deriválásával! 
143. A 7.1. alfejezetbeli 1. Tétel alapján vezessük le, hogy [x] 5 1 
esetén 

d 

— arcsecx — 


l 
zen Bsggáztől 
dx x]va2— 1 


144. Az arcctgu — 5 — arctgu azonosság alapján (és az arctg 
függvény deriváltjának ismeretében) vezessük le az arcctg függ- 
vény deriváltjára a 7.3. táblázatban megadott képletet! 


145. Mi a különleges az 


x—1 


— HE js2ar 
ages és g(x) — 2arctgyx 





f(x) — arcsin 


függvényekben? Magyarázzuk meg! 


146. Mi a különleges az 


l 
f(x) — arcsin — arctg 5. 


l B 
e. x 
vagi 9 a 
függvényekben? Magyarázzuk meg! 
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147. Határozzuk meg az ábrán látható forgástest térfogatát! 





148. Ívhossz: Határozzuk meg azy— vV1—x2 egyenletű görbe 
azon szakaszának hosszát, amely az x — —1/2 és az x— 1/2 
abszcisszájú pontok közé esik! 


Térfogatszámítás 


Számítsuk ki a testek térfogatát (149—-150. feladatok)! 
149. A testet az x-tengelyre merőleges, azt azx——1 ésx— 1 


pontokban metsző síkok határolják. Az x-tengelyre merőleges 
metszetek 


(a) olyan körök, amelyeknek átmérői az y — —1/V1I ad 
egyenletű görbétől az y — 1/vV1--a? egyenletű görbéig hú- 
zódnak; illetve 

(b) olyan négyzetek, amelyeknek élei az y ——1/V1-ai 
egyenletű görbétől az y— 1/V1--x2 egyenletű görbéig hú- 
zódnak. 


150. A testet az x-tengelyre merőleges, azt az x — —V2/2 és 
xz vV2 /2 pontokban metsző síkok határolják. Az x-tengelyre 
merőleges metszetek 


(a) olyan körök, amelyeknek átmérői az x-tengelytől az 
yz2/ V1— xi egyenletű görbéig húzódnak; illetve 


(b) olyan négyzetek, amelyeknek átlói az x-tengelytől az 
y—-2/V1—-22 egyenletű görbéig húzódnak. 


Számítógépes vizsgálatok 


151. Határozzuk meg a 
(a) arcsecl,5, (b) arccsc(—1,5), (c) arcctg2 
függvényértékeket! 
. 152. Határozzuk meg a 
(a) arcsec(—3), —— (b) arccscl,7, ——— (c) arcctg(—2) 


függvényértékeket! 


A 153-155. feladatokban először állapítsuk meg a megadott 
összetett függvények értelmezési tartományát és értékkészletét, 
majd ábrázoljuk a függvények grafikonját külön ablakokban! 
Értelmes-e minden esetben a függvénykompozíció? Indokoljuk 
válaszunkat! Magyarázzuk meg, milyen különbségeket látunk! 


153. (a) y— arctgítgx) (b) y—tg(arctgx) 


154. (a) y — arcsin(sinx) (b) y— sin(arcsinx) 
155. (a) y— arccos(cosx) 1b) y — cos(arccosx) 


156. Rajzoltassuk fel az y — sec(arcsecx) — sec(arccos(1/x)) 
függvény grafikonját!t Magyarázzuk meg, mit látunk! 
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157. A Newton-féle kígyógörbe: Ábrázoljuk az 
y—-4x/(é tt 1) 


függvény grafikonját (Newton-féle kígyőgörbe)! Ugyanebben az 
ablakban rajzoltassuk fel az y — 25in(2arctgx) függvény grafi- 
konját is. Magyarázzuk meg, mit látunk! 


158. Ábrázoljuk ugyanabban az ablakban az y — (2—x2)/2? és 
az y — cos(Zarcsecx) függvény grafikonját! Magyarázzuk meg, 


159. Ábrázoljuk az f(x) — arcsinx függvényt az első két deri- 
váltjával együtt! Magyarázzuk el, milyen kapcsolat van f grafi- 
konjának alakja, valamint az f(x) és f/(x) függvények előjele 
és értéke között! 


160. Ábrázoljuk az f(x) — arctgx függvényt az első két derivált- 
jával együtt! Magyarázzuk el, milyen kapcsolat van f grafikon- 
jának alakja, valamint az f(x) és f"(x) függvények előjele és 
értéke között! 


mit látunk! 


Hiperbolikus függvények — 





A hiperbolikus függvényeket két exponenciális függvény, e" és e " alapján de- 
finiáljuk. Ezeknek a függvényeknek a segítségével sok matematikai számítás 
egyszerűsíthető, és a gyakorlati alkalmazásokban is gyakran előkerülnek. Ilyen 
függvények írják le például a két végüknél felfüggesztett elektromos vezetékek 
alakját, és számos differenciálegyenlet megoldásában is szerepet kapnak. Ebben 
az alfejezetben rövid bevezetést adunk a hiperbolikus függvények elméletébe, 
bemutatjuk a függvények grafikonját, meghatározzuk a deriváltjukat, és az is 
kiderül, mi a jelentősége ezeknek a függvényeknek bizonyos integrálok kiszá- 
míitásában. 


Az exponenciális függvény páros és páratlan része 


Az 1.4. alfejezet óta tudjuk, mikor nevezünk egy függvényt párosnak, illetve pá- 
ratlannak: az f függvény páros, ha értelmezési tartománya bármely x elemére 
f(x) — f(—), és páratlan, ha f(—x) — —f(x). Minden olyan függvény, amely- 
nek értelmezési tartománya szimmetrikus az origóra, egyértelműen felírható egy 
páros és egy páratlan függvény összegeként: 


. 94 f(02) , 109-fC9 


4 a 
——.ee e——öm——r e v———e —it 


páros rész páratlan rész 


fi) 


Ha az e" függvényt így írjuk fel, akkor az 
ete?" e—eT 
va 17 
párosrész páratlan rész 


e 


azonosságot kapjuk. Az e" függvény páros, illetve páratlan részét hiperbolikus 
koszinusz, vagy koszinusz hiperbolikusz, illetve hiperbolikus szinusz vagy szi- 
nusz hiperbolikusz függvénynek nevezzük. Ilyen függvényekkel írjuk le a ru- 
galmas közegekben terjedő hullámok mozgását; a St. Louistól nyugatra fekvő 
Gateway Árch íve egy súlyozott koszinusz hiperbolikuszfüggvény grafikonja. 


Definíciók és alapvető azonosságok 


A koszinusz hiperbolikusz és a szinusz hiperbolikusz függvény definícióját a 7.5. 
táblázat első két sora adja meg, utánuk a hiperbolikus tangens, kotangens, sze- 
káns és koszekáns függvény meghatározása következik. Látni fogjuk, hogy a 
hiperbolikus függvények nem csak nevükben hasonlítanak a trigonometrikus 
függvényekre (lásd ehhez a 84. feladatot is). 

A hiperbolikus függvényekre teljesülnek a 7.6. táblázatban felsorolt azonos- 
ságok, amelyek — az előjelektől eltekintve — szintén emlékeztetnek a trigonomet- 
rikus függvényekre vonatkozó analóg összefüggésekre. 
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hiperbolikus szinusz kező s zs sző 





sh2x — 2shxchx 
ch2x — chtx— shéx 
. ch2x--1 

5 

. ch2x—1 
E 
hiperbolikus szekáns ! -— —— - thx — 1— sec 


cthhx—1-beschéx 


hiperbolikus koszinusz 


hiperbolikus tangéns five. 


hiperbolikus kotangens spéz 


hiperbolikus koszekáns 


7.6. TÁBLÁZAT: Hiperbolikus 
7.5. TÁBLÁZAT: A hat alapvető hiperbolikus függvény, lásd függvényekre vonatkozó azo-. 
ha 7.31. ábrát. 





7.31. ÁBRA: A hat alapvető hiperbolikus függvény grafikonja. 


A második azonosság például így igazolható: 


€ t-e" e — e? 
2shxchx—2( 3 )( 7] je 


2x —2x 


mt gú — sh2x. 








A többi azonosság hasonlóan bizonyítható, mindössze a megfelelő függvé- 
nyek definícióit és az exponenciális függvényekre vonatkozó algebrai azonossá- 
gokat kell használnunk. Számológép segítségével — több más alapvető függvény- 
hez hasonlóan — a hiperbolikus függvények értékeit is könnyen megadhatjuk. 


Deriváltak és integrálok 


Mind a hat hiperbolikus függvény az e" és az e"" differenciálható függvények 
racionális kombinációja, így értelmezési tartományuk minden pontjában diffe- 
renciálhatók (7.7. táblázat). A deriváltképletek emlékeztetnek a trigonometrikus 
függvényekre vonatkozó megfelelő képletekre. A 7.7. táblázat képleteiből a 7.8. 
táblázat integrálformuláit kapjuk. 
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d du 
7 shu) - chur 


d du 
7xchu) mz shu-r 


d du 
— (thai — vonsz 
77 (hu) — sech u 


d 
7xethu) 


du 
ját We 


e (sechu) — — sechu n 


— cschu cth szású 


d 
FB (cschu) — aa 


7.7. TÁBLÁZAT: A hiperbolikus függ- 
vények deriváltjai. 





f huduzchu4C 
f ehdu— shu4-C 
f sechő udu—thu-4C 


f esen? udu—-— —cthugC 


f sechu thudu — —sechutC 


f eschu cthudu — —cschuitC 


7.8. TÁBLÁZAT: A hiperbolikus függ- 
vények integrálja. 





A deriváltakra vonatkozó képletek az e" függvény deriváltjának ismeretében 
igazolhatók; az első például így: 





s (shu) E hu definíciói 
———— 14] S — — m—— $1 u EMELT a 
dx dx 2 : 
e"duldxte "duldx 
e A szákakllk sás sztó e deriváltja 
2 
du 
Éz — chu— . chu definíciója 
dx 
Az utolsó bizonyítása pedig: 
l 
— el cschu) — a cschu definíciója 
.shu 
gé de hányad bál 
nme Ez nyadosszabály 
shé u dx 
i éhü ss ő ök átrendezésével 
z — tényezők átrendezéséve 
shu shu e gytai ú 
o du 
— —cschucth u cschu és cthu definíciója 
3 3 


Hasonlóan bizonyítható a többi képlet is. 


1. PÉLDA: Hiperbolikus függvényeket tartalmazó deriváltak és integrá- 
lok meghatározása 


(a) 5 (nv1e) — seché v 2.5 (vV1--2) ve 
eszet sechéV1-r2 








vin 
j chS5x l fdu — sh5x, 
b fehszar— [d 5 [77 du SchSx dx 
1 1 
—- — In]u1--C— - In] sh5x]--C 
5 5 
7.6. táblázat 





L 1 
(0) I tőxax- [SZ d: - 
Ü 


ves 





1 
1 1 [sh2x—1 
—  f (eh2x— dx 2] 5 s] 
ü 
— 52 — 5 5040672 


98 In2 
xdx- fee — 2)dx — 
0 





(d) [ dosinás 0: 


— [2— 2]? — (272212) —(1—0) — 


—4—21n2—15: 16137 
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Inverz hiperbolikus függvények 


A hat alapvető hiperbolikus függvény inverzei nagyon hasznosak bizonyos in- 
tegrálok meghatározásakor. Mivel minden x esetén d(shx) /dx — chx 5 0, a shx 
függvény növekvő, így értelmezhető az 


y-sh !x— arshx 


area szinusz hiperbolikusz inverz függvény. Tetszőleges —oo —€ x € co esetén 
arshx az a valós szám, amelynek szinusz hiperbolikusza x. Az y — shx és az 
y — arshx függvény grafikonját a 7.32. ábra (a) részén tanulmányozhatjuk. 

Az y — chx függvény nem injektív (7.31. ábra (b) része), de a nemnegatív 
számokra való leszűkítése már az. Az x - 0 számokra ennélfogva értelmezhető 
az : 


yzch !x— archx 


area koszinusz hiperbolikusz inverz függvény. Tetszőleges x 2 1 esetén tehát 
archx az a 0 £ y a cs szám, amelynek koszinusz hiperbolikusza x. Az y — chx 
és az y — archx függvény grafikonját a 7.32. ábra (b) része mutatja. 

Az y — sechx — 1/chx függvény sem injektív, de a nemnegatív számokra 
való leszűkítése már az, a leszűkített függvénynek tehát létezik az 


y — sech"! x — arsechx 
inverze. Tetszőleges x € (0, 1] esetén arsechx az a 0 £ y - so szám, amelynek 


szekáns hiperbolikusza x. Az y — sechx és az y — arsechx függvény grafikonját 
a 7.32. ábra (c) részén láthatjuk. 


A hiperbolikus tangens, kotangens és koszekáns teljes értelmezési tartomá- 
nyukon injektív függvények, I 


y-tr!x—arthx, y—eth!x—arcthx, y— csch"!x — arcschx 


inverzüket a 7.33. ábrán tanulmányozhatjuk. 


Hasznos azonosságok 


1 
arsechx — arch 3 


1 A 7.9. táblázat összefüggéseit felhasználva akkor is megadhatjuk az arsechx, 
arcschx — arsh — arcschx, arcthx függvényértékeket, ha számológépünk csupán az archx, 

hú arshx, arthx függvényeket ismeri. Az azonosságok a definíciók egyszerű kö- 
arcthx — arth s vetkezményei; például ha 0 €x£ I, akkor 





HNK KKK 1 1 1 
7.9. TÁBLÁZAT: A hiperbolikus függ- sech (ren G)) 7 FAR rifr 3 
tl 1 


vények inverzei közötti azonosságok. 







y — arch x 

(xr—chy,yz0 

12345678 
(b) 


nt Eg hd És LA ÖM 1 Ü6 





7.32. ÁBRA: A hiperbolikus szinusz, koszinusz és szekáns, valamint inverzeik grafikonja. Figyeljünk fel 
az y — x egyenesre való szimmetriára! 
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7.33. ÁBRA: A hiperbolikus tangens, kotangens és koszekáns inverzeinek grafikonja. 


díarshu) 1 du 


dx VI dx 
d(archu) 1 du 


—dX — /é—i de 
díarthuj) 1 du 
dx —— 1—u2 dx 
d(arcthu) 1 du 


dx — 1—w2 dx? 
d(arsechu) — —duj/dx 


dx — u 
d(arcschu) — —dujdx 


— —— — e, u 
dx lulV1- uz 


17.10. TÁBLÁZAT: Az inverz hiperbolikus függvé- 
nyek deriváltja. 





azaz valóban: Í 
arch G) — arsechx, 
x 


mivel a szekáns hiperbolikusz injektív a (0, 1] intervallumon. 


Deriváltak és integrálok 


A hiperbolikus függvények inverzeit a 7.10. táblázat képleteiből nyert integrál- 
formulákban használjuk a leggyakrabban. 

Az [ul — I, illetve az u] 5 1 kikötés az arth u és az arcthu képletében a meg- 
felelő függvények értékkészletéből eredő természetes megszorítások (7.33. ábra 
(a) és (b) része). Az [ul € 1 és az [ul 5 1 eset különbsége akkor válik jelen- 
tőssé, amikor a táblázat képleteit integrálformulákká alakítjuk át. Az 1/(1— u?) 
integrálja az [u] — 1 esetben arthu-- C, az [ul 5 1 esetben viszont arcth u-t C. 

A következő példában levezetjük az archu deriváltjára vonatkozó képletet, 
hasonlóan megy a többi inverz hiperbolikus függvény deriváltjának kiszámítása. 


2. PÉLDA: Az area koszinusz hiperbolikusz deriváltja 


Igazoljuk, hogy ha u olyan differenciálható függvény, amelynek minden ér- 
téke 1-nél nagyobb, akkor 





díarchu) 7 1 00 du, 
dx — ages iák 


Megoldás: Először meghatározzuk az y — 7 archx, x 5 1 deriváltját az 1. Tétel 
alapján; esetünkben tehát f(x) — chx és f-!(x) — archx. Az 1. Tétel alkalmaz- 
ható, mivel chx deriváltja minden x — 0 esetén pozítív. 
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1 
TESB (EG VÉLE 
x) — ————— —  - 1. Tétel 
MAAA 
l 
Ni sh(archx) FAR veSb 
I j 
ELSE et shu— vVchu—1 
chi (archx) — 1 
NN 
x2—1 
Köviden: 
d l 
7 (archx) egg 


A láncszabály alapján így azt kapjuk, hogy: 


du 


ea 





s (archu) — 


Az 1. Tétel alkalmazása helyett az y — archx, x 5 0 függvény deriváltját az 
implicit deriválás módszerével is meghatározhatjuk: 


y — archx 
x -chy ekvivalens egyenlet 
1—sh ya implicit deriválás x szerint 
x 
dy 1 l 


E mer ÉT Se—t . x5 1 miatty 5 Üésshy5:0 
dx shy chíy—1 


] 


S — chy-x 
x.1 


Megfelelő helyettesítésekkel a 7.10. táblázat képletei alapján a 7.11. táblázat- 
ban szereplő integrálformulákat kapjuk. Az utóbbiakat a jobb oldal deriválásával 
láthatjuk be. 


17 arsh ( 7 JC 
d 
JR 

[67 
E ESsb  arcth (7 c, 


du 1 
Í7zz — arsech ( Z )c 0-2uca 


—g arcseh] [A tC u 0 és a:0 


— arch (7 JC 


rm(9] ae 


[dara 





. 7.11. TÁBLÁZAT: Integrálképletek inverz hiperbolikus függvényekkel. 


206 


7. fejezet . Transzcendens függvények 


3. PÉLDA: A 7.11. táblázat alkalmazása 
Határozzuk meg a 


[7678 


integrált! 


Megoldás: Először a határozatlan integrált számítjuk ki: 


2dx 3 du o szsleézszágztszűli 
V3342 Vére MEEZEMKESEZRTSEMÉSS 
k — arsh ( z Jrc- 
2x 
— arsh --ű, 
(5) 


7.8. Feladatok 


Hiperbolikus függvények értékeinek 
kiszámítása. Azonosságok 


önt ii - 


Az 1—. feladatokban shx vagy chx értékét adjuk meg. A definí- 
ciók és a ch" x — shíx — 1 azonosság alapján határozzuk meg a 
másik öt hiperbolikus függvény értékét! 


8 4 
1. shx——7 28 shx— 7 
17 13 
3. chx— mg x20 4. chx— x:0 


Egyszerűsítsük a kifejezéseket (5-10. feladatok)! Első lépésben 
írjuk fel a hiperbolikus függvényeket exponenciálisok segítségé- 
vel! 


5.  2ch(lnx) 6.  sh(2]inx) 

7.  chS5x-4-sh5Sx 8.  ch3x—sh3x 
9.  (shx-4-chx)! 

10. In(chx-t-shx) t-In(chx — shx) 


11. A sh(x--y) — shxchy t-chxshy 
ch(xt-y) — chxchy tt shxshy 
azonosságok alapján bizonyítsuk be, hogy 
(a) sh2x—2shxchx, 
(b) ch2x—chóxt shi x 


12. A chxésashx függvény definíciója alapján igazoljuk, hogy 
minden x-re 
chhx—shíx — I. 


Deriváltak 


Deriváljuk a függvényeket a megfelelő független változó szerint 
(13—24. feladatok)! 


13. y—6sh: 14. y— 2 sh(2x-t1) 
15. y—2/íthvI 16. y—?n- 
17. y:In(shz) 18. y—ln(chz) 


19. y—sechO(1—lInsechO) 20. y—cschO(1—1]ncschő) 
l 

21. y-Inchv— ő th 22. y- Inshv— - cthív 

23. y—(x2 41) sech(inx) [Útmutatás: a deriválás előtt egysze- 

rűsítsük a függvény képletét!) 

24. y—(4x"— 1) eseh(in2r) 


Deriváljuk a függvényeket a megfelelő független változó szerint 
(25—36. feladatok)! 


25. y—arshyx 26. y—arch2vx-1 
27. y—(1—8)arthő 


28. y— (02320) arth(9 7-1) 
29. y—(1—t)arcth vit 30. v—(1—rfjaretht 


31. y— arccosx— xarsechx , 
32. y—lInxt V1—a?arsechx 
] ű 
33. y arcsch G) 34. y— arcsch2? 
35. ya arshítgx) 


36. y—arch(secx), 0 cx -r/2 


Integrálazonosságok 
Igazoljuk a képletek helyességét (37—40. feladatok)! 


37. (a) f sechxdx — arctg(shx) HC 


(b) J sechxdx — arcsin(íthx) t-C 


xz 1 
38. f Farsechardx — 7 arsech—- V 1—x£34C 





árcthx-H— 4C 


39. f Farcthadx — 7 7) 


l 
40.  erthazdx — xarthx-t 7 Mn(i —x) ke 


Határozatlan integrálok 


Határozzuk meg az integrálokat (41—50. feladatok)! 


41. J shördk 42. Í sh dx 
xX 
43. f 6en(5 —n3) ax 44. f Aeh(8x— In2)dx 
x 0 
45. [134 46. fen de 
Fiát va 


47. J sech? b a 5) dx 48. Í csché (5 — x)dx 


49. ű sech vrth vtdt 


/ csch(Int) cth(lnz dt 
vi 


Í 


Határozott integrálok 


Határozzuk meg az integrálokat (51—60. feladatok)! 








ln4 ln 2 
51. J ethxdx 52. f ízük 
In2 ü 
—]n2 In2 
53. f 22n0d0 54. J 4079 shode 
szítri 0 
x/4 n/2 
55. / chítgo)se2od8 56. J 2sh(sinőj cosó dő 
—gf4 ü 
z 4 , 
57. J ohüni 58. Í Schyx 
I 8 l Va 
Ü . ln 10 
59. fa 6) 60. fas Ge 
—1]n2 ü 


Inverz hiperbolikus függvények 


Az inverz hiperbolikus függvények értékeit akkor is meghatá- 
rozhatjuk, ha számológépünk még a hiperbolikus függvényeket 
sem ismeri. Csupán a természetes alapú logaritmusra van szük- 
ségünk: 
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arshx — In(x-t vat 1), 
archx — In(x 4 vx2 —1), 


14-x 


Tezrbi k. I, 


az) 
X T 


1 
arthx — — 
x a Ín 


amsezha—( 


Az iménti képleteket felhasználva írjuk fel a kifejezéseket termé- 
szetes alapú logaritmus segítségével (61—ó6. feladatok)! 


61. arsh(—5/12) 62. arch(5/3) 
63. arth(—1/2) 64. arcth(5/4) 
65.  arsech(3/5) 66. arcsch(—1/v3) 
Számítsuk ki az integrálokat 
(a) az inverz hiperbolikus függvények, 
(b) a természetes logaritmus 
segítségével (07—74. feladatok)! 











23 1/3 
67 fi dx j ! dx 
d ván i JV 927 
I 2 új 1/2 a 
x x 
69. — S 70. 
e 8 he 
5/4 0 
3/13 2 
71 [— 72 ; sss 
i ts xvV1—16xt i § xvV4tx 
73 j cosxdx 74 Í dx 
5 V1--sinéx i xV1-(Inx)? 


További példák és feladatok 


75. (a) Igazoljuk, hogy ha az f függvény értelmezési tarto- 
mánya egy origóra szimmetrikus intervallum (azaz f(—x) 
minden olyan x esetén értelmezve van, amelynél f(x) is), 
akkor 

rég föltít-d , fd-ftá, 
2 2 

Ezután igazoljuk, hogy az (f(x) 1 f(—x))/2 függvény pá- 

ros, (f(x) — ft? pedig páratlan! 

(b) A (7.33) egyenlőség jelentősen leegyszerűsödik, ha f 

páros, vagy páratlan függvény. Hogyan és miért? 


(7.33) 


76. Vezessük le az arshx — In(x-- vx2 1), —oo £ x £ 00 azo- 
nosságot! Magyarázzuk meg, hogy a gyökjel előtt miért -t- áll! 


77. Szabadesés: Ha egy szabadon eső, m tömegű testre ható 
légellenállás egyenesen arányos a test sebességének négyzetével, 
akkor a (nyugalomból induló) test sebességét megadó v(t) függ- 
vény kielégíti az 

dv 


n— — me — kv? 
megy 8 
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differenciálegyenletet, ahol a k konstans értéke a test aerodina- 
mikai tulajdonságaitól és a levegő sűrűségétől függ. (Feltesszük, 
hogy a zuhanás ideje elég rövid, így a levegő sűrűségének válto- 
zásától eltekinthetünk.) 


(a) Igazoljuk, hogy a 


függvény kielégíti a differenciálegyenletet és a v(0) — 0 
kezdeti feltételt! 


(b) Adjuk meg a sebesség dim v(t) határértékét! 


(c) Egy 80kg tömegű ejtőernyős esetében k tipikus értéke 
0,269. Mekkora sebességre gyorsul ugrás közben? 


78. Elmozdulással arányos gyorsulás: Tegyük fel, hogy egy 
egyenes mentén mozgó test helyzetét a fr időpontban az 


(a) s-— acoskt--bsinkt, illetve a 
(b) s—- achkt-4-bshki 


függvény írja le! Bizonyítsuk be, hogy a d7s/dt" gyorsulás 
mindkét esetben arányos 5-sel, de míg az első esetben azzal el- 
lentétes, a másodikban azzal egyező irányú! 


79. Atraktor és a traktrix: Amikor egy pótkocsit húzó trak- 
tor derékszögben kanyarodik, a pótkocsi kerekei az ábrán látható 
görbe mentén mozognak. (Az ábra azt 15 megmagyarázza, hogy 
a hátsó kerék miért hagyja el alkalmanként az utat.) A görbe 
egyenletét meghatározhatjuk, ha a hátsó kereket olyan M pont- 
nak tekintjük, amely az (1,0) pontból indul, és a vezető fülkéhez 
egységnyi hosszúságú rúddal van kapcsolva. Miközben a szakasz 
másik, az ábrán F-vel jelölt végpontja az y-tengely mentén mo- 
zog, ,maga után húzza" M-t. Az M által leírt görbét traktrix- 
nak (vagy húzógörbének) nevezzük. A görbét megadó y — f(x) 
egyenlet kielégíti az alábbi kezdettérték-problémát: 

; isz o dy ] cs Ah 
differenciálegyenlet: em sa -k TT 
ha x — 1, akkor y— 0. 


Oldjuk meg a kezdetiérték-problémát, és írjuk fel a görbe egyen- 
letét (egy inverz hiperbolikus függvényre lesz szükségünk)! 





kezdeti feltétel: 





80. Terület: Igazoljuk, hogy az y — (1/a) chax, a koordiná- 
tatengelyek és az x — b egyenes által határolt terület megegyezik 
annak a téglalapnak a területével, amelynek egyik oldala 1/a, a 
másik pedig s, ahol s a görbe x — 0 és x — b közötti szakaszának 
hossza! (Lásd az ábrát!) 





81. Térfogat: Tekintsük azt az első síknegyedbeli tartományt, 
amelyet felülről az y — chx, alulról az y — shx egyenletű görbék, " 
balról az y-tengely, jobbról pedig az x — 2 egyenletű egyenes ha- 
tárol! Mekkora térfogatú forgástestet kapunk, ha ezt a tartományt 
megforgatjuk az x-tengely körül? 


82. Térfogat: Forgassuk meg az x-tengely körül az y — sechx 
egyenletű görbe, az x-tengely, valamint az y — ln v3 egyenletű 
egyenesek által határolt tartományt! Mekkora az így keletkező 
forgástest térfogata? 


83. Ívhossz: Határozzuk meg az y — (1/2)ch2x egyenletű 
görbének az x — 0 és x — In v5 közötti hosszát! 


84. A, hiperbolikus" jelző magyarázata: Ha valakiben fel- 
merült, miért nevezzük a hiperbolikus függvényeket , hiperboli- 
kusnak", íme a magyarázat. Ahogy az x — cosu, y — sin4 pa- 
raméterezés az egységsugarú kör pontjait, az x — chu, y — shu 
pontok az x7 — y" — 1 egyenletű hiperbola jobb oldali ágát adják 
meg. 





Mivel minden u esetén ch? u — sh? u — I, a (chu, shu) 
pontok mindegyike az x7 — y? — 1 egyenletű hiperbola 
jobb oldali ágára illeszkedik. 


A trigonometrikus függvényekkel való analógia tovább mélyít- 
hető. Az x2 —y? — 1 egyenletű hiperbola jobb oldali ágának 
(chu,shu) pontjaiban u értéke az ábrán látható AOP terület két- 
szerese. Ennek igazolásához kövessük az alábbi lépéseket: 

y 






I u az AOP tartomány 
I területének kétszerese 
Xx 





u az AÜP körcikk 
területének kétszérese 
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(a) Igazoljuk, hogy az AOP szektor A(u) területe 


chu 


1 
A(u) — - chushu— [/V52—1dx! 
1 


(b) Deriváljuk az (a)-beli egyenlet mindkét oldalát u sze- 
rint, és mutassuk meg, hogy 


! áj éoy 
A (uj — a! 


(c) Oldjuk meg az utóbbi egyenletet A(w)-ra! Mennyi 
A(0)? Mennyi az integrálban szereplő C konstans értéke a 
megoldásunkban? Az így megadott C-vel milyen összefüg- 
gést kapunk u és A(u) között? 


85. Minimális felszin: Mekkora annak a forgástestnek a pa- 
lástja, amelyet az y — 4ch(x/4) görbe —In16 cx €1n81 közötti 
szakaszának az x-tengely körüli megforgatásával kapunk? 

y — 4 ch(x/4) 
B(ln 81, 6.67) 






A(-]n 16, 5) 
4 


Belátható, hogy az ábrán jelölt A és B pontokra illeszkedő 
folytonosan differenciálható görbék közül y — 4ch(x/4) esetén 
kapjuk a legkisebb palástfelszínt. Ha drótból elkészítjük a két 
szélső, az A illetve B ponton átmenő kört és ezeket az ábra sze- 
rinti helyzetben szappanos vízbe mártjuk, a körök közötti felület 
meg fog egyezni a görbe megforgatásakor keletkezővel. 


b ő 86. (a) Keressük meg az y — chx egyenletű görbe —]In2 - 


£ x z£ 1ln2 közötti szakaszának súlypontját! 

(b) Határozzuk meg a súlypont koordinátáit két tizedes 
pontossággal! Ábrázoljuk a görbét, és jelöljük be rajta a kö- 
zéppontot! 


Kifeszített vezetékek 


87. Képzeljünk el egy két tartóoszlop között szabadon lógó ká- 
belt! A vezeték egységnyi hosszának tömege w, a legalacsonyabb 
ponton a horizontális feszültséget magadó vektor hossza H. Te- 
kintsük azt a vezeték sikjába eső koordinátarendszert, amelyben 
az x-tengely vízszintes irányú, a gravitáció pedig lefelé hat! Ha a 
vezeték legalacsonyabb pontja az y-tengely H/w pontja (lásd az 
ábrát), akkor a görbe egyenlete 

w 

H" 

Az ilyen görbét láncgörbének nevezzük. 


H 
yz —ch 
W 





(a) Legyen P(x,y) a láncgörbe egy tetszőleges pontja! Az 
ábrán a feszültséget a P pontban a T hosszúságú vektor, a 
legalacsonyabb pontban pedig a H hosszúságú vektor adja 
meg. Igazoljuk, hogy a görbe meredeksége a P pontban 


tg — g — sin 7! 
(b) A feladat (a) része és annak alapján, hogy a PF pont- 
beli vízszintes feszültségnek egyenlőnek kell lennie H-val 
(a vezeték nem mozog), mutassuk meg, hogy T — wy! A 
P(x,y) pontbeli feszültség nagysága tehát megegyezik az y 
hosszúságú vezetékszakasz súlyával. 


s 
y yző eh 





88. Az előző feladat folytatása: A láncgörbe AP ívének (87. 
feladat második, ábrája) hossza s — (1/a) shax, ahol a — w/H. 
Mutassuk meg, hogy a P pont koordinátái kifejezhetők s-sel: 


l hi 
— — arshas, -1 24 —! 
x és as, gy 1 já 


89. Feszültség és belógás: Egy 10,5 méteres, méterenként 
3kg tömegű vezetéket egymástól 10 méterre álló oszlopokon 
rögzítünk. 


(a) Modellezzük a vezetéket az 
1 
yz z chax, —5€£x25 


egyenletű görbével! Az előző feladat alapján igazoljuk, 
hogy az a állandó kielégíti a 


5,.25a — sh5a (7.34) 


egyenletet. 


I (b) Oldjuk meg grafikusan a (7.34) egyenletet azon pontok 
koordinátáinak leolvasásával, amelyekben az y — 5,25a és 
y — shSa egyenletű görbék az ay-síkban metszik egymást! 


IE (c) Oldjuk meg numerikusan a (7.34) egyenletet! Vessük 
össze a megoldást a (b)-beli közelítéssel! 


(d) Becsüljük meg a horizontális feszültséget a vezeték 
legalacsonyabb pontjában! 


JE (e) A feladat (c) részében az a állandóra kapott érték alap- 
ján ábrázoljuk az 


l 
y—- —chax 
a 


láncgörbét a —5 £ x £ 5 intervallum felett! Becsüljük meg 
a vezeték belógásának nagyságát! 
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Áttekintő kérdések 





IT terra rtzáétt VÉgr e szált kü a 
ENG n REGEN LJÁRT SZKYKARRRÉB EBB 
ti valt 2, Tr í 
p 0 ejeze ka ; 
AE A. 
LG VETT MÉLTAT 4 et Ti 
tú pr hd te" úrrk j FELEEEKeTt a. hi nm 1 


1. Milyen függvényeknek van inverzük? Miből állapíthatjuk 12. Hogyan hasonlítható össze a pozitív értékeket felvevő függ- 
meg, hogy az f és a g függvény egymás inverzei? Adjunk példá- vények növekedési üteme, amint x — 0? 


üggyé yek egymásnak (nem) inverzei! 
kat olyan függvényekre, amelyek egymásnak (nem) inverzei 13. Mi a jelentősége az e" és a logx foggyénymikn a növekedési 


2. Milyen összefüggés van egy függvény, valamint a függvény ütemek összehasonlításában? 
inverzének értelmezési tartománya, értékkészlete és grafikonja 


között? Adjunk meg egy példát is! 14. Hogyan használjuk a , kis ordó" és a , nagy ordó" ESA 


Adjunk példákat! 

3. Hogyan fejezhető ki az x változó egy f függvényének in- ösi aneáági 

verze az x változó függvényeként? 15. A szekvenciális vagy a bináris keresés hatékonyabb? Ma- 
gyarázzuk meg válaszunkat! 


4. — Milyen feltételek biztosíthatják azt, hogy egy f függvény c álá a j ; VS i 

inverze differenciálható legyen? Milyen kapcsolat áll fenn ekkor 16. Hogyan definiáljuk a trigonometrikus függvények inver- 

f és f7! deriváltja között? zeit? Hogyan adhatjuk meg ezeknek a függvényeknek az értékeit 
— bizonyos esetekben — derékszögű háromszögek alapján? 

5. Mit nevezünk természetes alapú logaritmusfüggvénynek? 


Mi a függvény értelmezési tartománya, értékkészlete és deri- 17. Mely függvények a trigonometrikus függvények inverzei- 

váltja? Milyen aritmetikai tulajdonságai vannak a függvénynek? nek deriváltjai? Milyen kapcsolat van az eredeti, illetve a deri- 

Vázoljuk és értelmezzük a függvény grafikonját! váltfüggvények értelmezési tartománya között? 

6. — Mit nevezünk logaritmusos deriválásnak? Adjunk példát a 18. Milyen integrálok kiszámításakor jelennek meg természetes 

módszer alkalmazására! módon a trigonometrikus függvények inverzei? Hogyan alkal- 
zóló : ; § mazható ezekben az esetekben a helyettesítés és a teljes négy- 

7. Milyen integrálok vezetnek logaritmusfüggvényhez? Ad- zetté alakítás módszere? 


junk példákat! Mi a tg és a ctg integrálja? 

19. Soroljuk fel a hat alapvető hiperbolikus függvényt, adjuk 
meg értelmezési tartományukat, értékkészletüket, és vázoljuk a 
grafikonjukat! Milyen azonosságok állnak fenn a függvények kö- 
zött? j 


8. Hogyan értelmezzük az e" exponenciális függvényt? Mi 
a függvény értelmezési tartománya, értékkészlete és deriváltja? 
Milyen szabályok érvényesek a kitevőkre? Vázoljuk és értelmez- 
zük a függvény grafikonját! 

20. Adjuk meg a hat alapvető hiperbolikus függvény derivált- 
ját! Soroljuk fel a megfelelő integrálképleteket! Milyen hasonló- 
ságok mutatkoznak a trigonometrikus függvényekkel? 


9. Hogyan értelmezzük az a" és a log, x függvényeket? Mi- 
lyen kikötésnek kell teljesülnie a-ra vonatkozóan? Milyen kap- 
csolat van a" és log, x grafikonja között? Mi az igazság abban 


az állításban, amely szerint , valójában" egyetlen exponenciális, 21. Hogyan definiáljuk a hiperbolikus függvények inverzeit? 

illetve logaritmusfüggvény létezik? Adjuk meg a függvények értelmezési tartományát, értékkészle- 

: ás já z osztja tét és grafikonját! Hogyan számíthatjuk ki az arsechx, arcschx és 

stl est példákat a. 10-os alapú logaitemálüggvény alkal arcthx értékeket, ha számológépünk csak archx, arshx és arthx 
; értékét tudja megadni ? 


11. Mit nevezünk exponenciális változásnak? Hogyan vezet- 9 ; ztést l. j j 
hető le az exponenciális változás törvénye egy kezdetiérték- 22. Milyen integrálok kiszámításakor jelennek meg természetes 


probléma megoldásaként? Adjunk példákat! módon a hiperbolikus függvények inverzei? 


dd ae ea a a ae ea a ea ee a ke. tl AetTL ek e e ös tSTSES ett eSMEEESSE eÉtKÉEÁ ák tÉneEk ön ESEK ÉKEK ——m.———————-...i..—..—..—————..—.———. 


. fejezet Gyakorló feladatok 


Deriváltak 18. y—zarccosz— V1—z 19. y— tarctgt — É int 
Adjuk meg az y megfelelő változó szerinti deriváltját (1—24. fel- 20. y—(1--t) arcctg 321 
j ! 
adatok)! 21. y—zarcsecz— Vzt—1, z51 
i. y-t 108€75/5 2 s v2ev2 
22. y—24Vx—larcsecs/x 
; b az log —2 
3. y-—xe" — —e 4. y—Xe Ix j 
4 B 16 NA 23. y— arccsc(secO), 0-0 c r/2 
5. yz inlatet 0) 6.  y-ln(sec"8) 24. y — (1-4 x2)etretgz 
7. yÜ1og2(2/2) 8.  y—log:(3xr—7) 
9. y-87 10. y— 97 
11. y— 586 12. y— Va? Logaritmusos deriválás 
13. s 9) xH2 3 — xf2 
g-t] ul a s A logaritmusos deriválás módszerét alkalmazva adjuk meg y 
15. v—arcsinv1l—wt, 0€uci (megfelelő változó szerinti) deriváltját (25—30. feladatok)! 
sz d 2(x2 1) 0/3x4 
16. y—arcsinl — I, vol 17. y-lnarccosx 25. y—- —— — 26. y— 4 — 
: ( 7) 8 vV-cos2x ? 2x — 4 











üi BEEE) 
27. - (ren , 152 
2u2" TET] 
28. y— ———— 29. y—(sinő 
m—zgi y— (sin8) 
34. y — (Inx)!/n2) 
Integrálok 
Határozzuk meg az integrálokat (31—78. feladatok)! 
31. J E sin(e)dx 32. 7 d cos(3e — 2) dt 
33. J E sec(€—T)dx 
34. J ? csele kr V)etg(2 kH 1)dy 
35. ! sect (re E dx 36. f cs? (x)e Er dx 
1 é 
dx vilnx 
37. J 5— 38. 
IT 1/4 
39. J tg adx 40. hi 2ctg(rrx)dx 
0 1/6 
4 ) x/6 
t COS/ 
ili ii 7-3 ili 1 — sint 
Ü —n/2 
43. J EE a; 44. f Beled 
v vIny 
zási — 6) 
45. IE az 46. Ia 
x x—5 


47. 


49. 


51. 


535. 


57. 


59. 


61. 


63. 


65. 


l ; 
fősse2dd -4- Inr]dr 


J x37 dx 


fee a 1) őfzdr 


€ 


skálán 


fenezny (mv? 


vit 1 
1 


[229 ag 
l 





[§ 

374 

ü ódx 
EBET 


—3/4 





48. te —Iny) v§ 
v 


50. J ME sect xdx 


1 
52. J zdx 


56. fi ewdw 


58. fee —1)/240 
Ü 
e 


60. J : dx 
2 Ax Inx 





A 
62. fa Aagnarát 
2 


64. Et 
l 


VE 
66. [sz 
V4—35 


—1/5 


. Gyakorló feladatok 


3dt dt 
ő] gaz éb) 3 
szaj 73 
69. / 0 dy 70. ! o 24dy 
yvV/4y2—1 ya/y2 —16 
2/3 —/6/v5 
71. J dy 72 2 dy 
lylv/9y2—1 i vV5y—3 
VP lyla79yz — E Yő blvSy 
xX 
73. ni 74. [7277 
V—2x—x? V-e F4x—1 
szül] 
2dv dv 
2. NN JÚSSSSSSzzszet íz E. ős 
A vé t4vi-5 kb Ezt 


98 [GT 


"a 


78 f dt 
JJ (3141) VOT 6t 


Exponenciális és logaritmusos 











egyenletek 
Oldjuk meg az egyenleteket y-ra (79-84. feladatok)! 
79. 3 z2yti 80. 49—399t 
81. 989 — xi 82. 37 —31nx 
83. lníy—1)—x34-lny 84. In(10lny) —1n5x 
Határértékek 
Határozzuk meg a határértékeket (85—96. feladatok)! 
di a dé Han E: 
xx)  Xx 8-0 8 
Jsinx I 7—-sinx 1 
87. imat 18. 89 -T 
89. ún 2 608A 90. pa ze 
x—0 €—-x—1 xa0 xe 
.  £1—in(1--2t) sin" (mx) 
egg 2 3 
93. lim (5 fas 5) 94. lim e7!9iny 
üt 4 É y—ant 
NE x 
95. lim (5) 96. lim 142) 
x—ro0 x—01 s 


Függvények növekedési ütemének 
összehasonlítása 


211 


97. Gyorsabban, lassabban, vagy ugyanabban az ütemben nö- 
vekszik f, mint eg, amint x — os? 


(a) f(x)—logax; 


(b) (0) —x; 


l 
elx) ET 


g(x) —logzx 


(c) f(x) —x/100; elxj—xe" 


(d) fix)— ax; 
(e) f(x) 


(fh) f(x) —shx; 


— ArCCsex, 


elx) — arctgx 


e80)-e 


g(x) —1/x 
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98. Gyorsabban, lassabban, vagy ugyanabban az ütemben nö- 
vekszik f, mint g, amint x —r ca? 


(a) f(29—37 292 

(b) f(x) —in2x;  g(x) — In2 

(c) fí)—109-42; elre 
(d) f(x) — arctg(1/x);  e(x)— 1/x 
(e) f(x) — arcsin(1/x);  elx)—1/x 
(£) f(x)—sechs; ehe 


99. Igaz, vagy hamis? Válaszunkat indokoljuk! 


l l 1 1 1 l 
w.5ta-0l(z) m 2470(7) 
(c) x— 0(x--Inx) (d) In(lnx) — o(lnx) 
(e) arctgx — 0(1) (£) chx— 0(e7) 


100. Igaz, vagy hamis? Válaszunkat indokoljuk! 


1 ] 1 l l [4 
4 7-olata) vm 5-olzta) 
(d) In2x— 0(lnx) 


(c) Inx— 0(x3-1) 
(e) arcsecx — 0(1) (f) shx— 0(€) 


További példák és feladatok 


101. Az f(x) — e" 3-x függvény differenciálható és injektív, így 
f !(x) inverze is differenciálható. Adjuk meg a df! /dx deri- 
vált értékét az f(ln2) pontban! 


102. Határozzuk meg az f(x) — 1-4-(1/x) (x A 0) függvény in- 
verzét! Ezután igazoljuk, hogy f (f(x) —f(f !(x)) — ax, és 
hogy 

1 


! 
"(x) 


Határozzuk meg a függvények maximumát, illetve minimumát a 
megadott intervallumon (103. és 104. feladat)! 


df" 
dx 


fix) 





l e 
103.y—xln2x—x, [—,- 
y:xln x 2 5] 


104. y — 10x(2—1nx), (0,ef) 


105. Területszámítás: Számítsuk ki az y — 2(lnx) /x egyenletű 
görbe és az x-tengely között az x — 1-től az x — €-ig közbezárt 
terület nagyságát! 


106. Területszámítás: 


(a) Igazoljuk, hogy az y — 1/x egyenletű görbe alatti terü- 
let x — 10 és x — 20 közötti része megegyezik az x— 1 és 
x — 2 közötti területtel! 


(b) Igazoljuk, hogy az y— 1/x egyenletű görbe alatti terü- 
let x — ka és x — kb közötti része megegyezik az x — a és 
.x— b közötti területtel (ahol 0 ca cbésk: 0)! 


107. Egy részecske az y — Inx egyenletű görbe mentén mozog 
jobbra felfelé. A részecske x-koordinátája dx/dt — v/x mis se- 
bességgel változik. Mekkora az y-koordináta változási sebessége 
az (e, e) pontban? 


108. Egy csúszdán, amelynek ívét az y —9€ "7? egyenletű görbe 
írja le, egy kislány csúszik lefelé. A gyerek y-koordinátájának 
változási sebessége dy/dt — (—1/4)/9—y km/h. Mekkora az 


x-koordináta változási sebessége a csúszda végén, az x — 3m 
pontban? 


109. Az ábrán látható téglalap egyik oldala az x-, a másik az 
y-tengelyre, a téglalap origóval szemközti csúcsa pedig az y — 
— e ? egyenletű görbére illeszkedik. Milyen oldalhosszúságok 
mellett lesz a téglalap területe a legnagyobb? Mekkora ez a ma- 
ximális terület? 





110. Az ábrán látható téglalap egyik oldala az x-, a másik az 
y-tengelyre, a téglalap origóval szemközti csúcsa pedig az y — 
— (1nx)/x? egyenletű görbére illeszkedik. Milyen oldalhosszú- 
ságok mellett lesz a téglalap térülete a legnagyobb? Mekkora ez 
a maximális terület? v 





111. Az f(x) —1n5x és a e(x) —1]n3x függvény csupán egy kons- 
tansban különböznek egymástól. Adjuk meg a konstans értékét! 
Indokoljuk válaszunkat! 


112. (a)  Következik-e abból, hogy (lnx) /x — (In2)/2 az, hogy 
xz2! 
(b) Következik-e abból, hogy (lnx)/x — —21n2 az, hogy 
xs 12? 

Válaszunkat indokoljuk! 


113. A (10gyx)/(1oga x) hányados értéke állandó. Adjuk meg az 
állandó értékét! Válaszunkat indokoljuk! 


KI 114. 10g, (2) vs. logaí(x): Hogyan viszonyul egymáshoz az 
f(x) — log (2) és a e(x) — log x függvény? A következő két 
kérdésre adott válasz alapján kiderül. 

(a) A log,b — (lnb)/(lna) összefüggés alapján fejezzük 
ki f(x)-t és g(x)-et is a természetes alapú logaritmus segít- 
ségével! 

(b) Ábrázoljuk közös koordinátarendszerben f és g grafi- 
konját! Állapítsuk meg, van-e összefüggés f grafikonjának 
alakja, valamint g előjele és értékei között! 


[a] 115. Ábrázoljuk a megadott függvényeket, becsüljük meg a szél- 
sőértékeket, az inflexiós pontok koordinátáit, és azokat az inter- 
vallumokat, amelyeken a szóban forgó függvény konvex, illetve 
konkáv. Becslésünket ellenőrizzük a deriváltak kiszámításával! 


(a) y— (Inx)/vx 
(bj 3-6" 
(0) y—(1-Hxje" 
NI 116. Ábrázoljuk az f(x) — xInx függvény grafikonját! Van a 
függvénynek abszolút minimuma? Válaszunkat indokoljuk! 


117. Milyen régi az a szénminta, amelyből az eredeti €C14- 
tartalomnak már 9096-a elbomlott? 
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118. Kihűlő sütemény: Egy tepsi almáslepény hőmérséklete 
105 C" volt, amikor a sütőből kivettük. A tepsit egy 4.5 C" hő- 
mérsékletű hűtőszekrénybe tettük, ahol negyedóra elteltével a sü- 
temény hőmérséklete 82 C"-ra csökkent. Mennyi idő alatt hűl le 
a sütemény 21 C"-ra? 


119. Napelem:  Napelemet kell elhelyeznünk az ábrán látható 
két épületet összekötő kelet-nyugati irányú szakasz mentén. Mi- 
lyén messzire legyen a napelem a magasabb épülettől, hogy a 
lehető leghosszabb ideig süssön rá a nap azokon a napokon, ami- 
kor pontosan a két épület fölött halad? 

Induljunk ki abból, hogy 


x . 50—x 
ú — E HEGKAE e — arccig —30 " 


majd keressük meg : azt az x-et, amelynél 0 maximális! 





2 at TETT an E ae me e ettel el el e ek a em ate 1 a ele e 7 ae meleniő ak eat a S a Ta mát TdTAT set 


7. fej ezet 


Észt at aszt denedéde 


Ál: anyag alaposabb elsaj átítását sépítő további feladatok 





Határértékek 
Határozzuk meg a határértékeket (1—6. feladatok)! 
b d I x 
! x FIN 
1. 5-1 ] FE) 2. Jim S J arctgidt 
3. lim igy vxy b 4. — lim (x- ege 
xagjt X— aa 


s. a Te ébenébő 
" noasolnit] ni2 7" 0 2n 


6. — lim — — (elnyel. . 4 eln D/n en) 


n—ron pt 
7. Legyen A(t) az első síknegyed azon tartományának terü- 
lete, amelyet az y — e" egyenletű görbe, a koordinátatengelyek, 
valamint az x — t egyenletű függőleges egyenes határol (t 5 0)! 
Legyen Ví(t) annak a forgástestnek a térfogata, amelyet a tar- 
tomány x-tengely körüli megforgatásával kaptunk! Határozzuk 
meg az alábbi határértékeket! 


(a) dim A(t) 
(c) Jim V(2)/A() 


(b) lim V(r)/A(r) 


8. A logaritmus alapjának megváltozása: 
(a) Határozzuk meg log, 2 határértékét, amint a — 07, 
17, It, ca! 


NI (b) Ábrázoljuk az y — 


vallumon! 


log, 2 függvényt a 0 - a £ 4 inter- 


További példák és feladatok 


9. Határozzuk meg az y — 2(logax)/x, illetve az y — 
— 2(logyx)/x, egyenletű görbe és az x-tengely közötti terület 


120. Egy kör keresztmetszetű víz alatti kábelben a rézvezeté- 
ket szigetelő réteg veszi körül. Az átvitt jel sebességét a v — 
— x"In(1/x) képlet adja meg, amelyben x a rézvezeték sugará- 
nak és a szigetelő réteg vastagságának hányadosa. A szigetelés 
milyen h vastagsága mellett lesz maximális az átviteli sebesség, 
ha a vezeték sugara 1] cm? 








nagyságát az x — 1 és x — e között! Hogyan aránylik a nagyobbik 
terület a kisebbikhez? 


IN 10. Ábrázoljuk az f(x) — arctgx - arctg(1/x) függvény grafi- 
konját a —5 €£ x £ 5 intervallumon! Az analízis eszköztárát moz- 
gósítva támasszuk alá az ábra helyességét! Hogyan viselkedhet a 
függvény a [—5,5] intervallumon kívül? Indokoljuk válaszunkat! 


IE 11. Milyen x - 0 esetén lesz x(7 — — (x")"? Indokoljuk meg vá- 
laszunkat! 


IN 12. Ábrázoljuk az f(x) — (sinx)""" függvény grafikonját a 
10, 317] intervallumon! Lehetséges ez? Magyarázzuk meg, mit lá- 
tunk! 


13. Adjuk meg f/(2) értékét, ha f(x) 
xx 


f 
Ezt dr! 
fa 
2 


14. (a) Határozzuk meg a df /dx deriváltat, ha 


f(x) — j8 de 


1 
(b) Adjuk meg f(0) értékét! 


(c) Mire következtethetünk ebből az f függvény grafikon- 
jára vonatkozóan? Válaszunkat indokoljuk! 


sz esta) ÉS glx) — 





15. Az ábra az 


Il l A 
Sá i Ül ér —— Fi 


összefüggés , informális igazolása". 
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Kekonstruáljuk az érvelést! [Edward M. Harris: Behold! 
Ssums of Arctan. College Mathematics Journal, Vol. 18, No. 2 
(1987. március), p. 141.] 

16. nm ze7; 

(a) Miért állíthatjuk, hogy az alábbi ábra a gm c e" 
egyenlőtlenség bizónyítása? [Fouad Nakhil: Proof Without 
Words, Mathematics Magazine, Vol 60, No. 3 (1987. jú- 
nius), p. 165.] 

(b) Az ábra rajzolója feltette, hogy az f(x) — (Inx)/x 
függvénynek az x — e helyen abszolút maximuma van. Hon- 
nan tudjuk, hogy ez valóban így van? 


T 
l 
I 
I 
I 
I 
l 
I 
I 
l 
I 
l 





NEM MÉRETARÁNYOS 


17. Az ábra segítségével mutassuk meg, hogy 
m/2 1 


Hi sindx — c) — / ercsinxdat 
Ü 0 





18. A Napier-féle egyenlőtlenség: Alább a 
1 1nb-lna 1 


egyenlőtlenség két , képes" bizonyítása látható. 
(a) 4 L; 





IKköger B. Nelson: College Mathematics Journal, Vol. 24, No. 2 
(1993. március), p. 165.] 


19. Páros-páratlan felbontás: 


(a) Tegyük fel, hogy g páros, h pedig páratlan függvény. 
Igazoljuk, hogy ha minden x esetén g(x) t Ah(x) — 0, akkor 
£ és h egyaránt az azonosan nulla függvény! 


(b) A feladat (a) része alapján igazoljuk, hogy ha egy fr 
páros és fo páratlan függvénnyel f(x) — felx) t folx) 
(minden x-re), akkor 


fi) f(—) . f69—f() , 
2 2 Í 


felx) — és folx) — 
(c) Mi a jelentősége a feladat (b) részében kapott ered- 
ménynek? 


20. Legyen g olyan függvény, amely egy, az origót tartalmazó 
nyílt intervallumon folytonosan differenciálható! Tegyük fel, 
hogy €-re teljesülnek az alábbiak: 


(1) elxi-y)— 809480) minden olyan x, y valós szám 


"  1—86)gb) ; 
esetén, amelyekkel x -t- y is eleme g értelmezési tartományá- 
nak; 


(ii). Tim g(h) — 0; és 
g(h) 


mm z zülk söz ANP 1. 
mp 
(a) Igazoljuk, hogy e(0) — 0! 


(b) Igazoljuk, hogy g"(x) —1-- [g(x) JP! 


(c) Határozzuk meg a g(x) függvényt a (b)-beli differen- 
ciálegyenlet megoldásával! 


Alkalmazások 


21. Tömegközéppont: Határozzuk meg annak az első és ne- 
gyedik síknegyedbe eső vékony, állandó tömegsűrűségű lemez- 
nek a tömegközéppontját, amelyet az y — 1/(1-4-x?) és y — 
— —1/(1-- 9) egyenletű görbék, valamint azx—0 és x— 1 
egyenletű egyenesek határolnak! 


22. Forgástest: Forgassuk meg az x-tengely körül az y — 
— 1/(24/x) egyenletű görbének az x — 1/4 és x — 4 közötti sza- 
kaszát! 
(a) Határozzuk meg az így keletkező forgástest térfogatát! 
(b) Határozzuk meg a test tömegközéppontját! 


23. A ,,70-es szabály": Az ln2 sz 0,7 közelítés alapján 
(0,69314. . . helyett) kapjuk a következő ökölszabályt: , Ha azt 
akarjuk megbecsülni, mennyi idő alatt kétszereződik meg az r 
százalékos folytonos jóváírású kamattal lekötött pénzünk, ele- 
gendő, ha elosztjuk 70-et r-rel." Az 595-os kamattal lekötött pén- 
zünk például 70/5 — 14 év alatt nő duplájára. Ha 10 év alatt akar- 
juk megkétszerezni a pénzünket, ahhoz 70/10 — 799-os kamat 
szükséges. Vezessük le a ,,70-es szabályt"! (A ,,72-es szabály" 
70 helyett a több egész osztót tartalmazó 72-t használja.) 


24. Szabadesés a 14. században: A tizennegyedik század 
közepén Szászországi Albert (1316—1390) kidolgozta a szabad- 
esés egy modelljét. Eszerint a zuhanó test sebessége arányos a 
már megtett út hosszával. Ésszerűnek tűnt a feltevés, miszerint 
6 méteres zuhanás után egy test sebessége kétszer akkora, mint 
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3 méter zuhanás után. A korban rendelkezésre álló műszerek se- 
gítségével nem lehetett megcáfolni a modellt, ma viszont már 
megállapíthatjuk, mekkorát tévedett Albert, ha megoldjuk a mo- 
dellben implicite adott kezdetiérték-problémát. Vessük össze a 
megoldást rajzon az s — 4.9r" egyenlettel! Az Albert modellje 
szerinti mozgás a valóságosnál lassabban indul, később viszont 
sokkal gyorsabbá válik. 


25. Az elágazó vezetékek és erek által bezárt legjobb szög: 
Amikor egy kisebb vezeték leágazik egy nagyobbról, az elága- 
zás szögének meghatározásakor gyakran bizonyos energiataka- 
rékossági megfontolásokat is figyelembe kell vennünk. Érvénye- 
síthetjük például azt a szempontot, hogy az ábra AOB szakaszán 
a lehető legkisebb legyen a súrlódás miatt fellépő veszteség. Az 
ábrán B-vel jelölt pont a kisebb, A a nagyobb keresztmetszetű 
vezeték egy-egy pontja, a két vezeték pedig az 0 pontban ága- 
zik el egymástól. Poiseuille törvénye szerint a turbulencia nélküli 
áramlások esetében a súrlódás miatti energiaveszteség egyenesen 
arányos a vezetékszakasz hosszával és fordítottan arányos a ve- 
zeték keresztmetszete sugarának negyedik hatványával. Az A0 
szakaszon a veszteség ezek szerint (kd1)/Rt, az OB szakaszon 
pedig kd2 /r3, ahol k állandó, di az AC, da az OB szakasz hossza; 
R a vastagabb, r pedig a vékonyabb vezeték sugara. A 8 szöget 
úgy választjuk meg, hogy a két veszteség 
di , da 
L-k Ri Tr A 

összege minimális legyen. Modellünkben feltesszük, hogy AC — 
— a és BC — b állandó. Eszerint tehát 


d1 1 d:cos8d—a és doasin8 — b, 
amiből 
d: —bcscG és dj —-a—d:cos8 —a—bctgő. 
Ezzel az L veszteséget 8 függvényében is felírhatjuk: 


L— k (5720 ő) 





Rt 8 
(a) Igazoljuk, hogy dL/d68 derivált értéke 
4 


r 
8 — arccos — 


R3 


esetén 0! 


(b) Becsüljük meg (fok pontossággal), mekkora az opti- 
mális szög, ha a megfelelő sugarak aránya r/R— 5/6! 


Az iménti model! az állatok artériái által bezárt szögek nagysá- 
gára is magyarázatot ad. [E. Batschelet: Introduction to Mathe- 
matics for Life Scientists, Second Edition, New York, Springer- 
Verlag. 1976.] 





HI 26. Csoportos vérvizsgálat: A második világháború idején 


nagy számú Írissen besorozott ifjú katona vérét kellett megvizs- 
gálni. Ha N ember esetében kell elvégezni a vizsgálatot, két 
módszert alkalmazhatunk: (1) Vizsgáljuk meg külön-külön vala- 
mennyi mintát! (2) Vegyünk mintát x embertől, ebből készítsünk 
egyetlen nagy mintát, és azt vizsgáljuk meg! Ha a teszt negatív, 
akkor az x minta mindegyike az. Ha a teszt pozitív, akkor végez- 
zük el az x vizsgálatot egyenként is. Az utóbbi esetben a (2) mód- 
szer x-t 1 vizsgálatot jelent. A valószínűségszámítás eszköztárát 
is mozgósítva megállapítható, hogy (2) módszer alkalmazásával 


átlagosan 
l 
z-NI1- - 
y ( 745) 


vizsgálatot kell elvégezni. Határozzuk meg, hogy g — 0.99 és 
N — 1000 esetén x milyen egész értéke mellett lesz y értéke mini- 
mális. Keressük meg az y-t maximáló x-et is (az utóbbi értéknek 
nincs különösebb gyakorlati jelentősége)! A második világhábo- 
rúban követett csoportos vizsgálati módszerrel az (1) módszer- 
hez képest 8090-os megtakarítást értek el (igaz, hogy nem a fenti 
4-val). 


8, 


Ő. 





mi Integrálási technikák 


ÁTTEKINTÉS: A Newton-Leibniz-tétel megmutatja az összefüggést egy függ- 
vény határozott integrálja és primitív függvénye között. Az 


Je) dx 


határozatlan integrál kiszámolásakor olyan F függvényt keresünk, amelyre 
F"(x) — f(x). Ekkor tetszőleges C konstanssal is igaz, hogy 


! f(d)dr— FG) c. 


A §. fejezetben olyan módszereket ismertetünk, amelyekkel bonyolultabb 
függvények primitív függvényeit 15 meghatározhatjuk. Megmutatjuk, hogy ho- 
gyan lehet a bonyolultabb integrálokat már ismert integrálokká alakítani, vissza- 
vezetni olyan integrálokká, amelyek egy integráltáblázatban szerepelnek, illetve 
megnézzük, hogy hogyan használható integrálásra a számítógép. Végül a hatá- 
rozott integrál fogalmát kiterjesztjük olyan integrálokra is, ahol az integrandus 
nem korlátos, vagy maga az alapintervallum végtelen kiterjedésű. Az ilyen ha- 
tározott integráloknak a neve improprius integrál. 


Egyszerű integrációs formulák 





Sokat segít a primitív függvény keresésben, ha készítünk egy integráltáblázatot 
a deriválási ismereteinkből kiindulva. Ha kapunk egy integrálási feladatot, meg- 
nézzük, hogy megoldható-e a táblázat valamelyik képlete segítségével. Mielőtt 
az egyik képlettel célhoz érnénk, gyakran algebrai átalakításokat vagy helyette- 
sítéseket kell végeznünk. 

Emlékeztetőül a helyettesítési szabály az 5. fejezetből: 


J Tecdg e) dx — f fu) du, 


ahol u — g(x) olyan differenciálható függvény, amelynek értékkészlete az / inter- 
vallum, és ezen az intervallumon f folytonos. A helyettesítéses integrálás ered- 
ményessége általában azon múlik, hogy rájövünk-e, hogy az integrálandó függ- 
vény mely részét érdemes wu-nak választani ahhoz, hogy a jobb oldalon kapott 
új integrál könnyen meghatározható legyen. Ahhoz, hogy sikeresen integrálhas- 
sunk, jól kell ismernünk a deriválási képleteket. I 

A 8.1. táblázat összefoglalja az előzőekben megismert alapintegrálokat. A fe- 
jezet során megnézzük, hogy milyen algebrai átalakításokkal és helyettesítések- 
kel vezethetünk vissza bonyolultabb integrálokat a táblázatban szereplő integrá- 
lokra. A kötet végén közlünk egy részletesebb integráltáblázatot is, amelynek a 
használatáról a 8.6. szakaszban lesz szó. 
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i J dr—x fő 
2. J kdx—kx e (ktétizöleges valós ázánú 


3. f (dx--dy) — [doc [/dy 


Ni xrti 
I d. di —— aizó [ 
J ij mil ú7 
5. (5 — inhal tc 

x 
6. / sinxdx— —cosx4C 
7. f coszdx— sinx1C 

1 j 

B) sszzzérztezte 

COS 


9. [— dX——ÉttE EC 
siné x 


12. / tgxdx— nics tő slnlseezl 4Ő 


13. / etgxdx — In] sinx]-C — — In csex]-C 
14. [dx— 64 C 


a 
: etes E 1 
15 [7 —tC (a50,a71) 


16. f ma dx — chx-3-C 
17. Jnzdsz shx3-C 


— —arcsin HC 


18. (5 
7 
9. [zén mee — 2 arctg 7 $E 


20. [5 szetesett aa 
7 a a 


x 
10. / secxt xdx-secxtC 2. (— — arsh— CC a:0 
g 2 7 jö (a 0) 


22. [7 
77 


11. / csexetgxdx— —csex-C z march (s5a50) 


8.1. TÁBLÁZAT: Az alapintegrálok. 





1. PÉLDA:  Egyszerűsítés helyettesítéssel 


számítsuk ki az 
zesket ez 9 
V2-9xr1 
határozatlan integrált! 
Megoldás: 
[A ZS alsz u—x2—9x-1, 
sei 7 vu j du — (2x—9) dx 
sa safe du — 
(gr A] c — 2 8.1. táblázat 4. képlete 
Es (172 41 ar szerint, nr — —1/2 mellett 
— Zu 4c — 
—2Vx2—9x-t1--C. 
2. PÉLDA: Kiegészítés teljes négyzetté 
Számítsuk ki az 
x 
J V8x— x2 
határozatlan integrált! 


Megoldás: A gyökjel alatti kifejezést kiegészítjük teljes négyzetté: 


8x—x ——(x —8x) ——(r —$xt16— 16) — 
— —(2 —8x1. 16) -16—16—(x— 497. 


Ezt felhasználva: 
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Iz Íge 


- (—— ezé a—4, u—(x—4) 
Va — ue du- dx 
S 
— arcsin — t€ — 8.1. táblázat, 18. képlet 
a 
, 4— 8 
— arcsin HC. L] 





3. PÉLDA: A trigonometrikus azonosságok használata 
Számítsuk ki az 
J (secx 4 tgx)" dx 
határozatlan integrált! 
Megoldás: Végezzük el a négyzetre emelést! 
(secx-ttgx)? — sect x-H2secxtgxt-tg? x. 


Az első két tag a jobboldalon ismerős, ezek primitív függvényét azonnal meg 
tudjuk mondani. Mit kezdhetünk tg" x-szel? Használjuk a tg? x és a sec? x közötti 
összefüggést: 


tgéxt1 — secZx, azaz  tgőx— sectx—l1. 


Kicserélve tg2.x-et (sec2x— 1)-re: 


f secxr tgx)" dx — f sex 2secxtgrr sec" x— 1) dx — 


—2 ( sex dx-2 ( secxtgxdx— f 1 dx — 
—2tgx--25ecx—x-tC. [.] 


4. PÉLDA: A gyökjel eltüntetése 
r/4 


Számoljuk ki / JT Fcoság ák értékét 
0 


Megoldás:  Felhasználjuk, hogy 
. 14-cos28 


cos" 0 — —7 s —— Vagy másképp 1--cos20 — 2cos? 0. 


A 0 —2x helyettesítéssel az utóbbiból 
1-4-cos4x — 2605" 2x 


adódik. Az eredeti integrálba ezt visszaírva: 





x/4 x/4 
[ VT7c0s4xdx J v2Veos2x dx — 
0 0 
r/4 
— V2 f Icos2x dx — vu2 — [ul 
1 
xr74 
Ke mivel a [0./4l! intervallu- 
— 2 f cos2xdx — isászklt sie / j 
0 
aggyá [ TÉK all 8.1. táblázat, 7. képlet, u — 2x 
EN 2] és du — 2 dx helyettesítéssel 


-v2(2-0)-§ mi 
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364—7x : 3x42 — x—3 


— (3 42x) 


—9x 
sz (—9x— ő) 
6 


5. PÉLDA:  Maradékos polinomosztás 
Számítsuk ki az 
3x —7x 
d 
Bra." 





határozatlan integrált! 


Megoldás: Az integrandus két polinom hányadosa, és a számláló nagyobb 
vagy egyenlő fokú, mint a nevező. Ilyen esetben hajtsuk végre a maradékos osz- 
tást: 

37 —TxX 6 


dk2 7" 3xH2 
A keresett határozatlan integrál: 





322 —7x 6 xx" 
—r ff. — — — —3x1-2ln13x-t-21t€. [] 
J VETTE dx [6- 3--R a 5) dx 7 3x 1 21n]3x--2]- 


A maradékos osztás elvégzése az ehhez hasonló esetekben nem mindig vezet 
azonnal könnyen integrálható függvényekhez. Hogy ilyen esetekben mit lehet 
tenni, azt a 8.5. részben fogjuk látni. 


6. PÉLDA: Tört szétbontása 
Számítsuk ki az 





határozatlan integrált! 


Megoldás: Először szedjük szét az integrált két integrál összegére! 


3x 2 


eg A af Sztn [-S— d 


Az első primitív függvény meghatározásánál a következő helyettesítést alkal- 
mazhatjuk: 





e ga 
u—-1—x, du — —2x dx és x4x——7 du. 


.xdx -3 [EZ 1/2) ) du 5 f —1/2 
—— fu du — 
V1—x g 


3 hl 
sz Ég szem ég sz ság Ő, 


2 1/2 





A második integrál ismert: 


d 


A két eredményt összeadva és bevezetve a C — Ci 1- C2 jelölést, megkapjuk a 
megoldást: 





z dx — — 2arcsinxt CC. 





3x-r2 j 
s dx —34V1- x2 4 2arcsinx ht C. [7] 


Az utolsó példában egy fontos primitív függvényt határozunk meg. Az 1n- 
tegrandus átalakításánál egy 1 értékű kifejezéssel fogunk szorozni, és így köny- 
nyebben számolható integrálhoz jutunk. 
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7. PÉLDA: Az f(x) — secx primitív függvénye — szorzás 1-gyel 
számítsuk ki az 
Z secx dx 


határozatlan integrált! 
Megoldás: 
t 
f pecxdx — f (secx)(1) dx— f see. Té dx — 
secx-tigx 
[essen xtsecxtgx 

Ni gaalát NI 

EBB zi u -tgx--secx, 

me . 7 du — (sect x-secxtgx) dx 

— In ]u1-4-C — In]secx-tgx]-- C. [d 


Ha koszekánst és kotangenst írunk a 7. példában szereplő szekáns és tan- 
gens függvények helyébe, megkapjuk a koszekáns függvény primitív függvé- 
nyét, (Lásd a 95. feladatot!) 


1. f secx dx — In secx--tgx[-HC 


2. fssex dx — —In]csex--etgx[--C 


8.2. TÁBLÁZAT; A szekáns és koszekáns függvények primitív függvényei, 


Integrálok egyszerűbb alakra hozása 
Művelet 


Helyettesítés 


vV2—9x-1 vu 
Teljes négyzetté / zzz ug 12 
alakítás dlslai száll 


Trigonometrikus (secx-ttgx)" — sec" x-b2secxtgx-- tg" x — 
azonosságok — sec xt2secx tgx- (sec? x—1)— 
KISEKEESÉSTSB — 2sec"x-b2secxtgx—1 


md eltünte- f1-cosdx — V2cos2 2x — vV2]cós2xl] 


Maradékos  poli- 3 —7X Pm" 
nomosztás CESN umái 3x-2 


Tört szétbontása SEVS a E A 8 


/1-8 41-22 V-£g 
secx-higx sec2xsecxtgx 


szorzás 1-gyel SECX — SEC: z 
secx-ttgx secx1-ígx 
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8.1. Feladatok 


Helyettesítéses integrál 





németet mszesémezénéreneémr mérné réőser artnyéénr eresze ény mzéneter bee 


Megfelelő helyettesítés segítségével végezzük el az integrálást 
(1—36. feladatok)! 
































lúx dx 3cosx dx 
v8x? 3-1 vV1--3sinx 
főviinvcosv dv 4. f eg yese?y dy 
x/3 
f lóxdk j sec3z 
1órds 6 feéza 
2 87 32 tgz 
x/4 
1 fen 8 dx 
vx( T/ 41) o d x—4yx 
9. J ctg(3— 7x) dx 10. J cse(mx— 1) dx 
te( 3 7-In 
11. J e? csc(e? 1) dő 12. J ESZÉT dx 
13. f sec 7 dt 14. fj ják esték 
l l 
15. f sse(s— x) ds 16. Ia CsT d8 
vin2 n 
17. J 2xe" dx 18. J (siny)et95y dy 
0 x/2 
: evi 
19. J GEV sect v dv 20. f k TT 
Jinx 
21. f 37t1 dx 22. § — dr 
2vw dw 38 
23. 3 24. f10 d8 
9 du 
9. 1--9w42 [rasa TESTE 
L/6 d 
B Ass 28. zó 
8 vV1— 932 ri v4—n 
mg; ff. 30. J MEN 2 RB 
v1- s xV1—4lnéx 
ma 1 —8E 32. szad 
xv25xt—1 rvr-g 
, f dx dy 
33. 34. 
Il édte" ver —-1 
jú d d 
I x inx dx 
35. 1 —— — — 36. I 
; xcos(inx) x-táxlnx 


Kiegészítés teljes négyzetté 
A másodfokú részt egészítsük ki teljes négyzetté, majd ahol 


szükséges, helyettesítéssel számoljuk ki az integrálokat (37—42. 
telnáslaka 


8 dx 
ká [75 


68 / VEZSEETEBE) 
dx 
"8 ) (x--1)vx2 3-2x 


2 dx 
ti [én 6xt 10 


44. 1-2 

v20— 8? 
42 [— 
— 3 (x—2 Vé — 413 


eze öt 





ea ee e SS SKEKKKE——7——e.-. a. nt 


Trigonometrikus azonosságok 
Trigonometrikus azonosságok, majd a megfelelő helyettesítés 


használatával számítsuk ki a határozatlan integrálokat (43—46. 
feladatok)! 


[/ecx- ctgx)" dx 44. f tescx— ga)? dx 
45. f cscxsin3x dx 


46. J (sin3xcos2x — cos 3xsin2x) dx 


Maradékos polinomosztás 


Maradékos polinomosztással egyszerűsítsük az integrálokat, 
majd ahol szükséges, helyettesítéssel számoljuk ki a 47—52. fel- 





adatokban szereplő integrálokat! 
s. 
47. hi a dx 48. J ai dx 
x-t1 x-tI1 
3 
26 4x7 4 
9e8 Fszt ti Jáge 


3 2Z1g 
51. jezene rt lót di 


3 ag 
va. EE 
1244 


29 —5 
Törtek szétválasztása 


A törtek szétválasztásával, majd ahol szükséges, helyettesítéssel 
számoljuk ki az integrálokat (53—56. feladatok)! 








ni / Here di 54. [25 
Arena, 
8 [8 Hai feet a 


1-gyel való szorzás 
Alkalmas 1 értékű kifejezéssel szorozzuk be az integrandust, és 


ha szükséges, helyettesítést alkalmazva számítsuk ki a határozat- 
lan integrálokat (57—62. feladatok)! 


ss. / —— di 

l --cosx 

. l 

5.) őre 0. [gt 


61. / NN 3 62. / szült 
1—secx 1 —cscx 


Gyökjel eltüntetése 








1 3-sinx 








A 63-70. feladatokban tüntessük el a gyökjelet, és számoljuk ki 
a határozott integrálok értékét! 


27T 
63. / 
ü 


1T 
65. fi v1--cos2t dt 


t2 


1—cosx 





Fi 
64. [VT coszx dx 
0 


14) 
66. J v1-- cost dt 
—It 


Ü nt 
67. f71- 00520 de 68. 171 sin o a8 
azt, " 


x2 
mx/4 0 

69. J Vistggydy 70. J Vsec2y-1dy 
—gr/4 —1r/4 


További integrációs feladatok 


Különböző átalakítások használatával számoljuk ki a 71—82. fel- 


adatokban szereplő integrálokat! 
37/4 r/4 

71. 3 j (cscx—ctgx)? dx 74 gi (secx1-4cosx)? dx 
rj4 Ü 


73. / cos cso(sin 0) dő 


74. J ( Th 5) ctg(x1-Inx) dx 
75. § (cscx— secx)(sinx -t-cosx) dx 


76. f8sn (3 -n5) dx 


 6dy 
. d 743) 
79 ! 7dx 
. J (x—1)432—2x—48 


81.  se2rtg(tge) dt 


dx 
77 78. [—S5— 
xvVá4áxt—1 
80 / dx 
" J (2xL) VA 4x 


; dx . 
mM [gar 
Trigonometrikus hatványok 


83. (a) Jj cos 9 d0—? (Útmutatás: cos2 9 —1— sin? 8.) 
(mm fcosadAü—? 
(c) Anélkül, hogy kiszámolnánk, adjunk módszert 
f cos? 0 dő meghatározására! 

84. (a) fsin29d9—? (Útmutatás: sin? 8 — 1— cos? 9.) 
(b) fsirad8—? 
(c) !sin"9d8—? 
(d) Anélkül, hogy kiszámolnánk, adjunk módszert 
f sin! 9 d meghatározására! 


85. (a) Vezessük vissza tg? 0 d8 kiszámolását ftg9 d0 ki- 
számolására! Utána számoljuk ki (tg? 0 d0 -t!  (Útmuta- 
tás: tg 9 — sec" 0 —1.) 
(b)  Vezessük vissza /tg" 0 dő kiszámolását f tg? 9 d8 ki- 
számolására! 
(c)  Vezessük vissza f tg" 0 dO kiszámolását f tg? 0 d0 ki- 
számolására! 
(d) Vezessük vissza —ftgét!O dO  kiszámolását 
f tg! 9 40 kiszámolására, ahol k egy tetszőleges pozitív 
egész szám! 


86. (a) Vezessük vissza fetg?0 dd kiszámolását fctgő dO 
kiszámolására! Utána számoljuk ki f ctg? 0 dO -t. . (Útmu- 
tatás: ctg? 0 — cset 9 —1.) 


(b)  Vezessük vissza /ctg? 8 dő kiszámolását f ctg? 9 dO 
kiszámolására! 
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(c)  Vezessük vissza /ctg" 0 dO kiszámolását / ctg" 9 dO 
kiszámolására! 

(d) Vezessük vissza  fetgérti 8 d8  kiszámolását 
Tetge 10 dO kiszámolására, ahol k egy tetszőleges po- 
zitív egész szám! 


További példák és feladatok 


87. Területszámítás: Keressük meg az y — 2c0sx és az y — 
— secx görbék x € [—r/4, 1/4] intervallumba eső részei által 
határolt sikidom területét! 

88. Területszámítás: Keressük meg annak a , háromszög" 
alakú síkidomnak a területét, amelyet felülről és alulról az 

y- cscx és ay — Ssinx görbék r/6 € x € x/2 része, balról pedig 
az x — 17/6 egyenes határol! 


89. Térfogatszámítás: Keressük meg annak a forgástestnek 
a térfogatát, amelyet a 87. feladatban szereplő síkidomnak az x- 
tengely körüli megforgatásával kapunk! 


90. Térfogatszámítás: Keressük meg annak a forgástestnek 
a térfogatát, amelyet a 88. feladatban szereplő síkidomnak az x- 
tengely körüli megforgatásával kapunk! 


91. Ívhossz: Határozzuk meg az y — In(cosx), 0 cx € x/3 
görbe ívhosszát! 
92. Ívhossz: Határozzuk meg az y — In(secx), 0 £ x £ x/4 
görbe ívhosszát! 


93. Súlypont: Hol van a súlypontja annak a síkidomnak, 
amelyet az x-tengely, az y — secx görbe és azx— —r/4,x— x/4 
egyenesek határolnak? 


94. Súlypont: Hol van a súlypontja annak a síkidomnak, 
amelyet az x-tengely, az y — cscx görbe és az x — xr/6,x— 5x/6 
egyenesek határolnak? 


95. A cscx függvény primitív függvénye: A 7. példa mintá- 
jára, koszekáns és kotangens függvények használatával mutas- 
suk meg, hogy 


f cscx dx — —In]cscx-tetgx[4-€! 


96. Különböző helyettesítések használata: Általában egy 
primitív függvény több, különböző helyettesítéssel is meghatá- 
rozható. Számoljuk ki az 


Jee —V)(x-1))72 dx 


határozatlan integrált a következő helyettesítésekkel: 
(a) u—1/(x1-1), 


(b) u—((x—1)/(x-1))", ahol 
k— 1, 1/2, 1/3, —1/3, —2/3 és —1, 


(c) 4-7 arctgx, 

(d) uw—arctgy/x, 

(e) 4— arccosx, 

(0 u— arctg((x— 1)/2), 
(íg) uz archx. 


(Forrás: , Problems and Solutions, College Mathematics Jour- 
nal, Vol. 21, Na. 5 (1990. november), 425—426. oldal) 
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Sz: Parciális integrálás 


Mivel Í 
fe dx — 22 tC 


ÉS 1 
f2dx-26 AC, 


Jozaxy [dx : dx. 


Mivel szorzat deriváltja nem a deriváltak szorzata, szorzat primitív függvénye 
általában nem egyenlő a primitív függvények szorzatával: 


fredatddx 4 [fe dx:  a(x d 


A parciális integrálás szabálya a segítségünkre lesz egyes 


J f98t9 áz 


típusú integrálok egyszerűsítésében. A szabály akkor lesz jól alkalmazható, ha 
f-et könnyen tudjuk sokszor deriválni, g-t pedig sokszor integrálni. Például 


fred 


esetén működni fog a módszer, hiszen az f(x) — x függvénynek már a máso- 
dik deriváltja 0, míg a g(x) — e" akárhányadik integrálját meg tudjuk mondani. 
Szintén használható a parciális integrálás olyan integrálok kiszámolására, mint 
például 


világos, hogy 


J e sinx dx, 

ahol a szorzat tényezőinek ismételt integrálása vagy deriválása után visszakapjuk 
a kiindulási függvényeket. 

Most bebizonyítjuk a parciális integrálás szabályát, majd megnézzük, hogy 
hogyan alkalmazható primitív függvények meghatározására. 
Integrálás a szorzatfüggvény deriválási szabálya alapján 
Ha f és g deriválható függvények, akkor a szorzatfüggvény deriválási szabálya 
szerint 

(feJet9) — fedele) fg). 
Vegyük mindkét oldal primitív függvényét: 
[ Te9at9y ax - f (F926)-- F(9g9) az, 
vagy 
f r98e9y ax [ f9969 dx ( fg) dx 

Felhasználva, hogy egy tetszőleges függvény deriváltjának a primitív függvénye 
önmaga (egy tC konstanstól eltekintve), azt kapjuk, hogy 


fem — ( f(d8t9 dx- / 1942) dx. 


Az egyenlőséget átrendezve kapjuk a parciális integrálás szabályát: 
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Talán könnyebb megjegyezni a formulát, ha ditferenciálok segítségével írjuk 
fel. Legyen u — f(x) és v — g(x). Ekkor du — f(x) dx és dv — g(x) dx. A 
helyettesítést alkalmazva ezt kapjuk: 


A parciális integrálás szabálya 


frdv— wa f vdu, 





A parciális integrálás segítségével / u dv meghatározását visszavezethetjük 
egy másik határozatlan integrál, f v du meghatározására. Ha ügyesen választjuk 
az u és v függvényeket, a második integrál kiszámolása lényegesen egyszerűbb 
lesz, mint az elsőé volt. Mint a következő példában látni fogjuk, általában sok 


lehetőségünk van u és dv megválasztására, ám ezek közül csak néhány vezet 
sikerre. 


]1. PÉLDA: A parciális integrálás használata 
Számoljuk ki az 
J xcosx dx 
határozatlan integrált! 
Megoldás A parciális integrálás J gre gye J vad szabályát fogjuk 


alkalmazni, 


: E na dv — cosx dx, 


du — dx, v- sinx a cos x primitív függvénye 


szereposztással. Ezzel 


f rcosxdx—xsinx— / sinx dx — xsinx-cosx--C. [] 


Vizsgáljuk meg, mi történt volna, ha máshogy osztjuk ki u és dv szerepét! 


2. PÉLDA:  AzI. példa alaposabb vizsgálata 
A parciális integrálás első lépése során, amikor felírjuk, hogy 


f rcoszax— f udv, 


négy lehetőségünk van: 
1. legyen u — 1 és dv — xcosx dx; 2. legyen u — x és dv — cosx dx; 
3. legyen u — xcosx és dv — dx; 4. legyen 4 — cosx és dv — x dx. 


Vizsgáljuk meg mindegyiket! 

Az első választás nem vezet sehova, hiszen v kiszámolásához fxcosx dx 
meghatározására lenne szükségünk, és ez maga a megoldandó feladat volt. 

A második választás működik, mint ahogy az 1. példában láttuk. 

A harmadik választással 


u — XCOSX, dv — dx, 
du — (cosx— xsinx) dx, v-x 
adódik, amely az 
f du — J (xcosx — 3 sinx) dx 


integrálhoz vezet, ám ez bonyolultabb, mint a kiinduló feladat volt. 
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8. fejezet 


Integrálási technikák 


A negyedik választással 
H — COSX, dv — x dx, 
du — —sinx dx, veg 2 
amellyel 


[dum [5 sinxá, 


és ez szintén nehezebb, mint amiből kiindultunk. 


Tehát a parciális integrálás célja az, hogy a bonyolultnak tűnő / udv hatá- 
rozatlan integrált olyan / v du integrállá alakítsuk, amelyet könnyebben ki tu- 
dunk számolni. Általában dv-t választjuk ki először úgy, hogy mindenképp be- 
lekerüljön dx, és a függvényből minél több, amelynek még tudjuk a primitív 
függvényét. A megmaradó részt választjuk uw-nak. Ne felejtsük azonban, hogy 
— ellentétben a szorzatfüggvény deriválásával — parciálisan nem lehet minden 
szorzatfüggvényt integrálni. 


3. PÉLDA: A logaritmus függvény határozatlan integrálja 
Számítsuk ki az . 
J Inx dx 


Megoldás: Írjuk fel fInx dx -et ( Inx- 1 dx alakban, és integráljunk parciálisan 
az f udv — uv — Í v du képlet használatával. 


határozatlan integrált! 


u - Inx egyszerű lesz a deriváltja 1dv- dx könnyű integrálni 
1 
du — — dx, vV:x. az 1 primitív függvénye 
x 


Azt kapjuk, hogy 


1 
finzdx—xnx— [xr5dx—xlnx— ( dx—xlnx—x-C. [] 
X 


Néha egymás után többször kell parciálisan integrálnunk. 


4. PÉLDA: Ismételt parciális integrálás 
Számítsuk ki az 


i J xe dx 
határozatlan integrált! 


Megoldás:  Integráljunk parciálisan az u — x7, dv — e" dx, du— 2xdx,v- e 
szereposztással: 


[7e dx— 2 —2 [ xet dx 
Az új integrál egyszerűbb, mint a kiindulási volt, ugyanis az x kitevője eggyel 
csökkent. / xe" dx meghatározásához ismét parciálisan integrálunk, most u — x, 
dv - € dx, du — dx, v — e" választással. 
[e dx—xét— [d dx—x€ —e 4t€C. 


Ezzel pedig már készen vagyunk: 


jta-gé ra [dődocAthhorlé re. n 


A 4. példában bemutatott ismételt parciális integrálás segítségével tetszőleges 
n pozitív egész esetén kiszámolhatjuk f x"e" dx értékét, ugyanis x"-nek az n7- 1- 
edik deriváltja 0, és e" akárhányadik határozatlan integrálja e". Az ehhez hasonló 
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függvények integrálásához még visszatérünk a fejezetben, táblázatos integrálás 
néven. 

A következő példához hasonló határozatlan integrálok az elektrotechniká- 
ban is előfordulnak. A kiszámolásuk során kétszer fogunk parciálisan integrálni, 
majd megoldunk egy egyenletet, amelyben az ismeretlen a keresett határozatlan 
integrál lesz. 


5). PÉLDA: A keresett integrálra vonatkozó egyenlet 
Számítsuk ki az 
f €" cosx dx 


határozatlan integrált! 
Megoldás: Legyen u — e" és dv — cosx dx. Ekkor du — e" dx, v — sinx, és 
f7c0sx dx — e sinx — Je sinx dx. 


Az integrál amelyet kaptunk, olyan mint a kezdeti, csak cos x helyett sinx szere- 
pel benne. Integráljunk még egyszer parciálisan az 


u—-e, dv — sinx dx, du— € dx, V- —CcOsx 


választással! 
[7 cosx dx — €7 sinx — (-e COSXx — f—cos2) (ea) ) s 
— €sinx-tte cosx — Je cosx dx. 


A keresett határozatlan integrál az egyenlőség mindkét oldalán szerepel. Mind- 
két oldalhoz f e" cosx dx -et hozzáadva azt kapjuk, hogy 


2 [/dcosx dx —esinx-t e cosx-- Ci. 


Elosztva mindkét oldalt 2-vel, és átnevezve a Ci /2 konstanst C-re megkapjuk az 
eredményt: 
€" sinx te cosx 


Jf coszax SS AC. mm 


Határozott integrálok kiszámolása parciális integrálással 


Az (8.1) képletben látott parciális integrálás szabályát a Newton-Leibniz-for- 
mulával kombinálva megkapjuk, hogy hogyan lehet határozott integrálokat ki- 
számolni parciális integrálás segítségével. Tegyük fel, hogy f" és g/ is folytonos 
az [a, b] intervallumon. A Newton-Leibniz-szabály szerint: 


Parciális integrálás határozott integrálokra 


h hb 
[Fed89 ax— [det] — [fedetddr (83) 





Általában a (8.3) képlet használata során is a (8.2)-es képletből megszokott 
u és v jelölést használjuk, mert azt könnyebb fejben tartani. Rögtön mutatunk is 
egy példát rá. 
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8.1. ÁBRA: A 6. példában keresett 
terület. 


6. PÉLDA: Területszámolás 


Mekkora területet fog közre az y — xe""? görbe és az x-tengely azx—0ésx— 4 
pontok között? 


Megoldás: A szóban forgó síkidomot a 8.1. ábrán láthatjuk. A területe 


4 
J xe " dx. 
Ü 


Legyen u — x, dv — e" dx,v— —e ", és du — dx. Ekkor 
4 a § 
fe dx [-2e7], ke [66 dx — 
Ü 0 
4 


— (—46"—(0 e" dx — 
(4071 — (0) - 1 
-—4674— [677 ez 


Ü 
— —4e—et—(—e0)—1—5e 1 091. d 


Táblázatos integrálás 

Láttuk, hogy az olyan f f(x)elx) dx alakú integrálok, amelyekben f-et néhány- 
szor deriválva 0-t kapunk, és g-t többször is tudjuk gond nélkül integrálni, ki- 
válóan alkalmasak parciális integrálásra. Ám, ha többször kell parciálisan integ- 
rálnunk ahhoz, hogy célhoz érjünk, a számolás leírása hosszadalmas lehet. Az 
ilyen esetekre mutatunk egy eszközt, amelynek használatával az integrálás át- 


tekinthetőbb lesz. A módszer neve táblázatos integrálás. Lássuk a használatát 
néhány példa segítségével! 


7. PÉLDA:  Táblázatos integrálás 
Számítsuk ki az 
J xe dx 


határozatlan integrált! 


Megoldás: Legyen f(x) —x7, e(x) — e", és készítsük el a következő táblázatot: 


f(x) és a deriváltjai . g(x) és a primitív függvényei 


ta AN 
lle z WIEN 
0 "áj 


Szorozzuk össze a nyilakkal összekötött tényezőket, majd a nyilak fölötti elő- 
jellel ellátva adjuk őket össze. Megkapjuk a keresett határozatlan integrált: 


Jóta-fé-BENMKE 


Vessük össze az eredményt a 4. példában látottakkal! [1] 
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8. PÉLDA:  Táblázatos integrálás 
számítsuk ki az 


j sinx dx 


határozatlan integrált! 
Megoldás: Legyen f(x) — ő, e(x) — sinx! A táblázatunk: 


f(x) és a deriváltjai — g(x) és a primitív függvényei 
48 


ja sinx 
3x7 estet —C0sXx 
0x [rsztll —sinx 
Óó kn COSX 
0 sinx 


A nyilakkal összekötött tényezők összeszorzása, majd a nyilak fölötti előjellel 
való összegzése azt adja, hogy 


[7 sinx dx — —x cosx-b 3x7 sinx 3 őxcosx— 6sinx-t C. [7 


A fejezet végén arra 15 mutatunk példát, hogy hogyan lehet a táblázatos integ- 
rálás technikáját akkor alkalmazni, amikor sem f, sem g ismételt deriválásával 
nem kapunk nullát. 


Összegzés 


Ha egy integrált helyettesítéssel nem tudunk megoldani, próbálkozzunk parciális 
integrálással! Kezdetnek tekintsünk úgy az integrálandó függvényre, mint két 
függvény szorzatára: 


J Feet ax! 


(Ne feledjük, előfordulhat, hogy g-nek a konstans 1] függvényt kell tekintenünk, 
mint a 3. példában!) Osszuk ki dv szerepét úgy, hogy tartalmazza dx-et, és vagy 
f(x)-et vagy e(x)-et! Így az integrál 


f dv 


alakú lesz. A választott dv-nek meg kell keresnünk a primitív függvényét ahhoz, 
hogy megkapjuk v-t, és fel tudjuk írni az 


frdvz wv— f vdu 


képlet jobb oldalát. Ha a jobb oldalon szereplő f v du bonyolultabb, mint a kiin- 
dulási feladat volt, akkor rosszul választottuk u-t és dv-t. Ilyen esetben próbál- 
kozzunk más választással! i 


9. PÉLDA:  Hatványredukciós formula 
Keressünk egy , redukciós formulát" 


J cos" x dx 


meghatározásához, azaz fejezzük ki a fenti határozatlan integrált cosx alacso- 
nyabb hatványainak az integráljai segítségével! 


22 — 8.fejezet Integrálási technikák 


Megoldás: — Tekintsük cos" x-et cos"7! x : cosx formában. Legyen 
u — cos x ÉS dv — cosx dx, 
így 
du — (n—1) cos"? x(—sinx dx) ÉS v- sinx. 


A parciális integrálást végrehajtva 
f 097 dx— cos"! xsinx--(n—1) f sir?xcosr?x dx 

— cos" xsinx-H(n—1) fa — cos" x) cost x dx — 

— cost! xsinx14-(n—1) f dos2x dx—(n—1) f 09 dx. 
A kapott egyenlet mindkét oldalához adjuk hozzá a 

(1 — 1) f 90s7a dx 
kifejezést. Azt kapjuk, hogy 
n J cos" x dx — cos"! xsinx-t(n— 1) foga dx. 


Ha elosztjuk az egyenletet n-nel, megkapjuk a keresett redukciós formulát: 


n—l1 ai 
cos" "xsinx n-7-l zi 
fdoxdx SSL f 057 2 e dx. 
H 


FI 





Láthatjuk, hogy a redukciós formula segítségével 2-vel csökkenthetjük az in- 
tegrálandó cosx hatvány hatványkitevőjét. Ha n pozitív egész, akkor a formula 
ismételt alkalmazásával lecsökkenthetjük a kitevőt 1-re vagy 0-ra, így a megma- 
radó integrál 


f c0sx dx — sinx--C vagy f do xax— [dx—x4C. [] 


10. PÉLDA: A hhatványredukciós formula használata 
Számítsuk ki az 
J cos" xdx 


Megoldás: A 9. példa eredményét használva 


határozatlan integrált! 





Zrsinx 2 1 2 
feo8xar Sz f eosxdx— 7 cosZxsinx-k 5 sinx-tC. [d 
3 3 3 3 
Parciális integrálás 7. ! arctgy dy 8. 8; aedjeréb 
Számítsuk ki az integrálokat (1—24. feladatok)! 9. J Eőül Ezt 10. J HESS ÉGE ük 
1. fsin5 ax d.  9cosze de 
11. jé dx 12. [e dp 
3. j cosr dt 4. [2 sinx dx 
I ő 3 13. je —5xje" dx 14. [e tr-41é dr 
5. ; xInxd 6. g Inx dx 
1 TESTES , SEEK 15. hi xe dx 16. hi tet dt 


ny2 n/2 
17. je sin20 d8 18. J Pcos2x dx 
0 0 
2 12 
19. g tarcsect dt 20. J 2xarcsinx" dx 
243 Ü 


21. f/ e" sin0 dO 393. f e Ycosydy 


23. J Fi ggöxdk 24. J egg zás 


Helyettesítés, majd parciális 
integrálás 


Számítsuk ki a 25—30. feladatokban szereplő integrálokat! Elő- 
ször alkalmazzunk helyettesítést, majd integráljunk parciálisan! 
l 


25. JÁ ds 26. Je — x dx 
Ü 
x/3 


; A xHójd 
27 f női 28 fex ják 


29. / sin(ina) dx 30. f my? dz 


További példák és feladatok 


31. Területszámítás: Keressük meg az f(x) — xsinx függ- 
vény grafikonja és az x-tengely által közbezárt területet (lásd az 
ábrát), ha 

(a) Üdxám, (bh) máxc2n, (c) 27dxá3m! 
(d) Milyen szabályszerűséget láthatunk? Mekkora a függvény 
grafikonja és az x-tengely közötti terület, ha nr € x € (n73-1)m, 
ahol n egy tetszőleges pozitív egész szám? A választ indokolja! 





32. Területszámítás: Keressük meg az f(x) — xcosx függ- 
vény grafikonja és az x-tengely által közbezárt területet (lásd az 
ábrát), ha 





(a) xr/2£xc3m/2, 
(0) 57/22xcTnx/2! 
(d) Milyen szabályszerűséget láthatunk? Mekkora a függvény 
grafikonja és az x-tengely közötti terület, ha 


(b) 3r/2£x£5r/2, 
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2n— 1 2n-Tt1 
£xd 
Oz Jesze( Sz) 


ahol n egy tetszőleges pozitív egész szám? A választ indokolja! 








33. Térfogatszámítás:  Forgassuk meg az x — ln2 egyenes 
körül a pozitív síknegyednek a koordinátatengelyek, az y — e 
görbe és az x — ln2 egyenes által határolt részét! Mekkora a ke- 
letkező forgástest térfogata? 


34. Térfogatszámítás: Tekintsük a pozitív síknegyednek a 
koordinátatengelyek, az y — e? görbe és az x — 1 egyenes ál- 
tal határolt részét! Mekkora a keletkező forgástest térfogata, ha a 
síkidomot megforgatjuk az 

(a)  y-tengely körül? (b) azx— l egyenes körül? 


35. Térfogatszámítás: Tekintsük a pozitív síknegyednek a 
koordinátatengelyek és az y — cosx, 0 €£ x - mr/2 görbe által 
határolt részét! Mekkora a keletkező forgástest térfogata, ha a 
síkidomot megforgatjuk az 

(a)  y-tengely körül, (b) azx— x/2 egyenes körül? 


36. Térfogatszámítás: Mekkora a keletkező forgástest térfo- 
gata, ha az x-tengely és azy —xsinx 0 €£ x £ mr görbe által hatá- 
rolt síkidomot megforgatjuk az 

(a)  y-tengely körül, (b) azx-— x egyenes körül? 

(Lásd a 31. feladat ábráját!) 


37. Átlagérték: Egy dugattyú lassítja arugón függő test moz- 
gását (lásd az ábrát), így a test y koordinátája az idő függvényé- 
ben így alakul: 


y—2e "cost, t2 0. 


Számoljuk ki y átlagértékét a 0 - ft - 27 időintervallumon! 
§ ti j 





38. Átlagérték: A 37. feladathoz hasonló tömeg-rugó—du- 
gattyú rendszerben a tömeg y koordinátája az idő függvényében 


y—-4e "(sint—cost),  £20. 


Számoljuk ki y átlagértékét a 0 £ t — 27 időintervallumon! 


Redukciós képletek 


Parciális integrálással bizonyítsuk be a 39-42. feladatokban 
megadott redukciós képleteket! 


39. froosxzdx—s0sinx—n (771 sinx dx 


40. Í7 sinx dx — —X" cosx-k 2 Ea cosx dx 
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41. Isar [eds a éj 


a ai 


42. fagy dx — x(lnx)" —n (inge dx 


Inverz függvény primitív függvénye 

Parciális integrálás segítségével jól használható formulát kapha- 

tunk egy f(x) függvény inverzének primitív függvényére: 

[f9-fofojg- IzT9 710) 
-yf0)- [r0 dy — 


parciális integrálás 
af [fo ás 


u —y, dv— f(y) dy -nal 
Az elv az, hogy vegyük a legbonyolultabb részét az integrálnak, 
amely a mi esetünkben f-!(x), és helyettesítsük y-nal, hogy egy- 
szerűsödjön! A keletkező szorzatot integráljuk parciálisan! Pél- 
dául f Inx dx ésetén ezt kapjuk: 


finxax— [ye dy 
— ye —e3C 
s x1lnx—x71-C. 


vz]nx, xzeé 
dx — e" dy 


Az arccos x függvény integrálása így történik: 
J arccos x dx — XATCCOSx — J cosy dy — Yy — ATCCOSAX 


— xarccosx— siny tl — 


— xarccosx — sin(arccosx) t- €. 


Az jr dx—xf1(9- f 10) dy yzf 1 (8.4) 


képlet használatával számítsuk ki a 43—46. feladatokban szereplő 
határozatlan integrálokat! Az eredményeket x függvényeként ad- 
juk meg! 





43. J arcsinx dx 44. f arctgx dx 


45. I arcsecx dx 46. j loga x dx 


Egy másik lehetőség f !(x) integrálására (persze csak ha 
f ! integrálható), hogy w— f(x), dv — dx választással integ- 
rálunk parciálisan: 


jeg dr—af1(9g— [x (re) dx. (8.5) 


A 47-48. feladatokban összehasonlítjuk a (8.4) és (8.5) formulák 
által szolgáltatott eredményeket. 


47. A (8.4) és (8.5) képletek az arccosx függvény határozatlan 
integrálját különböző formában adják meg. 


Hi arccosx dx — xarccosx — sin(arccosx) HC (8.4) alapján 
/ arccosx dx — XArCcosx— V 1—x2 tC (8.5) alapján 
Miért helyes mindkét eredmény? 


48. A (8.4) és (8.5) formulák más eredményt adnak az arctgx 
függvény határozatlan integráljára. 


J arctgx dx — xarctgx — Insec(arctgx) HC (8.4) alapján 
/ rrctga dx — xarctgx—hnV1—x2tC 


Lehet mindkét eredmény helyes? Válaszát indokolja! 


számítsuk ki a 49—50. feladatokban szereplő határozatlan integ- 
rálokat a (8.4) és a (8.5) képlet használatával is! Eredményeinket 
ellenőrizzük a kapott primitív függvény differenciálásával! 


49. J arshx dx 


(8.5) alapján 


50. J arthx dx 


Racionális törtfüggvények integrálása parciális törtekre bontással 


Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy hogyan lehet racionális törtfüggvényeket 
(azaz polinomok hányadosát) egyszerűbb, parciális törteknek nevezett függvé- 
nyek összegére bontani, amelyek könnyebben integrálhatóak. Például az (5x — 
—3)/(x" —2x—3) törtfüggvény 
aza .. £ 3 
2—3a—3 zri  x—3 

formába írható, és ennek az egyenlőségnek a helyességét a jobb oldalon sze- 
replő két tag közös nevezőre hozásával könnyen ellenőrizni tudjuk. De hogyan 
bonthatunk fel egy törtfüggvényt ilyen törtek összegére? Ennek az eljárásnak az 
ismerete máskor 15 hasznos lehet (például egyes differenciálegyenletek megol- 


dásakor), és a racionális törtfüggvények integrálását is megkönnyíti. Az előző 
példánál maradva: 


53x—3 2 r 3 
ÍZ s— t-[ sg ét [87 


— 21n]lx-H11--31nlx—3]-- C. 





Az eljárást, amellyel racionális törtfüggvényeket egyszerűbb törtfüggvények 
összegére bontunk, parciális törtekre bontásnak nevezik. A példánkban az 
(5x—3)/(x" —2x—3) törtfüggvény esetében olyan A és B konstansokat kere- 
sünk, amelyekre 
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aezá. A B 
4—26—3 £4id 4—3 
(Tegyünk úgy, mintha nem tudnánk, hogy A — 2 és B — 3 megfelelő választás 
lenne.) Az 








(8.6) 


A ; B 
xdt-1 48 x—3 
törteket parciális törteknek vagy magyarul résztörteknek nevezik, mert neve- 
zőik az eredeti nevezőnek, x" — 2x — 3-nak az osztói, azaz , részei". A számlá- 
lókban szereplő A és B az egyelőre még ismeretlen együtthatók. j 
A és B megtalálásához szorozzuk meg az (8.6) egyenlőséget a közös nevező- 
vel, (x-3-1)(x— 3)-mal: 








5x—3—4A(x—3)--B(xt1) —(4A14-B)x—34-t B. 


Az egyenlőség két oldalán álló polinom akkor és csak akkor egyenlő, ha az azo- 
nos x hatványhoz tartozó együtthatóik egyenlőek, azaz ha 


At1tB-5 ÉS —3At-B— —3. 
Az így kapott egyenletrendszert megoldva A — 2 és B — 3 adódik. 


Az eljárás általános leírása 


Ahhoz, hogy az f(x) /e(x) racionális törtfüggvényt parciális törtekre tudjuk bon- 
tani, két dolognak kell teljesülnie: 


e f(x) fokszámának alacsonyabbnak kell lennie e(x) fokszámánál. Ha ez nem 
teljesül, osszuk el maradékosan f(x)-et g(x)-szel, és folytassuk a parciális 
törtekre bontást a maradékkal. A 3. példában látunk majd ilyen esetet is. 


e Fel kell tudnunk írni g(x)-et tovább nem bontható tényezők szorzataként, El- 
méletileg egy tetszőleges valós együtthatós polinom felbontható első és má- 
sodfokú, tovább nem bontható valós együtthatós polinomok szorzatára. Gya- 
korlatban egy ilyen felbontás megtalálása elég nehéz lehet. 


Ha ez a két feltétel teljesül, így találhatjuk meg f(x) /el(x) parciális törtekre való 
felbontását: 


f(x)/elx) parciális törtekre bontásának algoritmusa 


1. Legyen x— r a nevezőben szereplő elx) egy osztója. Tegyük fel, hogy 
(x—r)" a legmagasabb fokú hatványa x — r-nek, amellyel ge(x) osztható. 
Ekkor, ehhez a tényezőhöz a következő parciális törtek összegét rendel- 
jük: 
Az Aa 0 Am 
x—-r (x—r) .(x—ryr 


Csináljuk ezt meg g(x) összes különböző elsőfokú osztójával ! 

2. Legyen x" 1- px ag egy másodfokú osztója e(x)-nek. Tegyük fel, hogy 
(x2 3 px gy" a legmagasabb fokú hatványa x? -- px 4- g-nek, amellyel 
g(x) osztható. Ehhez a tényezőhöz a következő parciális törtek összegét 
rendeljük: 


Bixt Ci Bax1t-Ca B.x1-C, 
x2-4px-tag (x-tpxtagy (x2 4 px-ta)" 


Csináljuk ezt meg e(x) összes olyan különböző másodfokú osztójával, 
amely nem bontható tovább két elsőfokú polinom szorzatára! 

3. Írjuk fel azt az egyenletet, hogy f(x)/e(x) egyenlő az összes felírt par- 
ciális tört összegével! Szorozzuk meg mindkét oldalt a közös nevezővel, 
azaz g(x)-szel! 

4. Írjuk fel azt a lineáris egyenletrendszert, amely az x azonos fokú hatvá- 
nyai együtthatóinak egyenlőségéből adódik! Az egyenletrendszer megol- 
dása megadja az ismeretlen együtthatók értékét. 
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1. PÉLDA: Különböző lineáris szorzótényezők 
Számoljuk ki az 


f x --4x-H1 ij 


x—1)(xt1)(x1-3) 
határozatlan integrált a racionális törtfüggvény parciális törtekre bontásával! 
Megoldás: A parciális törtekre bontás 
— $4ktl A B OC 
(x—1)(x--1)(x--3) x—1l x-l x-43 
formában történik. A, B és C meghatározásához beszorzunk a nevezővel, és azt 
kapjuk, hogy 
2 -t4x-H1—4A(x--1)(x-H3) -B(x—1)(xt-3) -C(x—1)(x-1) — 
— (At-B-t-C)x" 7- (44 --2B)x(34—38—C€). 
Az egyenlőség két oldalán szereplő polinomok egyenlőek, tehát az azonos hat- 
ványhoz tartozó együtthatóik 15 azok: 


x együtthatói: At B-C—-I1 
xi együtthatót: 4A 3- 2B — 4, 
x együtthatói: — 34 —38B8—C—I. 


A, B és C ismeretlenekre három ismeretlenes egyenletrendszert kaptunk, ame- 
lyet megoldhatunk az ismeretlenek kiküszöbölésével, Gauss-eliminációval vagy 
számítógéppel. Akármit is használunk, A — 3/4, B — 1/2, C — —1/4 adódik. 
Ezzel 


x- 3 4xi1 3 1 l 1 l 1 
See neg 7 isz jee azén § je 
(x—1)(x-4-1)(x--3) 4x—1 2xi11 4x-3 


3 1 l 
— — In]x — - — — K 
2 In]x 1-4 5 In] 1] a1nbe-3]-t J 
ahol K-t írtunk a határozatlan integrál konstansaként (elkerülendő a C együttha- 


tóval való összekeverést). 


2. PÉLDA: Egyetlen lineáris tényező négyzete 


Számítsuk ki az 
J E ászáálét 
(x-42E 
határozatlan integrált! 


Megoldás: Kezdetnek írjuk fel az integrálandó racionális törtfüggvényt isme- 
retlen együtthatókkal vett parciális törtek összegeként! 


6x -t- 7 A B 


KIJ xr2 Jő 
Szorozzuk meg mindkét oldalt (x --2)2-tel: 
6x--7 — A(x 1-2) B — Ax1- (241 B)! 
Az azonos fokszámú x hatványok együtthatóinak egyenlőségéből 
A-—6 és 2A t1B-123-B—T, azaz 4A—6 B——5 
adódik. Ezzel 


6x 4-7 dx- f 6 I 5 les 
(x--2)J2 " JJ hx-r2 (xr2y Ni 


dx s veg 
a — 32] " dx — 
61 5 [e vi 
— 61nlx--21-4t-5(x-2)"! c. u 
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3. PÉLDA: A számláló fokszáma nagyobb vagy egyenlő, mint a nevezőé 


számítsuk ki az 
je ed —g— 3 


— 2x— 3 
határozatlan integrált! 


Megoldás: Osszuk el maradékosan a számlálót a nevezővel, hogy szétválasz- 
szuk az egész és a valódi tört részt: 


06-46 —r 3) (66-23) mú 
— (20 —4x — 6x) 
JE — HÍ 


Azaz az osztás eredménye 2x, a maradék 5x — 3. Így 


Felhasználva, hogy a megmaradó racionális törtfüggvény éppen az, amelyet a 
fejezet elején már parciális törtekre bontottunk, 


f 20 —4x —x— ESZ dx [2284 (5 — kk 


x2—2x—3 
— [2xdxa [— ae f2zár 
x-t1 x—3 


— 7 421n]x-t 114 31n]x—3]-- C. ON 





Egy valós együtthatós másodfokú polinom irreducibilis, ha nem bontható 
két elsőfokú valós együtthatós polinom szorzatára. 


4. PÉLDA: Irreducibilis másodfokú tényező a nevezőben 


Határozzuk meg az 
IZ eeTyi —2x-t- 4 z dx 
(2 11)(x—1)2 


Megoldás: A nevező egy irreducibilis másodfokú és egy négyzetes lineáris 
tényező szorzata, így a parciális törtekre bontást 


—2xt4 BEt-B c 4 D 
(x2-1)(x—1)2  x2-41i x—l (x—1j 

alakban keressük. A nevezővel beszorozva azt kapjuk, hogy 
—2x-44 — (Ax-HB)(x—1)2-C(x— 1) (2-1) D(7 1-1) — 
— (A4C)x" 3 (—243B—C1D)X 1 (A—28B1C)x4(B—C3-D). 


határozatlan integrált! 


(8.7) 


Az azonos fokú x hatványok együtthatóinak egyenlőségét felírva: 


x együtthatói: 0-A-tC, 

x" együtthatói: 0 — —2At-B—C1-D, 
x együtthatót: —2—-4A—2B73-€, 

x) együtthatói: 4—-B—C1D. 


Határozzuk meg az egyenletrendszerből A, B, C és D értékét! 


—4——Z7A a AJj—Z2, kivonva a negyedik egyenletet a másodikból 
C —-——A — —2, az első egyenletből 
Bsz 1, A — 2 és C — —2 a harmadik egyenletben 
D-4-—B3C-—-Il. a negyedik egyenletből 
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A, B, C és D értékét a (8.7) egyenletbe helyettesítve, megkapjuk a keresett par- 
ciális törteket: 


—2x-t4 — 28 ési 1 
(2 -41)(x—1)Z 0 adi x-—-I (x—1É 


Végül ilyen formában már elvégezhető a határozatlan integrálás is: 
—2x-t-4 2x-t-1 2 I 
SET hsz lesze (EE 
ÍgEzDrni 2. 41)(x—1) HÉA Ft) 


EESi TELEL £-i (x— 122 


. 1 
— In(f 1) FH arctgx—21n]x—11— —— CC. ET 


5. PÉLDA: Irreducibilis másodfokú tényező négyzete a nevezőben 


Határozzuk meg az 
fi dx 
x(x2 1) 


Megoldás: A parciális törtekre bontást 


határozatlan integrált! 


Il 7 A BxXC) DxtE 
x(2212  x ari (211) 


alakban kell keresnünk. Beszorozva x(x? 3 1)7-tel azt kapjuk, hogy 


1—-A(É31)€(BxtC)x(ó 141) 1(Dx4-EYx — 
—A(á-H2É-1)--B(xt 2) CC --x) 3-Dx? Ex — 
— (A4Bxt Cr -(24--Bt-D)É 1 (C-tE)x-HA. 


A megfelelő együtthatók egyenlőségéből az alábbi egyenletrendszer adódik: 
A1-B—0, C€—-0, 2A18BtD-0, CtE-—0, A-—1. 


Megoldva az egyenletrendszert4— 1, B——-1], C—0, D-—7-1 és E—0 
adódik, tehát 


dx l FH —x —x 
[sag (GE tm) jét 
dx x dx r xdx 
"Is fit jé zi 





sz fe E Té A TEK u— 241, 
x k u u du—2xdx 
— In ]x] —  In]ul 4 7 3 er s 
l 
fgha  Einétz dyzs 
In Ix] ő n( elegett 
saj 28 ERRE OD 


x2I11 2(xt31) 
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A Heaviside-féle , letakarásos módszer" 
Ha f(x) alacsonyabb fokú mint e(x), és 
g(x) —(x—r1)(x—r2) tt (x—rn) 


csupa különböző elsőfokú tényező szorzata, akkor ezzel a módszerrel gyorsan 
meghatározható f(x) /e(x) parciális tört alakja. 


6. PÉLDA: A letakarásos módszer használata 
Keressük meg A, B és C értékét az 


x HI 5 A 
(x—1)(x—21(x—3)  x—I 





B c 
LESZE ÜZETEST (8.8) 


parciális tört felbontásban! 
Megoldás: A (8.8) egyenlet mindkét oldalát szorozzuk meg (x— 1)-gyel: 


xX11 B(x—1) €(íx—1) 





ms 


Edd —" sz2 " 3-3 


Ha behelyettesítünk x — 1-et, akkor az eredményül kapott egyenlőség megadja 
A értékét: 

(1—2)(1—3) 

Ask 


-A40--0, 


Ezt az A értékét úgy is megkaphatjuk, hogy az eredeti 


x 1 
zszs Ú MEZ (8.9) 
GET) 
kifejezésben letakarjuk az (x — 1) tényezőt a nevezőben, és a megmaradó kép- 
letbe x — 1-et helyettesítünk: 


messéH 2, 
4—D]1—-21—3) Dr 


kedd 


Hasonlóan számíthatjuk ki B-t úgy, hogy (8.9) nevezőjében az (x — 2) tényezőt 
takarjuk le, és a maradékba x — 2-t helyettesítünk: 


ERNE. 1: ős RRRRRNNRTNBR . SENNTÉ 
(2— 1] (x—2) h2—3). DED 


jetüleséjék 
Végül megkeressük C-t is, az (x— 3)-at takarva le (8.9) nevezőjében, és x — 3- 
mat helyettesítve a maradékba: 


22 
1 — e EE E sző c 


(3 — 198—2)[(x—3) (2) 


T 
letakarjuk 
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A Heaviside-féle letakarásos módszer 


1. A nevezőben levő g(x)-et szorzat alakba írjuk: 


fe) fe) 


ME 


g(x) — (x—r)(x— ra) e (x— ra) 


2. A nevezőben letakarjuk az (x—r;) tényezőt, és az összes többi x 
helyébe x — r;-t helyettesítünk. Így megkapjuk az A; számot. Ezt meg- 
csináljuk minden i — 1, 2, ... n-re: 


ü . f(ri) 
g-ig ej 
f(r2) 


Ba (ra—ri)(r2— ra) (r2— ra) 


dass f(rn) 


(r—ri)(rn—ra) tet (rn— rna) 
3. — Felírjuk a parciális törtekre bontást az A; együtthatókkal: 


fe) ge Ai Az 3 An 


2) t-t t-t TR 





7. PÉLDA: Integrál számolása letakarásos módszerrel 
Számoljuk ki az 
J sálési dx 
x t3x7 —10x 
határozatlan integrált! 
Megoldás: A számláló alacsonyabb fokú, mint a nevező, és a nevező három 
különböző elsőfokú polinom szorzatára bomlik: 
xt4 e x1-4 
x3-4-32—10x — x(x—2)(x-t5) 
A nevező gyöketi ri — Ü, ra — 2 és raz — —5. Megkeressük a parciális tört felbon- 


tás együtthatóit: 
A 0--4 4 5, 
[—E GZ zzz ei TR TT 
[x](0—2)(0--5)  (—2)65) 5 
lénátéjü 
244 6 3 
Az -——————— — — — ——  — —, 
2(x—2) 245 OM 7 
étélétejük 
—5--4 s 1 
Az TS en -— ETT E7Rzs 
—3(-5—-Bte ül 644) 8 
tétlkéjülk 
Ezzel 
xt4 2 3 1 


KEN: : tr dábo ZAN SES RB s RE: SERHÁZ ERR é 
B32á-ik 374 Bnrgj S 


xt4 2 3 l - 
METER 3 rácsát" RENO. 7 ale 8 tetői 
HETE ETT eg ela tta6— ze injéől-tS 
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További módszerek az együtthatók meghatározására 


Egy további lehetőség a parciális törtekre való felbontás együtthatóinak megke- 
resésére a megfelelő egyenlet differenciálása, ahogy a következő példánál látni 
is fogjuk. Végül megnézzük, hogy x helyébe célszerűen választott számokat he- 
lyettesítve hogyan kaphatjuk meg az együtthatókat. 


8. PÉLDA: Az együtthatók meghatározása differenciálással 
Keressük meg az A, B és C együtthatókat, melyekkel 


x—1]1 A B C 


sz) 


GAP zi kij" 





Megoldás: Először beszorzunk az (x-- 1)? közös nevezővel: 
x—1—-A(xt1€ 4 B(x41)4-C. 


Az x — —1 helyettesítésből megkapjuk, hogy C — —2. Mindkét oldalt x szerint 
deriválva a következő egyenletet kapjuk: 


1 —2A(xt1)--B. 


Most az x — —1 helyettesítés azt adja, hogy B — 1. Egy újabb differenciálás után 
a 0 — 2A egyenletet kapjuk, azaz 
x—1 l 2 


(1? GKADZ kr ji 


Egyes esetekben x helyébe kis számokat írva, például x — 0, 3-1, 4-2-t, A-ra, 
B-re és C-re gyorsan jól kezelhető egyenleteket kapunk. 
9. PÉLDA: Az vegyütthatók meghatározása behelyettesítéssel 
Keressünk A-t, B-t és C-t, amelyekre 


x 4-1 5 A 
ts-Txcdscő azci EZ a58 





Megoldás: Beszorozva a közös nevezővel, azt kapjuk, hogy 
541-4tx—2)(r—3)4-8(x—D(x— 3) 4 C(x—1)(x—2). 
Helyettesítsünk x helyébe rendre x — 1,2.,3-at: 


xzil:  (1)€34-1564(—1)(—2)4-R(0) 4-C(0) 
27 2A 
A—I 

x—2: — (29931 —44(0)-3-B(1)(—1) 1 C(0) 
5. —B 
B — —5 

x—3: — (3)141-4(0)--B(0)4-C(2Xx(1) 
10—2C 
C — 5. 


Így a megoldás: 
x HI l 5 5 


(x—1)(x—2)(x—3) x-—-1 x-—2 x—3 
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Parciális törtékre bontás 


Bontsuk parciális törtekre a racionális törtfüggvényeket (1—8. 


feladatok)! 
1 5x— 13 
"  (x—3)(x—2) 
xt4 
3.  ———— 
úttY 
zi 
5. HEZ FTTESBBEET 7] 
z2(z-1) 
ö 148 
" 82—-5t46 


ax —7 
2. ze Ez 
x —3x-t2 
4 2xt2 
7 —7x1t1 
z 
Úsz — 
2 — e — 6z 
49 
za 
8 3 Ot 


Egyszeres elsőfokú tényezők 


Parciális törtekre bontással végezzük el az integrálást (9—16. fel- 


adatok)! 
dx dx 
9. sg kh eőszkz táját 
le 28 Iz 
xt4 d 2xt 1 
11. 
) st 6 a VEZERE TET igát 
dy y71-4 
13. [8 y 14. ft 
vegre vigy" 





üli [a tr2—21 


Többszörös elsőfokú tényezők 


Parciális törtekre bontással végezzük el az integrálást (17—20. 


feladatok)! 

m [dt x dx a éa x7 dx 
x232xt1 x2—2x11 

19. Tee d T EKET 
(x2—1jé (x—1)(x2 1-2x41) 


Irreducibilis másodfokú tényezők 


Parciális törtekre bontással végezzük el az integrálást (21—28. 
feladatok)! 


dx 32-44 
21. [ETET / 
7 (x-H1)(x2 1-1) öle 


Bár 
n fégöa am [jét 
25. J TDL ET ds 26. Hi sti 
27. J SE Ea ene d6 


4 493 v zt 
j 8" 320 391, 


(02 á B TP 


Maradékos polinomosztás 


A 29-34. feladatokban az integrálandó racionális törtfüggvény 
számlálójának a fokszáma nagyobb vagy egyenlő mint a neve- 
zőé. Végezzük el először a maradékos polinomosztást, bontsuk 
parciális törtekre a maradékot, és határozzuk meg az integrálo- 
kat! 


A 
29. [EK mi ass 30. [— dx 
xi 


case , 16x? 
a [E 32. [77-41 


y 7-1 
33. ezzel d 
dry 


Racionális törtfüggvényre vezető 
integrálok 


2y 
a [szi 


Számítsuk ki a határozatlan integrálokat SEEK irjál 


e dt 
ú EZETET új IT ri 
37. ! Boz lsé s 38. [ - szöge d8 
sin" y-t siny — 6 cos" 0 t-cos 8 —2 
39. [s 2) 2 aretg2x — 122? — 3X 
(4xt t11)(x—2 
2 
40. ! (x--1)" arctg3x--90 --x e 


(92 1)(x 12 


Kezdetiérték-feladatok 


A 41—44., feladatokban keressük meg a megadott kezdetiérték- 
feladatot kielégítő x(t) függvényt! 


41. 2-3) -1 (t 52), x(3]-0 
42. Brt42 31) SE — 28, zílj 88 


43. (24) —2xt2 


di (t,x 50), x(1)—1 


44. (1) — 221 (t5—1), — x(0)— 


További példák, alkalmazások 


45. Térfogatszámítás: Tekintsük azxr—1/2ésx—5/2egye- 
nesek, az x-tengely és az y — 3 193x—x görbe által határolt 
síkidomot! Mekkora lesz a keletkező forgástest térfogata, ha a 
síkidomot megforgatjuk az x-tengely körül? 

3 


y ks eszzámáa, 
y V3x — ax 
(0.5; 2,68) 


(2,5; 2,68) 





46. Térfogatszámítás: Tekintsük az x — 0 és x — I egyene- 
sek, az x-tengely és az y — 2/(xt-1)(2—x) görbe által határolt 
síkidomot! Mekkora lesz a keletkező forgástest térfogata, ha a 
síkidomot megforgatjuk az y-tengely körül? 


y yz 


MEGNÉZEM 
(x 4 1X2 — x) 





I 47. Súlypont: Tekintsük azt a síkidomot, amelyet az x — 0, 
x — 473 és y — 0 egyenesek, illetve az y — arctgx görbe határol! 
Számoljuk ki a síkidom súlypontjának x koordinátáját legalább 2 
tizedesjegy pontossággal! 

KE 48. Súlypont: Tekintsük azt a síkidomot, amelyet az x — 3, 
x — 5 és y — 0 egyenesek, illetve az 


— 4€113x—9 
júli 23 4212 —3x 


görbe határol! Számoljuk ki a síkidom súlypontjának x koordi- 
nátáját legalább 2 tizedesjegy pontossággal! 
y 





3. 1,83 
( ) ye Ét 139 


23 4 2x?t — 34 


I 49. Pletyka terjedése: Megvizsgáljuk, hogy egy pletyka 
mekkora sebességgel terjed el egy adott populáción belül. Je- 
löljük x(t)-vel azon emberek számát, akiket a t időpillanatban 
már elért a pletyka! Ha a populáció elég nagy, akkor tekinthet- 
jük x(t)-t az idő differenciálható függvényének. A tapasztalat 
azt mutatja, hogy a pletyka terjedési sebessége — azaz dx/dt — 
arányos a pletykát ismerő emberek és a pletykát még nem is- 
merő emberek számának szorzatával. Ez a következő differenci- 
álegyenlethez vezet: 

dx 

ahol N a populáció elemszáma, k pedig egy arányossági tényező. 

Tegyük fel, hogy t a napokban számolt időt méri, k — 1/250, 

N — 1000, és a pletykát 2 ember indítja el a t — 0-dik napon! 
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(a) Adjuk meg x-et ! függvényeként! 


(b) Mikor fog a populáció feléhez eljutni a pletyka? (Ez 
az a pillanat, amikor a pletyka terjedési sebessége a legna- 
gyobb.) 


IN 50. Másodrendű kémiai reakció: Másodrendű reakciónak 
azt nevezzük, amikor két különböző molekula a reakció során 
átalakul egy harmadikká, amelyet terméknek nevezünk. A reak- 
ció sebessége általában a két kiindulási anyag koncentrációjától 
függ. Jelöljük a-val az A, b-vel a B anyag mennyiségét ar— 0 
időpontban, és legyen x(t) a termék anyag mennyisége a ! idő- 
pillanatban. Ekkor x(t) megváltozását a következő differenciál- 
egyenlet írja le: 

a. — k(a—x)(h—x), 

vagy átrendezve 


I dí, 
(a—x)(b—x) dt " 

ahol k a reakciótól függő konstans. Mindkét oldal integrálásával 
határozzuk meg az összefüggést x és t között, ha 

(a) a—b, 

(hb) az b! 
Mindkét esetben feltehetjük, hogy x(0) — 0. 
51. A xm22/7 becslés pontossága: 


l 
4f. 14 
(a) Számoljuk ki hi 6— 4 értékét 
"as 41 


(b) Mennyire jó a x — 22/7 becslés? Hogy ezt megvála- 


22 
szolhassuk, számoljuk ki, hogy 6 - z) hány százaléka 
1-nek! 


MEDYENENE X(x—1) 
(c) Ábrázoljuk számítógéppel fz y — ————— függ- 


vényt! Próbáljunk először 0 és 1 közé eső y értékeket ki- 
rajzoltatni, aztán 0 és 0,5 közöttit, illetve csökkentsük az 
ábrázolt részt akkorára, hogy már lássuk a függvény grafi- 
konját! Mekkora lehet a függvény alatti terület? 


52. Keressük meg azt a másodfokú p(x) polinomot, amelyre 
p(0) — 1, p" (0) — 0, és az 


plx) 
fa (x—1 jé ét 


primitív függvény racionális törtfüggvény lesz! 


Trigonometrikus integrálok 


Trigonometrikus függvényeken a hat trigonometrikus alapfüggvény (sin, cos, 
tg, ctg, sec, csc) algebrai kombinációival felírható függvényeket értjük. Min- 
den ilyen függvény felírható csak szinuszok és koszinuszok használatával is, de 
gyakran gyorsabb és egyszerűbb a többi függvény használata. Például az 


f sex dx—tgxtC 


] 
d 
f coséx . 


összefüggést 
sinx 
sző 
COsXx 
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formában 15 írhatnánk, de az első forma egyszerűbb. Trigonometrikus integrálok 
kiszámításánál algebrai és trigonometrikus azonosságok használatával fogjuk az 
integrálandó függvényt jobban kezelhető alakra hozni. 


Szinusz- és koszinuszhatványok szorzata 


Tegyük fel, hogy 
J sin" xcos"x dx 


típusú integrálok kiszámítása a célunk, ahol m és n nemnegatív egész számok! 
Három esetet különböztetünk meg. t 


1. eset Ha m — 2k 1-1 páratlan szám, akkor a sin"x— 1—cosZx azo- 


nosságot alkalmazva azt kapjuk, hogy 


2k-1 szi ( 


sin" x— sin éje 


sin") sinx — (1 — cos" x) sinx. (8.10) 


Kihasználva, hogy sinx éppen a —cosx függvény deriváltja, sinx dx-et 
—d(cosx)-szel egyenlővé téve elvégezhetjük az integrálást. 


2. eset Ha m páros, de n páratlan, akkor hasonlóan járhatunk el: n — 


— 2k 7-1 jelöléssel, a cosZx— 1— sin! azonosságot alkalmazva azt 
kapjuk, hogy 
cos" x — cost! x — (cos) cosx — (1— sinf x)" cosx. 


Kihasználva, hogy cosx éppen a sinx függvény deriváltja, cosx dx-et 
d(sinx)-szel egyenlővé téve integrálunk. 


3. eset Ha m és n mindegyike páros, akkor a 











sin? x — me, COS" x — el. (8.11) 
azonosságok használatával az integrált cos 2x hatványainak integráljává 
alakítjuk. 

1. PÉLDA: mm páratlan 
Számítsuk ki az 
j Hi sin? xcos" x dx 
határozatlan integrált! 
Megoldás: 
f sin? xcos" x dx — 14 sin" xcos" xsinx dx — 
— fa — cos" x) cosZx(—d(cosx)) — sinx — — nkiké 
— (1— 2) (12) (— du) — 1—cosz 
— fé e. 47 )du sz 
ki mk ke zsé 4C. 7 


2. PÉLDA: m páros, n páratlan 
Számítsuk ki az J cos? x dx határozatlan integrált! 
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Megoldás: 
f cos xdx tét f 205" xcosx dx — fa — sin? x)-d(sinx) —  cosx— s. 
— [1— 2) du u — sinx 
szg fe — Du u) du — 
2 3 5 
7u— gt th z tC — 


3 9 E e 
— sinx— 7 sin x- 7 sin x-tC. [] 


3. PÉLDA: mm ésnis páros 
Számítsuk ki az 
J sin? xcos"x dx 


határozatlan integrált! 


Megoldás: 


f sin? xcost xax IEP) ÉSI dx — 


— 2 [1—co5229 1 4-2cos2x cos" 2x) dx — 
— 5 [11 c052x— cosZ2x— cosÍ 2x) dx — 


— ; (343 sin2x— (cost 2x--c055 29) dx.) 3 


A cos? 2x integrálját így számoljuk tovább: 
f 90972 dx — ; je tcos4x) dx — 


l , HA a tű konstanst elhagyhat- 
95 2 G j 4 sind ) 4 juk az utolsó lépésig 


A cos? 2x függvény integrálját pedig így: 


3 sz cö 3 Í szi u — sin2x 
J cos 2xaxz fi — sin" 2x) cos2x dx — ianeciő vedéte ől 
l 
— — 1(1—w) du — 
5 fe u) du 
1 / . 1. sg 
et 3 sin 2x — a "a 2x 1. 4C-t ismét elhagyva 


Összegezve az előzőket és elvégezve az egyszerűsítéseket megkapjuk, hogy 


j! 1 j 
MEA 4. o A A. 3 
f sin XCOS x dx — 16 b a sin4x-b 7 sin 2x) tC€. [7 


Négyzetgyökös kifejezés integrálása 


A következő példában a cos" 8 — (1--cos28)/2 azonosság használatával fog- 
juk eltüntetni a gyökjelet. 
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4. PÉLDA: 

Számoljuk ki az 
x/4 
f VTFcosax dx 
0 

határozott integrált. 


Megoldás: A négyzetgyököt akkor tudjuk eltüntetni, ha a gyök alatti kifejezést 
sikerül valaminek a négyzetévé alakítani. Ehhez a 


cos" 0 — E vagy másképp 1-4-cos20 — 2cos" 0 


azonosságot fogjuk használni. A 8 — 2x megfeleltetéssel az utóbbi 
1 --cos4áx — 2cos" 2x 
alakú lesz. Így 
n/4 x/4 x/4 


J vrrcosáxáxz f V2coZ2xáx— f/V2Vcos?2x dx — 
0 0 Ü 


x/4 x/4 
szaga J Icos2x] dx — V2 J cos2x dx — ve heat 
0 0 





sin2x ma vV2 vV2 
VET la 7 ga-nem 7 


tgx és secx hatványainak integrálása 

Azt már tudjuk, hogy hogyan integráljuk a tangens és szekáns függvényeket, és 
ezek négyzetét. Magasabb hatványaikat a tg2x —sec2x—1 és sechx—tgxi1 
azonosságok használatával, és ahol szükség van a hatványkitevő csökkentésére, 


parciálisan fogjuk integrálni. 


5. PÉLDA: 
Számítsuk ki az 


fé dx 


határozatlan integrált! 
Megoldás: 
fs dx — f12x-tg2x dxsz fer (sechx— 1) dx — 

— f té xsec?x dx — fs dx — 

sz f té xsee?x dx — f (sec2x— 1) dx — 

7 f tg? xsec?x dx — f sec2x dx- f dx. 
Az első integrálnál alkalmazzuk az 

uz tgx, du — sec" xdx 


helyettesítést, amely után 


[9 du — 210 -CI. 
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A további primitív függvényeket azonnal meg tudjuk határozni, Így 


ffdxdx—ztéx—tgx-rxC. [1 


6. PÉLDA: 
Számítsuk ki az 


f sec x dx 


Megoldás:  Parciálisan integrálunk, az 


határozatlan integrált! 


H7-— S8CX, dv — sec" x dx, vVetEx, du — secxtgx dx 
szereposztással. Így 
f sec3x dx — secxtgx— ( (tg) (secxtgx dx) — 
— secxtgx— / (sec x— 1) secx dx — tg2x—sectx—1 
s; secxtgx- / secx dx — f sec3x dx. 


Az egyenlőség két végét egyenletként felfogva, ha mindkét oldalhoz f sec? x dx- 
et adunk, azt kapjuk, hogy 


2 f sec xdx— secxtgrt / secxdx, 


Innen 1 1 
f se xdx— - secxtgx - In]secx--tgx] HC. [1 


Szinuszok és koszinuszok szorzata 
Az 


$ sin(mx) sin(nx) dx, J sin(mx) cos(nx) dx, f cos(mx) cos(nx) dx 
típusú integrálok gyakran felmerülnek a matematikában és a természettudomá- 


nyok más területein 15. Az egyik lehetőség, hogy többszöri parciális integrálással 
határozzuk meg a primitív függvényeiket. Egyszerűbb azonban a 


sin(mx) sin(nx) — ; (cos (m — n)x — cosím -- n)x) j (8.12) 
sin(mx) cos(nx) — ( sin(m — n)x 4 sin(im -- n)x) ; (8.13) 
cos(mx) cos(mx) — 5 (cos (m — n)x 4 cos(m -k n)x) (8.14) 


azonosságok használata, amelyek az 1.6. részben tárgyalt összegzési képletek- 
ből következnek. Ezek használatával a fenti integrálok könnyebben integrálható 
formába alakulnak. 


7. PÉLDA: 
számítsuk ki az 
J sin3xcos 5x dx 


határozatlan integrált! 
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Megoldás: 
hogy 


8.4. Feladatok — 
Szinuszok és koszinuszok hatványai 


Számoljuk ki a határozott integrálokat (1—14. feladatok)! 


n/2 mr 
Í f sin x dx 2. Í sin 2 dx 
ü Ü 
x2 nő 
3. hi cos xdx 4. J 3c0s? 3x dx 
—gy2 0 
m/2 x/2 
5. j sin7 y dy 6. J Tcos7t.dt 
Ü 


1 
8. h öroál dd 


Ü 
Fi 

ze A f8sintx dx 
0 0 


xr/4 x 
9. J lősinf xcos" x dx 10. § 8 sin! y cos" y dy 
—rr/4 0 
n/2 x 
11. fi ZSsintxcoszzdx 12. J sin2xcos? 2x.dx 
Ü 
mr/4 2 


! sin 28 cos? 20 d8 


pen] 
lessz 


13. J $cos" 28 sin29 dO 14. 
Ü 

Négyzetgyökös kifejezések 

integrálása 

számoljuk ki a határozott integrálokat (15—22. feladatok)! 


2n xr 
i- 
15. fv 5 dx 16. fv1—c0s2x dx 
0 Ü 


F.a 
17. hm — sin t dt 
0 





nm 
18. fv71-cos0 a8 
0 


1/4 xj4 

19. J Vista 20. [j sec2x—I dx 
—-g/4 r/4 
n2 


AT 
21. J 9v1—c0526 a 7.5 f1— cos)? ar 
Ü — gr 


tgx és secx hatványai 


számoljuk ki a határozott integrálokat (23—32. feladatok)! 


ee eg RT MT TT Tem e hee men e 


A (8.13) képletet m — 3 és n — 5 mellett alkalmazva azt kapjuk, 


/ sin3xcos5x dx — 5 f sin 29 4-sin8x) dx — 


z 5 f Ginsx—sin22) dx — 








cosöx  cos2r 
mSSZfá T ai al FC. 1] 
0 1T/4 
23. fi 2sec)xdx 24. J ése e dx 
x3 ü 
xr/4 xi 
25. f) sec! 0 d8 26. J össlűxdk 
Ü ü 
x/2 TT 
AT. f cscta d8 28. J 3cset 2 d8 
r/4 x/2 
x/4 x/4 
29. J közük 30. fi ői 
Ü —-g/4 
x/3 x/2 
31. f etg3 x dx 32. J Betg! rt dt 


x/6 rá 


Szinuszok és koszinuszok szorzata 


számoljuk ki a határozott integrálokat (33—38. feladatok)! 


0 x/2 
33. f sin3xcos2x dx 34. J sin2xcos3x dx 
e 0 
n x/2 
35. J sin3xsin3x dx 36. fi sinxcosx dx 
-m Ü 
kj x/2 


38. Hi cos xcos 7x dx 
—nyi 


37. J cos3xcosdx dx 


További példák és feladatok 


39. Felszínszámítás: Megforgatjuk az 

x—mé3 y-éj2  0crá2 
egyenletű ívet az x-tengely körül. Mekkora az ív által súrolt pa- 
lást felszíne? 


40. Ívhossz: Mennyi az y—ln(cosx), 0 cx € /3 görbe 
ívhossza? 


41. Ívhossz: Mennyi az y— In(secx), 0 cx €r/4 görbe 
ívhossza? 


42. Súlypont: Határozzuk meg az x-tengely, az y — secx 
görbe és az x — —1r/4, x — 1T/4 egyenesek által közrefogott sík- 
idom súlypontját! 
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43. Térfogatszámítás: Mekkora a térfogata annak a testnek, 46. Fourier—-sorok: Az 
melyet a sinx függvény két szomszédos nullhelye közé eső ré- 
szének x-tengely körüli megforgatásával kapunk? 
44. Területszámítás: Mekkora területet fog közre az x- 
tengely ésaz y— v1-4-cosdx, 0 £x2£ x görbe? 
45. Ortogonális függvények: Azt mondjuk, hogy az f 
. és g függvények ortogonálisak az [a,b] intervallumon, ha képlettel definiált függvényt véges Fourier—sornak nevezzük, Bi- 
Tf f(x)elx) dx —0. zonyítsuk be, hogy az an együtthatóra érvényes az 
(a) Bizonyítsuk be, hogy ha m? £ n?, akkor a sinmx és 
sinsix ortogonálisak a [0, 23) intervallumon! 


N 
fix) — D ansinnx 


— ay sinx -t az sin2x ht "tag sinNx 


én — 


I 
a. f(x) sinmx dx 


Ag 


(b) Lássuk be, hogy ugyanez igaz a cosmx és cosnx függ- 
vényekre is! 
(c) Lássuk be, hogy ugyanez igaz a sinmx és cosnx függ- 


lőség! 
vényekre, még akkor is, ha m— n! egyenlőség 


Trigonometrikus helyettesítések 





Ha a Va? —x2, Va? 3-x2 vagy va? — a? függvény integrálját szeretnénk kiszá- 
molni, akkor x helyébe valamelyik trigonometrikus függvény helyettesítésével 
juthatunk eredményre. 

Három gyakori trigonometrikus helyettesítés 


A három leggyakrabban használt helyettesítés az x — atg0, x — asinő és az 
x —- asecS. Ezeket a 8.2. ábrán szemléltetjük. 
Az x — atg ő helyettesítéssel 


atA —atdtg 0 —a(1-t-tg" 0) — a seco, 
az x — asin0 helyettesítéssel 
a —x — a — d sin" 0 — a (1— sin? 0) — a? cos? o, 
az x — asec 8 helyettesítéssel pedig . 


x — a — a sect0— a — at (sect0—1) —attg 9. 


a? ax 


Tllk 


a 
x - atan 8 





z d secű 


Vat x —alsecól Va? — x? — alcos 8] Va? — a? — altan 01 


8.2. ÁBRA: Az x és a oldalhosszúságú segédháromszögekről leolvashat- 
juk, hogy melyik mennyiség mivé alakul a helyettesítés során. 


Általában a helyettesítésektől megköveteljük, hogy visszafordíthatóak legye- 
nek, hogy az integrál kiszámolása során vissza tudjunk térni az eredeti változóra. 
Például, ha az x — atg ő helyettesítéssel dolgozunk, vissza szeretnénk írni 0 he- 
lyére a 8 — arctg(x/a) függvényt az integrálás elvégzése után. Ha x — asin0 
volt a helyettesítés, akkor 8 — arcsin(x/a)-ra lesz szükségünk, és hasonlót kö- 
vetelünk meg az x — asecő helyettesítés esetén 15. 

Ahogy a 7.7. részből tudjuk, ezeknek a függvényeknek nem létezik egy- 
értelmű inverze, csak akkor, ha 8 értékét valamely intervallumra korlátozzuk. 
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(Lásd a 8.3. ábrát!) Ezért, miután kiválasztjuk a megfelelő helyettesítést, leszű- 
kítjük 8 értékét a következő intervallumokra: 





X IT IT 
xzatg0 esetén 0 —arctg 7 és legyen  — 7 2£0c 7: 
; s VI TT 
xzasind — esetén 9 —arcsin , és legyen mr £0c 7: 
x üz ző hat 51, 
xzasecd esetén Ő — arcsec—, és legyen I 
a 5.-0€cnhasc—Ii 
8 
mxl 8 —arcsini Azért, hogy az x — asecő helyettesítés esetén egyszerűbb dolgunk legyen, csak 
73 


olyankor fogjuk ezt használni, amikor x/a 2 1. Ez esetben 8 értékét 9 € [0, 7/2]- 


re korlátozzuk, és így t28 - 0 lesz. Ekkor szt at — a/g tg? 0 — latg0] — 
j - atg 8, a legutóbbi egyenlőségnél feltéve, hogy a 5 0. 





1. PÉLDA: Azx— atgő helyettesítés 
Számítsuk ki az 


zaB / d: 
Vár x 

határozatlan integrált! 

Megoldás: Legyen 





77 77 
x—2tg0, — dx—2sec"9 dő, ms 20€ 8. 





öl tólg 


A gyökjel alatti kifejezés a nevezőben így alakul: 


4-4 —47-4te2 0 —4(13-te2 0) — 4secf 0. 
8.3. ÁBRA: Az arctg(x/a), arcsin(x/a) ir Tr gő (1--tg" 0) sec 


és arcsec(x/a) függvények. A helyettesítést végrehajtva megkapjuk, hogy 




















/ dx 2sec"0d0 sec" 0 dO köjsigai 
mm [ —— ko —-— [ —————-— v.secr 8 — [sec 

vV4ád ax vá4ásect 0 Isecő] 
— f sec0 do — sec050,ha-5c0cT 
— In]sec0 t-tg0]--C — 

8.4. ÁBRA: Az x — 2tg8 helyettesítés- —— 

hez tartozó segédháromszög. Az ábrá- — In 4-Hx al ét a 8.4. ábrából 

ról leolvasható, hogy e 2 z 

g0— és secő — —-—. -]In]V43-x2 1x]-5C. ahol C —C—1n2 


Figyeljük meg, hogy hogyan írtuk vissza a In] sec 8 --tg 0] primitív függvényt x 
függvényévé! Felrajzoltuk az x — 2tg 8 helyettesítéshez tartozó segédháromszö- 
get (8.4. ábra), és onnan leolvastuk a megfelelő szögfüggvények x-szel kifejezett 
értékét. i [1 


2. PÉLDA: Azwxa— asinő helyettesítés 
Számítsuk ki az 





x" dx 
vV9—x? 
határozatlan integrált! 
Megoldás: Legyen 
x—3sinő, dx — 3c0s0 dő, -5 05, 


ekkor 
9—£ —9—9s5in2 9 —9(1— sin? 0) —9cos? 8. 





8.5. ÁBRA: Az x — 35i1n8 helyettesítés- 
hez tartozó segédháromszög. Az ábrá- 





ról leolvasható, hogy 
" SEPE 
sing — 2 és cosŰ — úg 3 
AT Tsi 
AA 


8.6. ÁBRA: Azx—(2/5) sec, 0-0 c 
2 1T/2 helyettesítéshez tartozó segéd- 
háromszög. 8 — arcsec(5x/2), és az áb- 
ráról leolvasható sec ő és tg ő értéke is. 


8.5. — Trigonometrikus helyettesítések 


A helyettesítést végrehajtva: 





xdx — [(9sin9-3cos0d9— 
vV9—-a 13co0s 0] 

-9 / sin? 0 a8 — 

-9 (s d0 — 





9 sin28 j 
E (o e 


sz 5 (0—sindcos0) --C — 


sel [dosz 555) tC — 


a 3 3 3 
— 5 arcsinZ — 7 /9— x24C. 


3. PÉLDA: Azx— asec6 helyettesítés 
Számítsuk ki az 


Xx 
j V25x2—4 


határozatlan integrált! 


2 
X.: — 


cos 3 ü, ha 


ss flat 
hg 


sin28 — 2 sin cos 


lásd a 8.5. ábrát 
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Megoldás: Emeljük ki a nevezőből az x? együtthatóját, hogy x2 — a? típusú 


kifejezést kapjunk a gyökjel alatt: 


4 
s/25x2 —4 — ez eri 
Xx k 5) 
Alkalmazzuk az 
K-S 2 
x— secő, dx— -secőtgő dő, 


helyettesítést! Ekkor 


at 5 
2 (—-] ——-l[tg8j— -t 
x (5) z1t809] 5 189 


éget 


2 


cz tg 8, 


tt9 50, ha 
0-8 -n/2 


Végrehajtva a helyettesítést, az előzőek alapján azt kapjuk, hogy 


j dx f dx 
J vV252-4 J 5/72—(4/25) 
— [EE (2/5)sec0tg8 dO secdtg0 dd — 
5.-(2/5)tgD 


mi Ha dő — 
— -Inlsec0-tg0]--C — 


l 
- In 


9x pi 29x" — 4 
55 


2 2 








HC. 


lásd a 8.6. ábrát 
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8.8. ÁBRA: Az x — 2tg0 helyettesítés- 
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hez tartozó segédháromszög. 


Ha az integrálandó kifejezésben x" -- a egész kitevős hatványa szerepel, akkor 
sokszor segíthet egy jól megválasztott trigonometrikus helyettesítés, mint ahogy 
a következő példánál látni is fogjuk. 


4. PÉLDA:  Megforgatott síkidom által meghatározott térfogat 
Forgassuk meg az y — 4/(x" 1-4) görbe, az x-tengely és az x — 0, x — 2 egyene- 
sek által határolt síkidomot az x-tengely körül! Mekkora a keletkező forgástest 
térfogata? 


Megoldás: Felvázoltuk a síkidomot és a forgástestet a 8.7. ábrán. A térfogat 








8.7. ÁBRA: A 4. példában szereplő síkidom (a) és a keletkező forgástest (b). 


kiszámításának a képlete 


2 2 
dx 4 
sz fb ap 7 Abt ARREBB zs 
al f(x) dx z lén [EE R(x) — 414 
0 0 
Az integrált az 
x—2tg0, — dx—2secodo,  0- arctg 7 
helyettesítéssel fogjuk kiszámolni. Ekkor a nevezőben 
x14—4tg03-4—4(tgY 0-1) — 4sec 0 


lesz. A helyettesítéshez tartozó segédháromszög a 8.8. ábrán látható. A térfogat 
kiszámítása: 


2 


dx 
ké 2 


mx/4 b 
száj 2sec? 0 d8 ke 8 — 0, amikor x — 0; 
0 


séta ect0 d8 ja 

mise Sa 2 Me 

site lősect 8 x f 2cos 8 dő 
Ü 


T/4 7 x/4 
— n fe 4-cos20) d8 — a É új ni 
ü 


l 
(32) es d 





ai 2cos" 8 —1-tcos28 
Ü 


4 
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5. PÉLDA: Ellipszis területe 
Mennyi az 


egyenletű ellipszis területe? 


Megoldás: Mivel az ellipszis szimmetrikus a két koordinátatengelyre, a terü- 
lete (A) négyszerese a pozitív síknegyedbe eső része területének. Fejezzük ki y-t 
y 2 0 mellett az ellipszis egyenletéből! 


























B: 2 JT —- 1—- x iszt ax 
8.9. ÁBRA: Az — B 4 ssszzű egyenletű b a? a 
ellipszis az 5. példából. vagyis 
y- - Va — 22, 0 SX a (1. 
Az ellipszis területe: 
ci A 
A z 4 [dva2 — x2 dx — 
0 
b xj2 x —asinő, 
mi" fi acos 0 - acos 8 d8 — szzámtassásáib 
8 — x/2, amikor x — a 
n/2 I 
— 4ab J cos? 9 d8 — 
TT 14eos26 
— 4ab fi EZRES agy 
2 
; ni2 
sza já 07 si ül 
2 ]o 
7 
— 2ab (z 0-0) — nab. 
Megjegyezzük, hogy a — b — r esetén kijön a jól ismert képlet: az r sugarú kör 
területe r9 1. s 
8.5. Feladatok —— mv 
Trigonometrikus helyettesítések 13 f 2 dx LL aa [28 1 
8 4 haj gaztett "gi aze 
Számítsuk ki az integrálokat (1—28. feladatok)! 15 x7 dx 16 J dx 
! dy J 3 dy ; vVx2 4 ; xtVxtH1 
v2iy Vagy 17 ) sésáás ra. [EE a 
. KT ZEZTT SZ . Ww 
dx 
. v3/2 
8 JE . 1 ata 19 j 4x" dx aj fd 
72 " ] a-gyt I / (4—22)3/2 
3/2 § 1/2/2 ige ú 
5. j sú 6. J s J dx x dx 
] 9-2 J V1-42 tán fzangpie "et ÖR [ja-jmat "1 
. j 2 JP 1/2 
gő jé 25—82 dt 8. J 1— 912 dt 23. po S 24. IE a 
dx 7 5 dx 3 8 dx fr  ódt 
th z-m Si t]zze és S/gm 16. [zaj 


7-8 V7-B ég "(1 —r2)5/2 
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A 29-36. feladatokban az integrálokat előbb egy egyszerű- 
sítő, majd egy trigonometrikus helyettesítést alkalmazva számít- 
suk ki! 








in In(4/3) 
29. fed 30. éd Ka 
5 vera9 ll é (1-4 e2r)3/ 
174 
u Tét ún [8 
ZETT 7 yv1-4- (ny) 
FA 
ii Izé tát fe 
35. [er lets 36. J s 
v — xi 


Kezdetiérték-feladatok 


A 37-40. feladatokban keressük meg a megadott kezdetiérték- 
feladatot kielégítő y(x) függvényt! 


37. xx — Vx —4, x232 
ready 

38. egesi, X2 3, 

39. (24142 — 3 

A a. 5 


vati], 


y(2)—0 
y(5) —1n3 
y(2)-0 


40. (x-k 1222 — y(0) — 1 


Alkalmazások 


41. Területszámítás: Számítsuk ki, hogy az y — 
(1/3) 79 —22 görbe és a koordinátatengelyek mekkora területet 
határolnak a pozitív síknegyedben! 


42. Térfogatszámítás: Tekintsük a pozitív síknegyedben a 
koordinátatengelyek, az y — 2/(1--a2) görbe és az x — 1 egye- 
nes által határolt síkidomot! Mekkora lesz a keletkező forgástest 
térfogata, ha a síkidomot megforgatjuk az x-tengely körül? 


A tg(x/2) — z helyettesítés 


A 


tg mg (8.15) 


helyettesítés segítségével a sinx-eket és cos x-eket tartalmazó in- 
tegrálok z racionális törtfüggvényének az integráljává alakítha- 
tóak, amelyet parciális törtekké bontással tudunk kiszámolni. 

A következő ábrából — 





Plcos x, sim x) 


leolvasható a 


x sinx 





827 1-4 cosx 


összefüggés. Azért, hogy lássuk hogyan viselkedik a helyettesí- 
tés, elvégezzük a következő számolásokat: 


cosx — 2c0s5 6) l sed) 1 
2 2 


21-tg2(x/2) 085 e sgt 











Cüsx — EE (8.16) 
illetve 
; ME: : x —. sin(x/2) 2 Ég 
Xx- ER z- .:c0s"[—] — 
sinx — 2sin 5 COS 7 KEZEYEI 2 
assz] 2tg(x/2) 
88 a sec2(x/2) — 1-Hte2(x/2)" 
inxysz ———. (8.17 
sinx TETYS: (8.17) 
Végül x — 2arctgz, ahonnan 
2 dz 
dx — - : 8.18 
1-Hz? kele 


Példák a tg(x/2) — z helyettesítésre 


(a) 





pet 2 dz 
Ni 2 142 


— [dz-z4Cstg 4. 


- dx — 
l 3- cos x 


léke 2dz 
7 s 142 


- [zi B327T 


7 f (za TETT JT ii 


- [5 
—— wa 


1 
ei TE 
bb) ] szg 8 


1 
3 V3 
P.J jöt 1 --2tg(x/2) 4C 
vV3 v3 
A (8.15—-(8.18) egyenlőségeket használva számoljuk ki a 43— 
50. feladatokban szereplő integrálokat! (Ilyen integrálok lépnek 
fel, amikor egy kardáncsuklónál a hajtott tengely átlagos szögse- 
bességét szeretnénk kiszámolni, feltéve, hogy a hajtó és hajtott 
psájt ajá nem párhuzamosak.) 

dx 


43. 16 44. ] rre 
1—sinx 1 -4-sinx t- cosx 
x/2 n/2 














45. J JN 2 46. Fz 
5 1 -t-sinx 1—co0sx 
j; dő 8 d8 
COS 
As / 2 t- cos ő iii J sin 0 cos 0 t- sin 0 
ü 
49. fi I dt 50. T. cost dt 
sinf — cost J 1—cost 


Határozzuk meg az 51—52. feladatokban szereplő határozatlan 
integrálokat a tg(0 /2) — z helyettesítés segítségével! 


51. ű sec dO 52. Fi csc9 dB 
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8 Integráltáblázatok és matematikai programcsomagok 


Az eddigiek során arra törekedtünk, hogy helyettesítéssel és parciális integrá- 
lással az integrált , egyszerűbb" alakra hozzuk. Olyan alakra, amelynek fejből 
tudjuk az integrálját, vagy esetleg olyanra, amelynek az integrálját kikereshet- 
jük egy integráltáblázatból. Ilyen integráltáblázatot úgy készíthetünk, hogy a 
gyakran felmerülő integrálokat helyettesítéssel és parciális integrálással kiszá- 
moljuk, illetve az alkalmazásokban fontos függvényeket deriváljuk, és a kapott 
eredményeket a 8.1. táblázathoz hasonló módon összegyűjtjük. Ezek után, ha 
ki szeretnénk számolni egy integrált, akkor először megnézzük, hogy szerepel-e 
a táblázatban. Ha nem, akkor megpróbáljuk helyettesítéssel, algebrai átalakítá- 
sokkal, trigonometriai összefüggések használatával visszavezetni a táblázatban 
szereplő egyik integrálra. 

Ha az integrált így sem sikerül saját erőnkből kiszámolni, megpróbálhat- 
juk valamelyik matematikai program segítségével is. Figyeljünk azonban arra, 
hogy vannak viszonylag egyszerű függvények, mint például a sin(x") vagy az 
1/lnx függvény, amelyek primitív függvényét számítógéppel sem tudjuk meg- 
határozni! Ennek az az oka, hogy ezen függvényeknek a primitív függvénye bár 
létezik, képlettel nem írható le. 

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy hogyan használhatóak primitív függ- 
vény meghatározására az integráltáblázatok és számítógépes programok. 


Integráltáblázatok 


A kötet végén, a névmutató után közlünk egy rövid integráltáblázatot. (Rész- 
letesebb táblázatot, amely akár több ezer primitív függvényt is tartalmaz, erről 
szóló speciális könyvekben találhatunk.) A képletekben, hogy a lehető legáltalá- 
nosabbak legyenek, a, b, c,m, n-nel jelölt paraméterek szerepelnek. Ezek értéke 
tetszőleges szám lehet, nem szükséges, hogy egészek vagy pozitívak legyenek. 
Ha mégis szükség van valamilyen megkötésre, ezt a képlet mellett feltüntettük. 
Például az 5. képletben n  —1, a 11.-ben n 2 a feltétel. 

A képletekben előírjuk azt is, hogy a konstansok olyanok legyenek, hogy ne 
kelljen 0-val osztani, vagy negatív számnak páros gyökét venni. Például a 8. 
képletben a - 0 a feltétel, a 13(a) és 13(b) formulákat csak pozitív b esetén lehet 
használni. 

Az 1-5. példákban szereplő feladatok megoldhatóak algebrai átalakítások, 
helyettesítések és parciális integrálás használatával is. Itt most megmutatjuk, 
hogy hogyan lehet megoldani őket a kötet végén található integráltáblázat se- 
gítségével. 


1. PÉLDA: 
Számoljuk ki az 
f2xa5)7 dx 


határozatlan integrált! 


Megoldás: Használjuk az integráltáblázat 8. képletét (ne a 7.-et, ahhoz ugya- 
nis n  —1 kellene), amely szerint: 


b 
fax)" dezf — In]ax-t-b[--C. 
a a 
Ha a —2 és b —5, akkor 


fax 57 dx— 5 — 7 n]2x45]--C. [] 
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2. PÉLDA: 
Számoljuk ki az 


J dx 
xy2xTt4 


Megoldás: A 13(b) képlet szerint 


határozatlan integrált! 


1, [/artb— vb r1b—vb 
OTT TK zenEEvő 


Az a — 2 és b — 4 konstansokat behelyettesítve 


V2x14—vV4 
[ozat at varrta 


MEZ] 


V2xF4-r2 


HC, hab50. 








HC — 








L] 


A 13(a) képletet, amely b — 0 esetén működik, nem használhattuk a 2. példa 
megoldásához. A következő feladatban viszont épp erre lesz szükségünk. 


3. PÉLDA: 
Számoljuk ki az 
dx 
J xV/2x—4 
határozatlan integrált! 


Megoldás: A 13(a) képlet így szól: 


arctg 1/ vszzátllk szöke dE 5 hab: 0. 


[áz 
Az a — 2 és b — 4 helyettesítéssel 


7 dx sa eggy B jeflsegyel SES EB L] 
sza A  Y a le. áfa 


4. PÉLDA: 
Számoljuk ki az 
dx 
J 2 /2x— 
határozatlan integrált! 


Megoldás: AI15. képletet fogjuk használni: 


axtb a dx 


x 
] myaxtb bx 2b e meet jú 
Ha a — 2 és b — —4, akkor 
dx V2x—4 2 
öjzet ín AA ay szenr álá 
A bal oldali integrált a 3. példához hasonlóan a 13(a) képlettel számoljuk ki. Így 


v2x—4 1 — 2 
-H — arctg 3. 


Ev erig Ax . 4 2 





HC. [1 
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5. PÉLDA: 
Számoljuk ki az 
; xarcsinx dx 
határozatlan integrált! 


Megoldás: A 99. képlet szerint: 


f x" arcsinax dx szólt arcsinaxr— — szllll A —-1 
3 IZ ———— — — ES H zzzb! H0 
n-t 1 nt1J 41—a2x 


Ha n — I és a — I, akkor azt kapjuk, hogy 


dr dx 
4-2 — xi 
A jobb oldali integrált a 33. képletben találhatjuk meg: 


x 
; xarcsinx dx — já 7 arcsinx — 


s 


a 1 7 
szagat sad éb i 
[7 t- 7 arcsin 7 77 a tC 


Az a - 1 helyettesítéssel 


1 
s a arcsinx— xv 1—x£3-C. 
lé V1—x 
Összerakva az eredményeinket: 
f arcsinx dx — § arcsinx — 5 G arcsin x — sv 1 —x2 c) sm 
x 1 , l 
— ( —— — ]J arcsinx--—xvV1—xt 4 CC. mi 

2 4 4 

Redukciós formulák 


A többszöri parciális integrálás helyett gyorsabban célhoz érhetünk a következő 
redukciós formulák használatával: 





fe dx —— tg - fi xdx, (8.19) 
FI — 
f ny" dx — x(lnx)" — n [inge dx, (8.20) 
J sin"xcos" x dx — 
: n—l] mi-1 ,. - s 
me A a] sin xcos" xdx (n A —m). (8.21) 
m --n m--n 


Az ilyen képleteket azért nevezik redukciós formuláknak, mert olyan integ- 
rált, amelyben egy függvény hatványa szerepel, egy ugyanolyan szerkezetű, de 
a függvény alacsonyabb hatványát tartalmazó integrálra vezet vissza. Egy ilyen 
képlet többszöri használatával a kérdéses hatványt olyan alacsonyra 
csökkenthetjük, hogy az integrál már közvetlenül meghatározható lesz. 


6. PÉLDA: Egy redukciós formula használata 


Számítsuk ki az 
J te x dx 


határozatlan integrált! 
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Megoldás: A (8.19) redukciós formulát n — 5 mellett felhasználva azt kapjuk, 


hogy 
Ji 
frőxark an fe: dx. 


A megmaradó integrál kiszámolásához újra a (8.19) képletet használjuk, n — 3 
mellett: 


ff xdx— ztex— fgxáx— - tg2x-HIn]cosx] 4 C. 
Ezek alapján 


ffőxdx— 7 tgtx— 5 tg2x—Inlcosz]-C mm 


Ahogy a szerkezetük alapján sejthetjük, a redukciós formulák általában parciális 
integrálással keletkeznek. 


7. PÉLDA: Egy redukciós formula levezetése 
Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges n pozitív egész szám esetén 


f magy dx — x(lnx)" —n [mage dx! 


Megoldás:  Parciálisan integrálunk az 


fedve w— f vdu 


képlet alapján, amelyben 


u — (inx)", du—n(my1 5, dv — dx, vVEgx 
Ezzel megkapjuk a keresett 
fm dx — x(lnx)" — n [image dx 
összefüggést. h-j 


Néha két redukciós formulát kell használnunk egymás után. 


8. PÉLDA: 
Számítsuk ki az j 
J sin xcos"x dx 
határozatlan integrált! 
Megoldás: A (8.21) képletet használjuk, n — 2 és m — 3 mellett. Ezzel 
f sin? xcos?x dx . SinxcosÍx 2 ! / sin cos? x dx — 
Hi 2-3 2-3 " 
; 4 
SINnXCOS 1 
s a S st z f 057 xdx. 


A jobb oldalon maradó integrált az integráltáblázat 61. képletével (amely szintén 
egy redukciós formula) számoljuk tovább. A 61. képlet szerint: 


n—1] : 
cos" "axsinax n7-l] s. 
f sos axdx — em —————— e edfk f so" 2 ax dx. 
Ha A 


Erre n — 3 és a — 1 mellett van szükségünk: 


Dzsi 
f co xdx ZS ő f cosxdx — 





coszxsinx 2. 
— ja "mi -k 3 sinxtC. 
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Ezek alapján 
ú sz sti fla 
5 l 
f sin xcoszdz —— ES 4: szt eseszz EST Yv) S 
r 5 3 3 
ü sinxcoslx , cosZxsinx 2 an úg 
"7 5 15 pr 


Második megoldás. Az integráltáblázat egy másik képletét is alkalmazhatjuk, 
a 69.-et. Az a — I helyettesítéssel azt kapjuk, hogy 
sin"t xcosr-]x m—I 


f sin xcos"x dx — —— 641 — Tsi" xcos":xdx. 
Mm -t-n m--n 


A mi esetünkben n — 2 és m — 3, amellyel 


sin xcosZx 


5 
sinfxcoszx 2 /sinjx 
— ————  7T- — tC — 


2 
/ sin? xcos? x dx e -k 5 J sin? xcosx dx — 





2 5 3 
sin xcoszx 2 gs . 
zz 5 -k 15 sin xtC. 
Láthattuk, hogy a 96. képlet alkalmazásával hamarabb kaptuk meg az ered- 
ményt. Sajnos általában nem tudjuk előre megmondani, hogy melyik módszer 
milyen gyorsan vezet a megoldáshoz, így nem célszerű túl sok időt tölteni az- 
zal, hogy a , legjobb" formulát megkeressük. Válasszunk ki egy módszert, amely 
valószínűleg működni fog, és vágjunk bele! 

Figyeljük meg, hogy a két megoldás máshogy kinéző primitív függvényeket 
adott eredményül. Ez gyakran előfordul trigonometrikus függvényeket tartal- 
mazó integrálok esetén. A két függvény valójában azonos, és azt használhatjuk, 
amelyik jobban megfelel a további céljainknak. a 


Nem elemi integrálok 


Amikor megjelentek azok a számítógépes programok, amelyek szimbolikus mű- 
veletekkel képesek meghatározni egy függvény primitív függvényét, gyakorlati 
jelentősége lett annak a kérdésnek, hogy melyek azok a függvények, amelyek 
primitív függvényét fel lehet írni elemi függvények (azon függvények, ame- 
lyekkel itt foglalkozunk) segítségével, és melyek azok, amelyekét nem. Azokat 
az integrálokat, amelyeknél az integrandusnak nincs elemi primitív függvénye, 
nem elemi integráloknak nevezzük. Az ilyen függvények integrálását végtelen 
sorokkal vagy numerikus módszerekkel próbálhatjuk meg. Például ilyen nem 
elemi integrál szerepel a Gauss-féle hibafüggvényben: 


erf(x) — z Je dt, 
0 
vagy a gépészetben és fizikában fontos 
Sina? dx és Jvrat dx 


integrálokban. Ezek, és még jó néhány más, nem elemi integrál, mint például az 


e l i 
J — dx, ] ee) dx, / — dx, f In(lnx) dx, zati dx, 
x inx x 


J71-tésinx dx 0-k-C1 
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változót Is: 


integrálok annyira ártatlanul néznek ki, hogy gyanakvás nélkül nekiállnánk ki- 
számolni a primitív függvényüket. Azonban bebizonyították, hogy ezen függ- 
vények primitív függvénye nem írható le elemi függvények véges kombinációi 
segítségével. Ez persze igaz minden olyan integrálra is, amely helyettesítéssel 
ezek egyikévé alakítható. Tehát ezek az integrálok nem elemiek, pedig — mivel 
az integrandusok az értelmezési tartományukon folytonosak — az integrálszámí- 
tás alaptétele szerint a határozatlan integráljuk létezik. 

Ez a fejezet egyetlen olyan integrálszámítási feladatot sem tartalmaz, amely- 
ben nem elemi integrált kéne kiszámolni, de a munkánk során találkozhatunk 
ilyenekkel is. 


Integrálás számítógéppel 

A matematikai programcsomagok általában képesek szimbolikusan integrálni, 
azaz meghatározni egy függvény határozatlan integrálját. Az, hogy szintakti- 
kailag hogyan kell beírni a függvényt, illetve hogy mi az integrált kiszámító 
parancs, az programfüggő (például int a Maple-ben, Integrate a Mathematica- 
ban). Mi a példáink során a Maple 5.1 használatát mutatjuk be, majd a fejezet 
végén közöljük a Mathematica megfelelő parancsait is. 


9. PÉLDA: Egy f függvény megadása, majd integrálása a Maple-lel 
A következő függvény határozatlan integrálját szeretnénk kiszámolni: 


f(x) — éva ral. 
Először definiáljuk az f függvényt a Maple számára: 
.: f:xő2xsgrtla"2txő2); 
Most kiadjuk az integráló parancsot az f függvényre kijelölve az integrációs 


: int(i,x]; 


A Maple azt válaszolja, hogy 
nx(a HÉJ süxy a txt — a In (e a? 22) I 


Érdemes megnézni, hogy a választ lehet-e tovább egyszerűsíteni. Írjuk be, hogy 
: simplify(58); 


A Maple válasza: 
sxy at 3-xt óva ax — $ In (x- a" 122) . 


Ha a függvény [0, 1/2] intervallumon vett határozott integrálját szeretnénk ki- 
számolni, írjuk be az 


; int(f, x-ü. . Pi/2); 


parancsot. A Maple megadja a választ: 
sz x(46 ar z)62 szd V4at nm - za In(2)— 
I 4 A a2 2 l 4 2 
—ga n(7- 4a 122) za In(a" ). 


Ha az a paraméter egy konkrét értéke mellett vagyunk kíváncsiak a [0, 1] inter- 
vallumon vett határozott integrál értékére, akkor ezt kell beírnunk: 

a a:-1; 

- nttlt, xsb.. 1); 
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A válasz: 


5721gm(v2-1), 


10. PÉLDA: Integrálás a függvény elnevezése nélkül 
Keressük meg az 
j sin? xcos? x dx 


primitív függvényét a Maple használatával! 
Megoldás: Írjuk be a Maple-be a következő sort: 
: int((sin"2) (x)r(cos"3) (xx), xi; 


amelyre a válasz 


E aa Has 2. 
Z sin(x) cos(x)" 75 cos(x)" sin(x) 15 sin(x). 


11. PÉLDA: A Maple nem tud választ adni 
Keressük meg az 
fi (arccos ax)" dx 


primitív függvényét a Maple használatával! 
Megoldás: Írjuk be a Maple-be az 
: int((arccostarx)) "2, x); 


parancsot! A válasz az lesz, hogy 


J arccos(ax)? dx, 
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amely azt mutatja, hogy a Maple nem tud zárt formában választ adni. A Il. 
fejezetben majd megnézzük, hogy hogyan lehet hatványsorok segítségével meg- 


határozni ezt az integrált 15. 


L] 


Persze a különböző programoknak különböző módokon kell beírni a paran- 
csokat, és ezek más és más formában fognak válaszolni nekünk. Most meg- 
nézzük, hogy hogyan oldhatjuk meg a 9-11. példákban szereplő feladatokat a 


Mathematica 4 segítségével. 
I. A 9. példa feladatának a megoldásához ezt kell beírnunk: 


In[1]:5 Integrate[x"2rSagrt[(a"2tx"2], x] 


A Mathematica eredménye 
fős ey 1. 
Out[1]— vVattax a "a - ga Log Él a2 4.72], 


és nem is kell további egyszerűsítésére kérnünk. A kiadott válasz hasonlít az 


integráltáblázat 22. képletére. 
2. A Mathematica az 

In[2]:5 Integrate[Sin[x] "2ZrCos[Ix]7"3, x] 
parancsra megadja a 10. példa megoldását: 


Sin[x] 
8 


l 


i 
Out[2] — — ag 5in [3x] — 3D Sin[5x], 





de ez különbözik a Maple válaszától, és a 8. példa megoldása során kiszámolt 


eredménytől 15. 
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Az integráltáblázat használata 


8. fejezet 


Integrálási technikák 


kedsdsdleltekettelkétekelelökelellnünönönönlekekelsünütünü 





3. Ha all. példabeli integrált kérdezzük meg a Mathematicától: 


In[3]:5 Integrate[lArcCos[arx]"2, xIl 


a Mathematica 4 a Maple 5.1-gyel ellentétben válaszol: 


241 — a$Z ArcCos[a x] 
a 


Out[3] — —2x — txArcCos[a x]", 


feltéve, hogy a Á 0. 


Bár a különböző programok nagyon sok mindent ki tudnak számolni, és sok- 
szor segítenek nehéz feladatok megoldásában, egyikük sem csodaszer, Előfor- 
dul, hogy egy program használata csak még nehezebbé teszi a feladatot, abban 
az értelemben, hogy a válasz amelyet ad, értelmezhetetlenül bonyolult. Figyel- 
jünk arra is, hogy sem a Maple, sem a Mathematica nem írta ki a primitív függ- 
vények után a --C konstanst! Tehát a számítógépek nem gondolkodnak helyet- 
tünk, a használatukhoz, és a kapott eredmény értelmezéséhez szükséges a saját 
matematikai gondolkodásunk is. Erre láthatunk példát a 111. feladatban. 
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9) 
37. f coszeos a d8 


: [§) ; 
fi 38. f ess 7 cos 78 d8 


A kötet végén levő integráltáblázat használatával számítsuk ki a 
határozatlan integrálokat (1—38. feladatok)! 














Helyettesítés és integráltáblázat 




















dx dx 
1. e BESE 
xvVx—3 xvxt4 Helyettesítéssel hozzuk az integrálokat az integráltáblázatban 
3 xdx xdx szereplő alakra, majd adjuk meg ki a határozatlan integrálokat 
; /x—2 (2x-43)3/2 (39—52. feladatok) ! ? 
x "ag töx , 
[5v25—3 ax 6. faxa5?? dx 39. [777 EE (232 dx 
vV9—4x dx ; arccos 4/x 
X—X s x ! 2 — x 
BEF iz ; - 1 
[54 dx 10. [57 dx 43. [E a 44. [7 a: 
dx Xx 
u. (5 12. —-e : . tetett 1-szatttátó 
ST 4 ST 45. f (eten) 1—sinőtdt, 0O-2t-m/2 
V/4—xi ala — 
13. — dx is TT Dú 46. [— gy 
zá 8 J (tet) vá —sinéi 
15. / V25—p? ap 16. (25-62 da a. [8 8. f 22508 
17 malt 1 [ai 9 gyári 7 vV5-sime 
. J V4—r .J V/8-2 49 3dr 3 dy 
— J vV0r2-1 2 
Mr szt BÓT gettó To vm 
s 51. J arccos y/x dx 52. hi arctg ,/y dy 
21. J e" cos3t dt 22. J e! sindt dt 
23. J xarccosx dx 24. bi xarctgx dx Redukciós formulák 


27. ! e. dx 
29. T MEA dt 
31. J 22 arctgx dx 
33. J sin3xcos2x dx 


35. J 8sinai sin 2 dt 


dO 
76. ] (2— 02)2 


32. 


34. 


36. 





v9x—4 
7] dx 
x 
3119 dt 
t 


arctgx 








Í sin2xcos3x dx 


t t 
in — sin — dt 
fsz sine 


Az 53—72. feladatokban szereplő határozatlan integrálokat re- 
dukciós formulák segítségével számítsuk ki! 


53. 


55. 


517. 


he 


ól. 


J sin? 2x dx 

J Bcos! azt dt 

sin? 20 cos? 260 d0 
J 2sinftsectr dt 


f tg 2xdx 


54. 


56. 


58. 


60. 


62. 


sin? d dO 


2 


3005 3y dy 


j, sin? 0 cos/2 a 40 


f ese ycos5y dy 


4Xx 
te" — d. 
fg da 


8.6. 
63. j Betgtt dt 64. J 4ctg? 21 dt 
65. fs mxdx 66. fússőő dx 
67. j 3sect3x di 68. J cset La d0 
69. f escÍxdx 70. Í segg 
71. 168 (ina)? dx 72. f 1129? dx 


x"e" típusú integrálok 


A 73-80. feladatokban szereplő integrálokat az integráltáblázat 
103—106. képleteivel számoljuk ki! (A feladatok megoldhatóak 
a 8.2. részben tárgyalt táblázatos integrálás segítségével is.) 


73. J xeéöz dx 74. J re d; 
75. hi de? dx 76. I sem dx 
T7. J 22 dx 78. J 227 dx 
79. Ír dx 80. fe dx 


Helyettesítés és redukciós formulák 


Számoljuk ki a 81—$6. feladatokban szereplő integrálokat! Al- 
kalmazzunk egy (lehetőség szerint trigonometrikus) helyettesí- 
tést, hogy olyan formát kapjunk, amelyet redukciós formulákkal 





egyszerűsíthetünk! 
370 
81. fésee ho jydi 82. [5 d0 
(z —1) 78 
1 vV3/2 új 
83. fovza1 aa 84. I! et 
(11— yző? 
0 0 új 
2 1/43 
ús E 3 íj dt 
I / r ; (2 1)72 


Hiperbolikus függvények 


Az integráltáblázat használatával számítsuk ki az szereplő integ- 
rálokat (87—92. feladatok)! 
88. J EVE a 


ő 
87. Jas 3x dx A 


90. J xsh5x dx 





89. J ÖGHZEGE 


l 
91. Éj BET BB thx dx 
ch x 





l 
92. [7 cth2x dx 
shh 2x 


További példák és feladatok 


A 93—-100. feladatokban a kötet végén levő integráltáblázat egy- 
egy képletének a levezetése a feladat. 


93. Az u — ax -b helyettesítés használatával számítsuk ki az 


[game 


integrált! (Az integráltáblázat 9. képlete.) 
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94. Alkalmas trigonometrikus helyettesítés használatával szá- 
míitsuk ki az 


7 dx 

(a 3-2 

integrált! (Az integráltáblázat 17. képlete.) 

95. Alkalmas trigonometrikus helyettesítés használatával szá- 


mitsuk ki az 
J Va —-x dx 
integrált! (Az integráltáblázat 29. képlete.) 
96. Alkalmas trigonometrikus helyettesítés használatával szá- 
míitsuk ki az 
I dx 
xiv xt— a 


integrált! (Az integráltáblázat 46. képlete.) 
97. Parciálisan integrálva számítsuk ki az 


[7 sinax dx 


integrált! (Az integráltáblázat 80. képlete.) 
98. Parciálisan integrálva számítsuk ki az 


f x" (Inax)" dx 


integrált! (Az integráltáblázat 110. képlete.) 
99. Parciálisan integrálva számítsuk ki az 


f x" arcsinax dx 


integrált! (Az integráltáblázat 99. képlete.) 
100. Parciálisan integrálva számítsuk ki az 


[7 arctg ax dx 


integrált! (Az integráltáblázat 101. képlete.) 


101. Térfogat: Mekkora a térfogata annak a testnek, amelyet 
az y— vV2 12, 0£xcV2 görbe x-tengely körüli megforga- 
tásával kapunk? 


102. Ívhossz:  Mennyiaz y—4, 0£xe vV3/2 görbe ív- 
hossza? 


103. Súlypont: Hol van a súlypontja annak a síkidomnak, 
amelyet az y— 1/vVx1- 1 görbe és az x — 3 egyenes vág ki a 
pozitív síknegyedből? 


104. Tehetetlenségi nyomaték: Egy vékony, ő — 1 konstans 
sűrűségű lemezt vág ki a pozitív síknegyedből azy— 36/(2x1-3) 
görbe és az x — 3 egyenes. Számoljuk ki a lemez y-tengelyre vo- 
natkozó tehetetlenségi nyomatékát! 


105. Felszínszámítás: Az y—4, —1 €xE1 görbét meg- 
forgatjuk az x-tengely körül. Az integráltáblázat és számológép 
segítségével számoljuk ki a görbe által súrolt palást felszínét leg- 
alább 2 tizedesjegy pontossággal! 


106. Térfogatszámítás: A vállalat vezetése azzal bízott meg 
minket, hogy keressünk számítógépre vihető módszert az év vé- 
gén a vállalat gázolajtartályaiban maradó gázolajmennyiség pon- 
tos meghatározására. A tartályok oldalra fektetett henger ala- 
kúak, amelyek alapkörének sugara r, magassága L. A tartályban 
lévő gázolaj mérésére egy centiméter beosztású pálcát használ- 
nak, melyet a tartály tetejére vágott nyíláson át merítenek a gáz- 
olajba. (Lásd az ábrát!) 
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(e) — Adjunk képletet az 
1 mérőpálca f xX"Inx dx n721 


integrál értékére! Válaszunkat ellenőrizzük számítógéppel! 
110. Számítsuk ki számítógéppel az 





In I lna 
, a [d 4 [dd 9 [dd 
d — üzemanyag ; x? x3 4 
szint integrálokat! 
(d) — Milyen szabályszerűséget látunk? Mit sejtünk ez álap- 
ján a 
(a) Mutassuk meg, hogy ha a tartályban lévő gázolaj ma- Inx 
gassága d, akkor a térfogata I 6 ii 
Hú; ha ú határozatlan integrál értékére? Ellenőrizzük a sejtést a számító- 
VSEBBRA ] pay dy! géppel! 
ő (e) " Adjunk képletet az 
(b) Számoljuk ki az integrált! 
lnx 
107. Mennyi az Fi dx 5 n722 
b 
J vVx—xt dx integrál értékére! Ellenőrizzük a választ számítógéppel! 
a 


3 zi 98 111.(a) Keressük meg számítógéppel az 
integrál a-tól és b-től függő lehető legnagyobb értéke? Válaszát 


indokolja! x/2 
I sin" x 
108. Mennyi az J 


b sin" xb costx dj 
JrV2x— sű dx 
a 


határozott integrál értékét! Sikerült? 


integrál a-tól és b-től függő lehető legnagyobb értéke? Válaszát (b) Ha igen, számoljuk ki az integrált n — 1,2,3,5,7 ese- 
indokolja! tén! Mit mondhatunk az eredmény bonyolultságáról? 
(c) Most hajtsuk végre az x — (r/2) — u helyettesítést, 
Intesrál : 2 ös tséző 3 majd adjuk össze a régi és az új integrált! Ennek segítsé- 
grálok vizsgálata számítógéppel éssel hatátozztk mek 
109. Számítsuk ki számítógéppel az xr/2 se 
sin" x 
(a) J xlnx dx, (b) J x Inx dx, (c) ; xInxdx / sin" x -b cos"! x ax 
integrálokat! ; 
(d) Milyen szabályszerűséget látunk? Mit sejtünk ez alapján értékét! 
4 Ez a példa jól mutatja, hogy egy kis matematikai jártassággal ho- 
J x Inxdx gyan kezelhetünk olyan problémákat is, amelyeket a számítógép 


értékéről? Ellenőrizzük a sejtést a számítógéppel! közvetlenül nem tud megoldani helysttünis 


Numerikus integrálás 





Ahogy láttuk, S f(x) dx kiszámolásának a legegyszerűbb módja megkeresni 
f(x) egy F(x) primitív függvényét, majd kiszámolni F(b) — F(a) értékét. Azon- 
ban néhány függvénynek nagyon nehéz, sok munkával járó feladat megtalálni a 
primitív függvényét, illetve némely függvénynek, mint például a sinxé, 1/Inx 
és V1--at függvények, egyáltalán nincs elemi primitív függvénye. 

Más esetekben az integrálandó függvény képletét nem is ismerjük, csak né- 
hány helyen vett helyettesítési értékét, amelyekre valamilyen-mérés során tet- 
tünk szert. 

Bármi is az ok, ha nem tudunk egy határozott integrált primitív függvény ke- 
reséssel megoldani, alkalmazhatunk numerikus közelítő megoldásokat, mint pél- 
dául a fejezet során ismertetésre kerülő trapézformula, vagy a Simpson-formula. 
Ennek a két módszernek az alkalmazása során általában jóval kevesebb részre 
kell felosztanunk az alapintervallumot egy adott pontosság eléréséhez, mint az 
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5.1. és az 5.2. fejezetekben tárgyalt , téglalapformulák" bármelyikében. A feje- 
zetben a módszerek alkalmazása során fellépő hibákra is becslést fogunk adni. 


Közelítés trapézokkal 


Ha nem tudjuk megtalálni az integrálandó függvény primitív függvényét, osszuk 
fel az integrálási intervallumot részintervallumokra, és egy-egy ilyen részinter- 
vallumon közelítsük a függvényt egy rá jól illeszkedő polinommal! Számoljuk 
ki a polinomok integrálját, majd a részintervallumokra kapott értékeket adjuk 
össze! Azt reméljük, hogy az így kapott szám jól közelíti f integrálját. Mi a 
továbbiakban az egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy f pozitív, de valójában 
csak arra lenne szükségünk, hogy f folytonos az la, b] intervallumon, amelyen 
integrálni szeretnénk. 

A trapézformula alkalmazása esetén ezek a közelítő polinomok elsőfokúak 
lesznek. Így a függvény alatti területet téglalapok helyett trapézokkal közelítjük, 
ahogy az a 8.10. ábrán is látható. Nem feltétlenül szükséges, hogy az xg, xi ..., 
xn osztópontok által meghatározott részintervallumok ugyanolyan hosszúak le- 
gyenek, de az eredményül kapott képlet egyszerűbb, ha azok. Tegyük tehát fel, 
hogy minden egyes részintervallum hossza 

je E 
n 
Ezt a Ax értéket nevezzük a felosztás lépésközének. Az i-edik részintervallum 
feletti trapéz területe 





mi ty Ax 
Ax pr) - 7 Vi-1 ty), 


ahol y;-1 — f(xi—1) ÉS Yi — f(x). 


yz f(x) 







Trapézterület 
(1 t y2)Ax 


arr 


xgsza xi Xa FF Ad 0 n-i Xn-b 


8.10. ÁBRA: A trapézformula alkalmazásakor a függvény görbéjét egyenes sza- 
kaszokkal közelítjük, a függvény [a,b] intervallumon vett integrálját pedig az 
így keletkező trapézok területösszegével. 


Ezt a területet úgy számítjuk ki, hogy a trapéz vízszintes irányban mért Ax 
, magasságát" megszorozzuk a két függőleges , alapjának" az átlagával. (Lásd 


a 8.10. ábrát!) A függvény grafikonja és az x-tengely közötti területet, azaz 
É f(x) dx -et a trapézok területösszegével közelítjük: 


l l 
T— 2 0otyArt 501 tHy2)Ax tert 
l ! 48 
t 5 0-2 Fyn 1JArtH50n-1-tyn)Ax — 
1 l 
nllyneetyeűtke 


éz 7 00-H2yi-H2y2-b ett 29-i tYn) 
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8.11, ÁBRA: Mivel a függvény konvex, 
a trapézformula egy picit fölülbecsli az 
x" függvény [1,2] intervallumon vett 
integrálját. 


yzx 
1 
5/4 
6/4 36/16 
7/4 49/16 
2 4 


8.3. TÁBLÁZAT: Az y — 2 függvény 
osztópontokban felvett értékei. 





ahol 


yo— fla), . y1—f( — -- — 9n-1—f(n-  9n7- f(b). 


A trapézformula 


b 
fi f(x) dx közelítő értéke a trapézformulával: 
a 


Ax 
T— (bor 2y1-2y2-krrh 2-1 9) 
A képletben szereplő y; számok f értékei az 
xp—a, xi sadtár, xa—adt2áx, ..., xn-i —at(n—l]áAr, xn— b 


pontokban, ahol Ax — sú 7 s 





1. PÉLDA: A trapézformula használata 
Használjuk a trapézformulát n — 4 mellett az f, al dx integrál közelítésére! Ha- 
sonlítsuk össze az eredményt az integrál valódi értékével! 


Megoldás: Osszuk fel az [1,2] intervallumot négy egyenlő részre (8.11. ábra), 
majd értékeljük ki az y — x függvényt az osztópontokban (8.3. táblázat) ! 

Alkalmazzuk a trapézformulát az így kiszámolt y; értékekkel n — 4, illetve 
Ax —(2—1)/4—1/4 mellett: 


Ax 
T — — (042917 2y2 1 2y3 ya) — 
2 


l 25 360 49 
- a (12(55)r2(16) (1614) 7 
75 


— ma 7234315. 


Az integrál pontos értéke 


2 2 
x 8 ll 7 


A becslés hibája az integrál százalékában kifejezve 


(234375 — 7) / G) as 0,00446, vagyis 044695. 
A trapézformula mintegy fél százalékkal felülbecsülte az integrál valódi értékét. 
L] 


Azt, hogy a trapézformula az integrál valódi értékénél nagyobb közelítő ér- 
téket ad, a számolás elvégzése nélkül is láthattuk volna. Mivel az x? parabola 
konvex függvény, a közelítő egyenes szakaszok a függvény grafikonja fölött he- 
lyezkednek el, így minden egyes trapéz területe egy picit nagyobb lesz, mint a 
függvény görbéje alatti terület. A 8.10. ábrán láthatjuk, hogy ha egy intervallu- 
mon a függvény konkáv, akkor azon az intervallumon a trapézformula alulbecsii 
az integrál valódi értékét. 


2. PÉLDA: Átlaghőmérséklet 


Egy őszi napon minden egész órában megmértük a külső hőmérsékletet dél és 
éjfél között. A mérések eredményét a következő táblázat tartalmazza: 
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Idő 12 13 14 15 ló 17 18 19 2 21 22 323 24 
"CC 17 19 20 21 21 20 20 20 19 18 l6 15 13 


Mekkora volt az átlaghőmérséklet ezalatt a 12 óra alatt? 


Megoldás: Egy folytonos függvény, a hőmérsékletfüggvény átlagát keressük, 
de csak néhány helyen ismerjük a függvény értékét. 


b 
átlag(f) —— / (2) dx 


értékét kellene kiszámolnunk, de nem ismerjük f(x)-et. Közelítsük a trapézfor- 
mula alkalmazásával f integrálját, az egész órákat használva osztópontokként. 
Így Ax — I lesz. 


ÁXx j 
T — — bo t2y2at e t2yti ty) .— 
zt 5 (17--2- 19--2-2014-- 3-2 15-13) - 
— 224. 


T-vel becsülve hó f(x) dx értékét azt kapjuk, hogy 


l 1 
e T 7-1 24 18,6667 


Azaz az átlaghőmérséklet körülbelül 18,7 7C volt. [] 


átlag( ff) 5 


A trapézformula hibabecslése 
Ahogy n növekszik, és a Ax lépésköz tart 0-hoz, T az [/ f(x) dx pontos érté- 


kéhez konvergál. Ennek a bizonyításához írjuk fel n részintervallum esetén a 
trapézformulát: 


l l 
Tn— Ax (204 TIT EJT 59) s 


— (y1-4y2-t ren Ar-t 5 (0 — Jn) Ax iii 
- F frdárt 7 (1(a)— f(D)JAx 


Ahogy n— os és Ax — 0), definíció szerint 


B b 
4 f(xrjáxr — Je) dx, illetve 2 (f(a) — f(b))Ax —Ü. 
k—1 jó 
Így viszont 
b b 
Jim Tn S [re dx 1-0 — [re dx. 


Mindez azt jelenti, hogy elméletileg akármilyen kicsire csökkenthetjük T és az 
integrál különbségét, ha n-t kellően nagynak vesszük. A gyakorlatban viszont 
inkább az érdekel minket, hogy milyen nagyra kell n-t választanunk, hogy T és 
az integrál eltérése egy adott hibaküszöb alá csökkenjen. j 

Erre egy olyan tétel válaszol, amelyet itt nem bizonyítunk. E szerint, ha f" 
folytonos [a, bI-n, akkor alkalmas c € [a,b] konstanssal 


b 
[69 ax—-T-— (oan? 
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8.12. ÁBRA: A 3. példában szereplő 
függvény grafikonja. 


. Így, ahogy Ax nullához tart, T és az integrál eltérése, azaz az 


b—ű ag 
Er——— ef (0(A9? 


képlettel definiált hiba Ax négyzetével arányosan tart nullához. 
Az 


h-—-a . új 2 
KÉT össze 
Er] c 15 max (x)I(Ax) 


egyenlőtlenség felső becslést ad a Ax lépésközhöz tartozó hiba nagyságára. Ál- 
talában sajnos nem tudjuk meghatározni max ]f"(x)I pontos értékét, így ezt is 
felülről kell becsülnünk. Ha M égy felső korlát [f"(x)l-re, azaz If"(x)I £ M ha 
x € [a, b], akkor 


b—- a p 
s S ; 
Er S —177 M(Ax) 
Ha kicseréljük Ax-et (b — a) /n-re, azt kapjuk, hogy 


M(b — a) 


Ez 
ETIS 


Ez az az egyenlőtlenség, amelyet általában az IEr] hiba becslésére használunk. 
Megkeressük a lehető legjobb M-et [f"/(x)I felső becslésére, és az egyenlőség- 
gel megbecsüljük JEr [-t. Első pillantásra túl , nagyvonalúnak" tűnik a hiba ilyen 
mértékben való felülbecslése, de működik. Ha JErl]-t le szeretnénk szorítani va- 
lamely előre választott érték alá, n-et kell kellőképpen nagyra választanunk. 





A trapézformula hibabecslése 


Tegyük fel, hogy f" folytonos, és M felső korlát 1f"1 [a, b]-n felvett érté- 
kére. Ekkor jó f(x) dx és az n részintervallumra felírt trapézformula által 
adott T integrálközelítés Er eltérésére igaz a következő becslés: 


M(b—a)? 


tés 
ETIS7 e 


3. PÉLDA: A trapézformula hibájának felső becslése 
Adjunk felső becslést a közelítés hibájára, ha az 


ít 
[/sinx dx 
0 


integrált az n — 10 lépéses trapézformulával becsüljük! (Lásd a 8.12. ábrát!) 


Megoldás: A mi esetünkben a — 0, b — x és n — 10. A hibára adott felső 
becslés szerint 


M(b-a? me 
szgtesezi szekllíkosi ANNE 
E ETT 1200 


A képletben szereplő M tetszőleges olyan szám lehet, amelyre teljesül, hogy 
M-If (dl minden olyan :-re, amelyre 0 €x€ mr. 
Mivel f"(x) —2c0sx—xsinx, ezért 


I£"(91— [2cosx—xsinx] c 
£ 2]cosx] -k [x] - [sinx] c 


szít stásássleza [cosx] és [ sinx] mindig 
£2-1tx:17-—23-x. l alatt van ésÜSxém 





8.13. ÁBRA: Az y — 2/x? függvény az 
(1, 2] intervallumon x — 1-ben veszi fel 
a maximumát. 
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Tehát M — 2 -- 7 megfelelő választás. Ezzel 


n? H(21 7) 
NE 
Erl S 20047 1200 
azaz a hiba kisebb, mint 0,133. 
Ha ennél nagyobb pontosságra lenne szükségünk, akkor sem M-et próbálnánk 


pontosabban meghatározni, hanem a felosztás részintervallumainak számát nö- 
velnénk meg. Például n — 100 részintervallummal azt kapnánk, hogy 


ca 0,133, felfelé kerekítve 


(2-7) 


ő e ESZO VET, zetése 
lEri S 120000 


ca 0,00133. [] 


4. PÉLDA:  Osztásszám meghatározása adott pontosság eléréséhez 
Hány részintervallumra kell osztanunk az alapintervallumot, ha 


f1 
n2— (7 dx 
la 


értékét 107-nél kisebb hibával szeretnénk a trapézformula alkalmazásával meg- 
becsülni? 


Megoldás: Most a — 1 és b — 2, így a hibára vonatkozó becslésünk 


M(2—-1? 0 M 


Biz MY: ssszttő 
lEri s 12n2 12n2 


Ez most azon ritka esetek egyike, amikor pontosan ki tudjuk számolni max I f"] 
értékét ahelyett, hogy felső becslést keresnénk rá. Az f(x) — 1/x függvény má- 
sodik deriváltja: 


dó SG : 
ft)d-zzt ) — 2x gé 
Az y —2/-? függvény monoton csökken az [1,2] intervallumon, tehát a maxi- 


muma y — 2, a minimuma pedig y — 1/4. (Lásd a 8.13. ábrát!) Így M — 2, és 
j 


Er! c — - B 
; TS 6n? 


A hiba akkor lesz kisebb, mint 1073, ha 

107 kz n 100 
§ tk 8 

A kapott 40,83-nál az első nagyobb egész szám 41. Ha tehát n — 41 részinter- 


vallummal dolgozunk, akkor a trapézformula legfeljebb 107" eltéréssel fogja 
közelíteni In 2 értékét. Persze minden 41-nél nagyobb n is megfelelő lenne. — [1] 


K.A alj (! jő 


6n2 Zn, 


vagy 4083 a n. 


A Simpson-formula: becslés parabolákkal 


A Riemann-összegek és a trapézformula elég jó közelítést adnak egy folytonos 
függvény zárt intervallumon vett integráljának értékére. A trapézformula haté- 
konyabb, azaz kis n-ekre pontosabb eredményt ad, így gyorsabban konvergáló 
algoritmust készíthetünk belőle. 

Még hatékonyabb módszert kapunk, ha az integrál becslésekor egyenesek he- 
lyett parabolákkal közelítjük a függvény grafikonját minden egyes részinterval- 
lum felett. Az eljárást ugyanúgy kezdjük, mint az előzőeket: felosztjuk az [a, b] 
intervallumot n egyenlő részre, így minden részintervallum hossza h — Ax — 
(b — a) /n lesz. Most azonban még azt is megköveteljük, hogy n páros szám le- 
gyen. Két egymás melletti részintervallumon az y — f(x) 2 0 görbét egy közös 
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8.14, ÁBRA: A Simpson-formula a 
függvény görbéjét a részintervallumo- 
kon parabolákkal közelíti. 





8.15, ÁBRA; Ha —h-tól h-ig integrá- 
lunk, azt kapjuk, hogy a besatírozott 
rész területe 


h 
300714yi t-y2). 


parabolával közelítjük, ahogy ez a 8.14. ábrán látható. A parabolát úgy készítjük 
el, hogy illeszkedjen az (x;—1,9—1). (xi.y:) ÉS (1.41) pontokra. 

Vegyünk egy ilyen parabolát, és számoljuk ki az ábrán satírozással jelölt pa- 
rabola alatti területet! Hogy egyszerűbb legyen a számolás, tegyük fel, hogy 
xg — —h, xi — 0 és xz — h (lásd a 8.15. ábrát), ahol h — Ax — (b — a) /n. Ezt 
az általánosság megszorítása nélkül tényleg feltehetjük, hiszen a parabola alatti 
terület nem változik meg, ha az y-tengelyt máshol vesszük fel. 

A parabola általános egyenlete 


Ve Ax" 3 Bx-tC, 
így az alatta levő terület az x c [—h, h] intervallumon 


h 
Ap 7 f (42 4-Bx4C) dx — 
—h 
AZ  BX is 
üi 5 től 


2Ah? 
3 





H2Ch — 5 (24? 460). 


Most használjuk fel, hogy a kérdéses parabola átmegy a (—h,yo), (0,yi) és 
(h,y2) pontokon, azaz 


yo Ah" —Bh-tC, — y-C,  y.—-4Aht1Bh-C. 
Innen 


CE Yi; a 
A —Bh— yo —yi, 
Ah" 4-.Bh — y2 —yi, 
2Ah" — yo ty2 —2y1. 


Ezzel kifejezhetjük az A, területet yo, vi és ya segítségével: 


h. . h ; h 
Áxz 2 (2Ah" --6C) — 700 tya —2y1) tt 6y1) — 300-4yi t-y2)- 


Ha vízszintesen elmozgatjuk a parabolát a 8.14. ábrán jelzett eredeti helyére, az 
nem változtat az alatta levő területen. Így az (xo,yo), (xi.y1) és (x2,y2) pontokon 
átmenő parabola alatti terület továbbra 15 


h 
300 -t 4y1 1-y2). 


Hasonlóan, az (x2,y2), (x3,y3) és (x4,y4) pontokra illeszkedő parabola alatti te- 
rület ; 

a 02 tátya 34). 

Az összes parabolának kiszámolva a területét, és a területeket összeadva a kö- 
vetkező integrálközelítést kapjuk: 


h 
h h 
[re dx sz 300-44y1-4y2) Hz02-t4yz ya) Feet 


[8] 


h 
hr —(yn—2 t4yn-i Fyn) a. 


3 
h 
—— 30 -z 4y1i -- 2y2 -- 4y3 t2ya-t:""tH2yn2 tTÁAyn-1 HJn)- 


5/16 
5 
405/16 
80 


8.4. TÁBLÁZAT: Az y —5xt függvény 
osztópontokban felvett értékei. 
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Ennek a képletnek Simpson-formula a neve, és minden folytonos f(x) függ- 
vényre érvényes. (Lásd a 38. feladatot!) A függvény pozitivitása sem szüksé- 
ges, ezt csak a gondolatmenetünk egyszerűsítése miatt tettük fel. A felosztáshoz 
használt részintervallumok n számának párosnak kell lennie, hiszen minden pa- 
rabolához két intervallumot használunk fel. 


A Simpson-formula 


b 
fi f(x) dx közelítő kiszámolása a Simpson-formulával: 
él 


Ax : 
5 — 7 bo t4yi1 -2y27-4y3 Tt: tt 2yn—2 tt 4yn-1 Hy) § 


A képletben szereplő y;-k f értékei az 
xo—a, xx-atáAx, xz—at2Ax, ..., Xx-1—at(n—I]Jáx, x475b 
5 , b—a 
pontokban, ahol n páros, és Ax — i 
N 


Figyeljük meg az együtthatók sorrendjét: 1,4,2,4,2,4,2,....2,4.1! 

A formula megalkotója Thomas Simpson (1710-1761) angol matematikus. 

5. PÉLDA: A Simpson-formula használata 

Használjuk a Simpson-formulát n — 4-gyel az fű 5x6 dx közelítő kiszámolására! 


Megoldás: Osszuk fel a [0,2] intervallumout 4 egyenlő részre, és számoljuk 
ki y — 53 értékét az osztópontokban (8.4. táblázat)! Alkalmazzuk a Simpson- 
formulát n — 4 és Ax — 1/2 mellett: 


Ax 
5 — 7 Do -t4yi-t2y2-Háys ya) — 


3 
I 5 405 
Ess új 1 a. SES 140 CÉG EG B Cetssástat — 
5 ( Hire EST 180) 
I 
met ég E 
3245 


A kapott eredmény különbözik az integrál pontos értékétől (32), de csak 1/12 
az eltérés, az eredménynek kevesebb, mint 0,370-a. A közelítő eredmény igen 
pontos, pedig csak 4 részintervallumot használtunk. E 


A Simpson-formula hibabecslése 


A Simpson-formula hibabecsléséhez is szükségünk lesz egy olyan tételre, ame- 
lyet nem bizonyítunk. A tétel szerint, ha f negyedik deriváltja folytonos, akkor 


b—a 


za 4 GÁ 





b 
fe) ds 


valamely c € [a, b]-re. Így ha Ax nullához tart, akkor a Ssimpson-formula 


b— a 
—— — É (4) 4 
Es 180 7 (cM(Ax) 
hibája Ax negyedik hatványának a sebességével tart 0-hoz. (Ez megmagyarázza, 
hogy a Simpson-formula miért ad általában pontosabb eredmény a trapézformu- 
lánál.) 
Az 





j b—a 
Es] 2 4) ? 
Es] 2 180 Jas [7 (x) (Ax) 
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egyenlőtlenség felső becslést ad a hiba abszolútértékére. A trapézformula hiba- 


. becslésében szereplő max 1f"1-hoz hasonlóan általában itt sem tudjuk max [f6! 


értékét pontosan meghatározni, hanem felső becslést kell adnunk rá. Legyen M 
egy ilyen becslés, azaz [fé (x)] € M, ha x € [a, b]. Ekkor 
— a 


b 
Es! 2 — A jé 
Es] S 180 (Ax) 


A Ax — (b— a) /n egyenlőség felhasználásával ezt 
M(b— a)? 
1803 
formába is írhatjuk. Ez az a képlet, amelyet általában a Simpson-formula hiba- 


becslésére használunk. Ha találunk egy megfelelő M felső korlátot [fd] érté- 
kére, a képlet megadja a közelítés hibájának a felső becslését. 


Es] 





A Simpson-formula hibabecslése 

Tegyük fel, hogy fé folytonos, és M felső korlát [I [a, bl-n felvett ér- 
tékére. Ekkor E f(x) dx és az n részintervallumra felírt Simpson-formula 
által adott § integrálközelítés Es eltérésére igaz a következő becslés: 


M(b— a) 
jut sze ESSÉL. 
lEsi 5 1801 


A trapézformulához hasonlóan legtöbbször itt sem sikerül a lehető legjobb M 
megkeresése, ám ez nem is szükséges. Megkeressük azt a legkisebb M-et, amely 
még nagyobb erőfeszítés nélkül sikerül, és azt használjuk a hiba becsléséhez. 


6. PÉLDA: A Simpson-formula hibájának felső becslése 
Adjunk felső becslést a közelítés hibájára, ha az 


2 
J 5x dx 
0 


integrált az n — 4 lépéses Simpson-formulával közelítjük! (Mint ahogyan az 5. 
példában tettük.) 


Megoldás: Először keressünk egy M felső korlátot az f(x) — 5." függvény 
negyedik deriváltjának abszolútértékére. Mivel f(x) — 120, az M — 120 jó 


lesz. Azt is tudjuk, hogy b — a — 2 és n — 4. Így a hibabecslés: 


M(b—ay  1202Y 1 e. 
18029 180-44 12 





Es] S 


7. PÉLDA: A trapéz- és a Simpson-formula összehasonlítása 
Ahogy a 4. példában láttuk, In 2 értéke közelíthető a 


f1 
In2— (5 dx 
fox 


integrál közelítő kiszámolásával. A 8.5. táblázatban megmutatjuk a trapézfor- 
mula által adott T, és a Simpson-formula által adott § közelítéseket különböző 
n-ek esetén. 

Figyeljük meg, hogy a Simpson-formula mennyivel pontosabb, mint a tra- 
pézformula! Azt vehetjük észre, hogy ahogy n értékét megduplázzuk (így Ax- 
et megfelezzük), a trapézformula hibája 1/27-edére csökken, míg a Simpson- 
formuláé 1/21-edére. Például n — 50 esetén a Simpson-formula 7 tizedesjegy 
pontosságú eredményt ad, n — 100 esetén a pontosság már 9 tizedesjegy. 


In 


0,6937714032 
0,6933033818 
0,6932166154 
0,6931862400 
0,6931721793 
0,6931534305 


T, hibája 

0,0006242227 
0,0001562013 
0,0000694349 
0,0000390595 
0,0000249988 


0,0000062500 
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Sh 


0,6931502307 
0,6931473747 
0,6931472190 
0,6931471927 
0,6931471856 
0,6931471809 


S, hibája 

0,0000030502 
0,0000001942 
0,0000000385 
0,0000000122 
0,0000000050 
0,0000000004 


8.5. TÁBLÁZAT: A trapézformula (T,) és a Simpson-formula (5,) hibája al 
In2: f Ti 1/x) dx értékének közelítő kiszámolásakor. 





Ha f(x) egy 4-nél kisebb fokszámú polinom, akkor a negyedik deriváltja 0, 

ÉS 
b— a b—a új 

180 ill 7" jilsát az Ön 
Tehát ha f konstans, lineáris, másod- vagy harmadfokú polinom, akkor a Simp- 
son formula hibája 0, azaz pontosan megadja az integrál értékét függetlenül n 
választásától. Hasonlóan, ha f konstans vagy lineáris, akkor a második deriváltja 
0, így 


Es — — 





f9(0(Ax)" — 


hoty FS b—a 
— gz f (0(A ——— 


azaz a trapézformula pontos értéket ad f integráljára. Ez nem is meglepő, hiszen 
konstans vagy lineáris függvények esetén a közelítő trapéz egybeesik a függvény 
grafikonjával. 

Láttuk, hogy ahogyan a Ax lépésközt csökkentjük, elméletileg a trapéz- és a 
Simpson-formula hibája is csökken. Gyakorlati alkalmazásokban azonban más a 
helyzet. Ahogy Ax-et csökkentjük, előbb-utóbb összemérhetővé válik a számító- 
gép számolások során alkalmazott kerekítési hibáival. (Ez a jelenség körülbelül 
Ax —107?-nél fog bekövetkezni.) Ekkor az S és T hibájára vonatkozó becsléssel 
már nem tudjuk tovább követni, hogy mi történik. Ahogy Ax-et tovább csökkent- 
jük, előfordulhat, hogy egyre pontatlanabb lesz az integrál közelítése. A számí- 
tógép kerekítési hibáival ítt nem foglalkozunk részletesebben, de a numerikus 
analízis könyvek részletesen tárgyalják a kerekítésből adódó problémákat is. 





Er — 0. (Ax) —0, 


8. PÉLDA: 
Becsüljük meg 


2 
x dx 
/ dx 


értékét a Simpson-formulával! 


Megoldás: Az f(x —x függvény negyedik deriváltja 0, így a Simpson-for- 
mula az integrál pontos értékét fogja visszaadni bármely (páros) n esetén. Le- 
gyen tehát n — 2, és így Ax— (2—0)/2— 1. 


Ax 
5 7 00-t4yi--y2) — 
12 


— 1 gő sát — 8, 
mg I s kak — 4. 


Persze kiszámolhatjuk az integrált pontosan is: 


2 SEN e 
472 4 
[4-5 cső fek 7 
) 4], 4 


4ám 
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9. PÉLDA: 





Egy város le szeretne csapolni, majd földdel feltölteni egy kicsi szennyezett mo- 
csarat. A mocsár átlagos mélysége 2 méter, alakját a 8.16. ábra mutatja. Hány 
köbméter földre lesz szükség a lecsapolt mocsár feltöltéséhez? 


Megoldás: A mocsár térfogatának kiszámolásához kiszámoljuk közelítőleg a 
mocsár felszínét, majd a kapott számot megszorozzuk az átlagos mélységgel. 
A felszínt a Simpson-formulával becsüljük meg Ax — 6 méter választással, az 


Zs seábrzt BSE B JN Figyelmen kívül. y-oknak pedig a 8.16. ábráról leolvasott szélesség adatokat használjuk. 






Pé a a 
ján áj 


Horizontális beosztás: ő m 


8.16. ÁBRA: A 9. példában szereplő 
mocsár méretei. 


8.7. Feladatok — 
Integrálok becslése 
Becsüljük meg az 1-—10. feladatokban szereplő integrálokat a 
trapéz- és Simpson-formulával is! 

IL. A trapézformulát használva: 


(a) becsüljük meg az integrált n — 4 részintervallum 
használatával, és adjunk felső korlátot [Er [-re, 


(b) számoljuk ki az integrál pontos értékét, utána 
Er] pontos értékét, 


(c) az (JEr]/(pontos integrál)) - 100 képlettel hatá- 
rozzuk meg, hogy a hiba hány százaléka az integrál- 
nak! 


II. A Simpson-formulát használva: 


(a) becsüljük meg az integrált n — 4 részintervallum 
használatával, és adjunk felső korlátot [Es]-re, 


(b) számoljuk ki az integrál pontos értékét, utána 
Esl pontos értékét, 


(c) az (IEs]/(pontos integrál)) - 100 képlettel hatá- 
rozzuk meg, hogy a hiba hány százaléka az integrál- 





nak. 
2 3 
1. [dx 2. [2-1 dx 
1 1 
1 0 
ö; f6241) dx 4. [62-10 ax 
kő -2 
2 1 
5. [6-0 dt 6. [6061 at 
Ü —1 
2 1 4 1 
T. [7 ds 8 Té ds 
1 2 
x l 
9. ! sint dt 10. b: sin rt dt 
0 0 


A 11-14. feladatokban 8 egyenlő részre osztottuk az alapinter- 
vallumot, és megadtuk a függvény értékeit az osztópontokban. 


set———. .  — e. mm. sza dni áneá tn é é ét S. És - és emil szűken ene am eknm. ikke a zó LŐ a deszzdtttTÉK 


Ax 
Sz 7 00-t4yi-t2y2-t4y3-t2y4 b 4ys t-y6) — 


— 3(45--148--46-.64--24--36-t-6) — 738. 


Így a mocsár térfogata körülbelül 738 - 2 — 1476 m?. Om 


hm e e — er s — — 


Becsüljük meg az integrál értékét n — 8 mellett (a) a trapézfor- 
mulával, (b) a Simpson-formulával, majd (c) számoljuk ki az 
integrál pontos értékét, illetve az Er és Es hibákat! 

I 


3 
B 
1. [xV1—2 dx 12. [——z 40 
] VI6482 


x xv1—a 1: 8 a 
IGENT ENNE V16- 82 
0125 012402 0 0 
0,25 0,24206 0.375 009334 
0.375 034763 0,75 0,18429 
0.5 0.43301 1.125 027075 
0625 048789 1, 035112 
0.75 049608 1,875 042443 
0875 042361 225 049026 
I 0 2.625 058466 
3 0.6 
xyz 3 xyz 
13. Ti ÖTEESTTT dt 14. J (cset y)a/ctgy dy 
-g/2 x/4 
; 3cost y (csc2y) /etgy 
(2-t sinr)? 078540 2 

—1,5708 0 088357 — 1,51606 
—1,1781 0,99138 098175  1,18237 
—0,7854 1,26906 1.07992 093998 
—0,3927 1,05961 1.17810  0,75402 

0 0,75 127627 — 060145 

0,3927 048821 137445 046364 

0,7854 0,28946 147262 — 031688 

1,1781 0,13429 157080. 0 

15708 0 


Minimálisan szükséges 
részintervallumszám 


Minimálisan hány részintervallumra kell osztanunk az alapinter- 
vallumot, hogy (a) a trapézformula, (b) a Simpson-formula hi- 
bája 10-73 alá csökkenjen a 15—26. feladatokban szereplő integrá- 
lok közelítő kiszámolásánál? (A 15—22. integrálok megegyeznek 
az 1—8. integrálokkal.) 


3 1 
x dx 16. [2-1 az 17. f6241) dx 
l I 


; 
ame mij 


15. 


18. /602-1dx 19. [640 di 


l 
20. fé at 
Ü —] 


4 
1 l 
21. — d 22. ——— d 
[ds [7 § 


3 
I 
24. [7 dx 
ú vxi] 
1 


2 
/ 
3 
23. [71 ax 
ü 
vA 
25. / 
Ü 


sin(x-H1) dx 26. f cost Hir) dx 
—1 


Alkalmazások 


27. Medence térfogata: Egy téglalap alakú úszómedence 
szélessége 30, hosszúsága 50 méter. A h(x)-szel jelölt mélysé- 
gét hosszanti irányban 5 méterenként mérve a táblázat mutatja. 
Becsüljük meg a medence térfogatát, azaz n — 10 mellett alkal- 
mazzuk a trapézformulát 


50 
V [0-9 dx 


kiszámolására. 


pozíció — mélység ! pozíció — mélység 





28. Halastó betelepítése: Mint városi halőrnek, nekünk kell 
betelepíteni a horgásztavat a horgászszezon kezdete előtt. A tó 
átlagos mélysége 6 méter. Egy térképen 60 méterenként lemér- 
tük a tó szélességét, ahogy az ábra 15 mutatja. 

m 





Vertikális beosztás: 60 m 


(a) Becsüljük meg a tó térfogatát a trapézformula haszná- 
latával! 
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(b) A szezon kezdetekor átlagosan 30 köbméterenként 
lesz 1 hal a vízben. Azt szeretnénk, hogy a szezon végezté- 
vel megmaradjon a halaknak legalább a 2599-a. Maximum 
hány horgászengedélyt adhatunk ki, ha egy horgász átlago- 
san 50 halat fog ki a szezon alatt? 


29. A Ford Mustang Cobra gyorsulása: A táblázat az 1994- 
es Ford Mustang Cobra gyorsulási adatait tartalmazza, ponto- 
sabban, hogy mennyi idő alatt gyorsult fel az autó 0-ról x mph 
sebességre. Mekkora utat tett meg az autó, mialatt 130 mph-ra 
gyorsult? (Használjunk trapézokat a sebességfüggvény alatti te- 
rület becslésére, de vigyázzunk, az időintervallumok hossza nem 
azonos!) 
sebességváltozás idő (s) 


00-30 mph ge 
0—40 mph 32 
00-50 mph 45 
0—60 mph 9.ga 
0-70 mph 7,8 
0-80 mph 10,2 
0-90 mph 12,7 
0-100 mph 16,0 
0-110 mph 20,6 
0—-120 mph 20,2 
0—130 mph 37,1 


Forrás: Car and Driver, 1994. április. 


30. Légellenállás: Egy jármű légellenállása részben a ke- 
resztmetszete nagyságától függ, ezért a járműtervezők igyekez- 
nek minél kisebb keresztmetszetű autókat tervezni. Számoljuk ki 
közelítőleg a Simpson-formulával a James Worden által tervezett 
napelemes Solectria keresztmetszetét! 





31. Repülőgépszárny: Milyen hosszú legyen a repülőgép 
szárnyába tervezett állandó keresztmetszetű kerozintartály, ha a 
tartálynak 3000 kg kerozint kell befogadnia? A kerozin sűrűsége 


az — lms tttőászzatínsztsztáttn a a 
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860 ke/mő, a repülő szárnyába épített tartály keresztmetszetét az 
ábra mutatja. 





yo -45cm, yy—49cm, y.—55em, yz-—58em, 
y4 — ől em, ys — ys—64 cm, a vízszintes térköz 30 cm 


32. Benzinfogyasztás: Egy aggregátor folyamatosan műkö- 
dik egyre több benzint fogyasztva, amíg ki nem cserélik a ben- 
zinszűrőket. A trapézformula használatával becsüljük meg, hogy 
mennyi benzint fogyasztott a héten. 


olajfogyasztás 
nap (liter/óra) 
hétfő 0019. 
kedd 0,020 
szerda 0,021 
csütörtök 0,023 
péntek 0,025 
szombat 0,028 
vasárnap 0,031 
hétfő 0.035 


További példák és feladatok 


33. A szinusz-integrál függvény értékei: A szinusz-integrál 
függvény, azaz I 
X 
Si(x) — J szász 3 
74 t 
azon fizikában fontos függvények egyike, melyet nem lehet a 
megadott alakjánál egyszerűbben felírni. A (sint)/t függvény- 
nek nincs elemi primitív függvénye, de Si(x) értékeit meg tudjuk 
becsülni a fenti integrál közelítő kiszámolásával. 
Bár a jelölésből nem derült ki, valójában az 


sinr 

— hat A Ü, 
f(t) — t 

1 hat—0 


függvényt szeretnénk integrálni. Ez az f(t) a (sint)/t folyto- 
nos kiterjesztése a teljes számegyenesre, és végtelen sokszor 
deriválható minden pontban, így jó eredményre számíthatunk a 
Simpson-formula alkalmazásával. 





(a) Tudjuk, hogy a [0,7c/2] intervallumon [féY(x)I £ 1. 
Ezt felhasználva adjunk felső becslést a felmerülő hibára, ha 


értékét az n — 4 részintervallumra felírt Simpson-formulá- 
val becsüljük! 


ahkbhpb 


(b) Számoljuk ki közelítőleg Si(r/2)-t az n — 4 részinter- 
vallumra felírt Simpson-formulával! 

(c) Az (a) feladatban kiszámolt maximális hiba hány szá- 
zaléka a (b) feladatban kiszámolt integrálközelítés értéké- 
nek? 


34. Gauss-féle hibafüggvény: A valószínűségszámításban, 
hőterjedésben és információelméletben fontos 


x 
erf(x) — maj dt 
0 


Gauss-féle hibafüggvényt is csak numerikus integrálással tudjuk 
kiszámolni, ugyanis az et függvénynek sincs elemi primitív 
függvénye. 

(a) A Simpson-formula n — 10 melletti alkalmazásával 

számoljuk ki közelítően erf( 1) értékét! 

(b) Tudjuk, hogy a [0, 1] intervallumon 


d a 
667 


Ennek felhasználásával adjunk felső becslést az (a) részben 
elkövetett hibára! 


.. 12. 








35. (A 3. példa folytatása.) Az Er-re illetve Es-re kiszámolt 
hibabecslések általában , a lehető legrosszabb esetben" jellegű 
becslések, és a trapéz- és Simpson-formulák sokkal pontosab- 
bak, mint amit ezek a hibabecslések sugallnak, A 3. példában az 


ítt 


d ssinx dx 
Ü 
integrál trapézformulával való közelítésének a hibabecslésével is 
ez a helyzet. 
(a) Becsüljük meg az integrál értékét a trapézformulával 
n — 10 mellett! A mellékelt táblázatból kiolvashatóak a 
szükséges függvényértékek. 





0.1-m 0,09708 
02-77 036932 
03: 0,76248 
04-m 1.19513 
05. 1,57080 
06-37 179270 
0,7-m 1,77912 
08-17 147727 
09-17 087372 


0 


(b) Mekkora az integrál pontos értéke (azaz 77) és az (a) 
részben kiszámolt közelítés eltérése? Azt vehetjük észre, 
hogy sokkal kisebb, mint a 3. példa során kiszámolt felső 
becslés a hibára (amely 0,133 volt). 

MI (0 A3. példában kiszámolt hibabecslést javíthatjuk, ha a 
(0, 17) intervallumon jobb felső korlátot találunk 


If" (2) — [2cosx— xsinxl 


értékére. Számítógéppel rajzoltassuk ki f" grafikonját a 
(10,7c] intervallumon, és keressünk az előzőleg megtalált 
(2 73- m)-nél kisebb felső korlátot! 

Ezt a pontosabb korlátot M-ként használva adjunk jobb 
felső becslést lEr[-re! Vegyük észre, hogy még ez is sok- 
kal nagyobb, mint a trapézformulával elkövetett tényleges 
hibánk volt! 
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. 48 36. (A 35. feladat folytatása.) 


(a) . Mutassuk meg, hogy az f(x) — xsinx függvény negye- 
dik deriváltja 


Fádi (x) — —4cHsxtxsinx! 


Számítógéppel rajzoltassuk ki rő grafikonját, és keressünk 
egy M felső korlátot [f(9 (x) l-re az x € (0, ir] feltétel mellett! 


(b) Az w(a) feladatban kiszámolt M-et felhasználva adjunk 
felső becslést az elkövetett hibára, ha az 


TT 


Jssinx dx 


ü 


integrált az n — 10 mellett alkalmazott Simpson-formulával 
becsüljük! 


(c) A 35. feladatban megadott táblázat értékeivel becsül- 
jük meg az [d xsinx dx integrált az n — 10 részintervallu- 
mos Simpson-formulával ! 


(d) Számoljuk ki a (c) részben kiszámolt érték, és az integ- 
rál valódi értékének (7r) az eltérését legalább 6 tizedesjegy 
pontossággal! Azt vesszük észre, hogy a (b) részben adott 
hibabecslés igen jó volt. 


37. Bizonyítsuk be, hogy ha f folytonos [a,b]-n, akkor a tra- 
pézformula által az [? f(x) dx kiszámolására adott T összeg egy 
Riemann-összeg. 

(Útmutatás: a középértéktétel használatával lássuk be, hogy lé- 
tezik cp € [xx—1. xx], amelyre f(cx) —(f(xx—1) F f(xx))/2.) 


38. Bizonyítsuk be, hogy ha f folytonos [a,b]-n, akkor a 
Simpson-formula által az É f(x) dx kiszámolására adott § 
összeg egy Riemann-összeg! 


Numerikus integrálás számítógéppel 


Ahogy már említettük, néhány folytonos függvény határozott in- 
tegrálja nem számolható ki a Newton-Leibniz-szabály alkalma- 
zásával, mivel ezen függvények primitív függvénye nem elemi 
függvény. Numerikusan közelítve mégis meg tudjuk becsülni 
ezen nem elemi integrálok értékét. Ha a számológépe vagy a szá- 
mitőgépe képes numerikusan integrálni, próbálja meg kiszámít- 
tatni vele a 39-42. feladatokban szereplő integrálokat! 
1 
 EMEAT Ezzel a nem elemi integrállal Newton is 
39. fi 1-4 dx foglalkozott. aes 
Ü 


A 33. feladat integrálja. Azért, hogy el- 
kerüljük a 0-val osztást, valamely pici 
pozitív számtól (például 1079-tól) integ- 


ráljunk 0 helyett. 
m/2 
41. / sin?) dx A fény diffrakciójánál fellépő integrál. 
Ü 
x/2 


Az (x2 725) 4-(y-/9) — 1 kép- 


ME t 
42. [40 1—0 64cost dt letű ellipszis kerülete. 
Ü 


HI 43. Tekintsük az [7 sinx dx integrált! 


(a) Becsüljük meg az értékét a trapézformulával n — 10, 
100, 1000 mellett! 


(b) Írjuk fel a közelítés hibáját a lehető legnagyobb pon- 
tossággal! 


(c) Milyen szabályszerűséget látunk? 
(d) Hogyan függ ez össze az Er-re adható hibabecsléssel? 


III 44. (A 43. feladat folytatása.) Ismételjük meg a 43. számításait 


a Simpson-formulával, illetve Es-sel! 

45. Tekintsük az f! , sin(x?) dx integrált! 
(a) Mi az f(x) — sin(x") függvény második deriváltja? 
(b) Számítógéppel rajzoltassuk ki f" grafikonját! (A prog- 
ram a képernyőn a [—1, 1] x (—3,3] téglalapot mutassa!) 


(c) Miért tűnik jónak az [f"(x)I £ 3, x e [-1,1] felső kor- 
lát a (b)-beli grafikon alapján? 


(d) Lássuk be a (c)-beli becslés használatával, hogy 
(Ax)? 

Er 2 —— ! 

lErl S 
(e) . Mutassuk meg, hogy a trapézformula hibája kevesebb 
lesz mint 001, ha Ax Z 01! 
(f) , Mekkorának kell r-et választanunk, hogy Ax € 0.1 le- 
gyen? 

46. Tekintsük az E ae sin(x2) dx integrált! 

(a) Mi az f(x) — sin(x?) függvény negyedik deriváltja? 
(b) Számítógéppel rajzoltassuk ki f" grafikonját! (A prog- 
ram a képernyőn a [—1, 1] x [—30, 10] téglalapot mutassa!) 
(c) Miért tűnik jónak az [f"(x)I £ 30, xe (—1, 1] felső kor- 
lát a (b)-beli grafikon alapján? 
(d) Lássuk be a (c)-beli becslés használatával, hogy 


4 
Es E SZ 


(e) . Mutassuk meg, hogy a Simpson-formula hibája keve- 
sebb lesz mint 001, ha Ax Z 04! 


(f) , Mekkorának kell n-et választanunk, hogy Ax — 04 le- 
gyen? 


HI47. Váza térfogata: Egy díszváza térfogatát szeretnénk meg- 


becsülni egy számológép, vonalzó és madzag használatával. A 
váza magasságát 60 cm-nek mérjük. A madzag és a vonalzó se- 
gítségével megmérjük a váza kerületét egymástól 5 cm távol- 
ságra, felülről lefelé haladva. Az adatokat az alábbi táblázat tar- 
talmazza: 

T 


ki Kerület (cm) 
54 108 
45 116 
44 116 
51 108 
63 90 
78 63 

0 . 94 





(a) Számoljuk ki az adott kerületekhez tartozó keresztmet- 
szetek területét! 

(b) Írjuk fel a térfogatot a (0, 60] intervallumon vett integ- 
rálként! 

(c) Becsüljük meg az integrál értékét a trapézformula n — 
— 12 melletti alkalmazásával! 

(d) Becsüljük meg az integrál értékét a Simpson-formula 
n — 12 melletti alkalmazásával is! Melyik eredményt tartjuk 
pontosabbnak, és miért? 
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48. Hajó vízkiszorítása: Egy hajó vízkiszorítását általában 
úgy mérik, hogy a vízvonalnál 10 egyenlő hosszúságú részre 
osztják a hajótestet, megmérik a víz alatti rész A(x) keresztmet- 
szetét minden egyes osztópontnál, majd a Simpson-formula se- 
gítségével közelítőleg kiszámolják A(x) integrálját. A táblázat a 
Pipedream naszád víz alatti keresztmetszeteit mutatja , állomá- 
sonként", ahogy az osztópontokat nevezik. Az osztópontok kö- 
zötti távolság Ax — 774 cm. 





állomás vízalatti terület (cm?) 
0 0 
994 
3567 
7265 
11334 
14102 
14994 
13006 
8556 
3010 
10 0 
(a) Becsüljük meg a hajó vízkiszorítását! 
(b) A táblázat adatai tengervízre vonatkoznak, amelynek 
a sűrűsége 1030 kg/m?. Hány kg tömegű vizet szorít ki a 
Pipedream? 


(c)  Hasábosteltség: Egy hajótest hasábos teltségét úgy 
kapjuk, hogy a hajótest vízvonal alatti részének a térfogatát 
elosztjuk a köré rajzolható legszűkebb hasáb térfogatával. A 
hasáb alapterülete a legnagyobb víz alatti metszet területe 
(amely a mi esetünkben 14994 cm"), a magassága pedig 
megegyezik a vízvonalhosszal (amely a Pipedream esetén 
774 cm). A legjobb vitorlásoknál a hasábos teltség 0,51 és 
0,54 között van. Mekkora a Pipedream hasábos teltsége? 


49. Elliptikus integrál: Az 
x — acost, y — bsint, OZ re2ln 
képlettel megadott ellipszis kerülete 


x/2 
sa [ 1 — el coszt dt, 
0 


ahol e az ellipszis excentricitása. Ez az integrál, amelyet ellip- 
tikus integrálnak nevezünk, nem elemi, kivéve az e — Ü) illetve 
e - 1 esetet. 
(a) Legyen a— l és e— 1/2! Becsüljük meg az ellipszis 
kerületét a trapézformula n — 10 melletti alkalmazásával! 
(b) , Tudjuk, hogy az f(t) — vV1— eZcosít második deri- 
váltjának az abszolút értéke kisebb, mint 1. Ezt felhasználva 


adjunk felső korlátot az (a) rész becslése során elkövetett 
hibára! 


II 50. Az y— sinx görbe egy ívének a hossza 


fs 
Ez fw 1-3 cos2x dx. 
Ü 


Becsüljük meg L értékét az n — 8-al alkalmazott Simpson-for- 
mulával! 


NF 51. A vasgyárunk a képen látható hullámlemez tetőfedő elemek 
gyártására szerződik. A vas hullámlemezek keresztmetszetét az 


y—sin-őx, 0£xz 50cm 


függvény írja le. Az elemek sík vaslemezekből készülnek haj- 
lítással, az eredeti lemez megnyújtása vagy összenyomása nél- 
kül. Milyen széles lemezekből kell a tetőfedő elemeket gyártani? 
( Útmutatás: numerikus integrálással számítsuk ki a szinuszfügg- 
vény grafikonjának az ívhosszát!) 


Eredeti lemez y Hajlított lemez 





IN 52. Az építőcégünk egy alagút megépítésére szerződik. Az 
alagút az alapjánál 16 méter széles, és 100 méter hosszú lesz. A 
keresztmetszetét az y — 8c0s(mx/16) függvény írja le. Az építés 
végén az alagút belső felületét (az útpályát nem) olyan vízzáró 
anyaggal kell szigetelnünk, melynek ára 20$ négyzetméteren- 
ként. Mennyibe fog kerülni a szigetelés? (Útmutatás: numerikus 
integrálással becsüljük meg a koszinuszfüggvény grafikonjának 
ívhosszát!) 

y y s 8 cos (rrx/16) 





Felszínszámolás 
Az 53—56. feladatokban megadott görbéket megforgatjuk az x- 


tengely körül. Számoljuk ki két tizedesjegy pontossággal a súrolt 
palást felszínét! 


53. y—sinx, ÜSxÉT 


54. y—x"/4, , 0£x£2 
y 


55. y—xitsin2x, —2n/3£x£2n/3 
4 
56. ig 36 —32, 0£2x-z6 
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Függvényérték közelítő számítása 58. Az integrál közelítő kiszámolásával becsüljük meg 
57. Numerikus integrálással becsüljük meg 1 ! 
0.6 x-4 J — dx 
MÜ dx 7 1-4-x 
arcsin 0 6 — / A-a 


etési 
értékét! (Ellenőrzésképp: arcsinÜ,6 sz 0,64350.) értékét! 





. Improprius integrálok 


Egészen mostanáig a határozott integráloktól megköveteltünk két tulajdonságot. 
Az egyik az integrációs tartomány korlátossága, a másik az integrálandó függ- 
vény korlátossága volt. Az alkalmazások során sok olyan probléma merül fel, 
amelyekben a két feltétel egyike, vagy akár egyik sem teljesül. Az y — (Inx) /x" 
görbe alatti terület x — l és x — co között ilyen példa az integrálási tartomány 
végtelenségére (8.17a ábra), illetve az y — 1/4/x görbe alatti terület x — 0 és 
x — 1 között pedig példa az integrandus végtelenségére (8.17b ábra). Mindkét 
esetben az integrált improprius integrálnak mondjuk, és határértékként definiál- 
juk. A 11. fejezetben látni fogjuk, hogy az improprius integrálok fontos szerepet 
játszanak sorok konvergenciájának a vizsgálatakor is. 





8.17. ÁBRA: A végtelenbe nyúló görbék alatti terület véges vagy végtelen? 


Integrálás végtelen intervallumon 


Nézzük az első síknegyedben a pozitív y — e"? függvény alatti végtelen kiter- 
jedésű síkidomot. Úgy tűnhet, hogy ennek a végtelen síkidomnak a területe is 
végtelen, de mindjárt látni fogjuk, hogy az a szám, amelyet természetes intuí- 
cióval a területének nevezhetünk, véges. Lássuk, hogyan definiáljuk a kérdéses 
síkidom területét! 

Először számoljuk ki a síkidom x — 0 és x — b közé eső, A(b)-vel jelölt terü- 
letét tetszőleges b 2 0 számra: (Lásd a 8.18. ábrát!) 





b 
b 
A(b) — hen dx Há áai ? segg 2, 
0 


Terület — —269: 4.2 
Most nézzük A(b) határértékét b — cs mellett: 


lim A(b) — lim(—2e "7? 4.2) — 2. 
h— ca h— ca 





Így értelmezzük a függvény 0-tól o0-ig vett integrálját: 


8.18. ÁBRA: (a) Azy — e"? függvény ca b 
alatti végtelen terület (b) kiszámolása I. J SZ dezz Tin J ES decit 
h—roa 
0 


típusú improprius integrálként. ő 
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ért 





8.19. ÁBRA: A görbe alatti terület egy 
improprius integrál értékével egyenlő 
(1. példa). 





DEFINÍCIÓ: I. típusú improprius integrál 

Azokat az integrálokat, amelyekben az integrációs tartomány végtelen, I. 
típusú improprius integrálnak nevezzük. 

1. Ha f(x) folytonos az [a, cs) intervallumon, akkor 


[19 áz— im ( ft ás 


2. Ha f(x) folytonos a (—cs, b] intervallumon, akkor 


Ír disz Him Tf) dx 


3. Ha f(x) folytonos a (—os, co) intervallumon, akkor 


[re dx — [re dr ff) dx 


ahol c tetszőleges valós szám. Bármelyik esetben, ha a határérték léte- 
zik és véges, azt mondjuk, hogy az improprius integrál konvergens, és a 
határérték az integrál értéke. Ellenkező esetben az integrál divergens. 


Könnyen belátható, hogy a harmadik esetben c értékének választása nem be- 
folyásol semmit sem. Tetszőleges c választásával eldönthetjük, hogy divergens- 
vagy konvergens-e az [7 f(x) dx integrál, illetve hogy mennyi az értéke. 

Ha f 5 0, akkor bármelyik, az előző definícióban szereplő improprius integrál 
értelmezhető az f függvény alatti területként is. Például a 8.18. ábrán is végtelen 
területként értelmeztük az integrált, melynek értékéről láttuk, hogy 2. Ha f 2 0, 
és az integrál divergens, akkor azt mondjuk, hogy a függvény grafikonja alatti 
terület végtelen. 


1. PÉLDA:  Improprius integrál az (1.50) intervallumon 
Az y — (Inx)/x? görbe alatti terület x — 1 és x — ca között végtelen vagy véges? 
Ha véges, mekkora ez a terület? 


Megoldás: Megkeressük a görbe alatti területet x— 1 és x— b között, majd 
megvizsgáljuk, hogy ez hova tart b — co esetén. Ha a határérték véges, akkor ez 
lesz a görbe alatti terület. (Lásd a 8.19. ábrát!) Az 1 és b közötti terület: 


b kh b szzotdátgye szgk sát 
parciális integrálás 
Peéseafogt BT-ILÁÜj en ESEK 
J Xx I x/]1 3 x x du - dx/x,v—-—1/x 
inb [17 nb 1 
b 


iga már ját 


A terület határértéke b — so mellett 


bej 
§ inb 1 
"smith 
—— ab Jee 
barco b 





NEM MÉRETARÁNYOS 


8.20. ÁBRA: A 2. példában megtudtuk, 
hogy a görbe alatti terület véges. 
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Ezzel beláttuk, hogy az improprius integrál konvergens, ennek megfelelően a 
görbe alatti terület véges, értéke 1. L] 


2. PÉLDA: Improprius integrál a (—oa, ca) intervallumon 
Számítsuk ki az 


dx 
1--xz 


integrál értékét! 


Megoldás: A definíció 3. pontja szerint 


! dx sz. dx. fi dx 
1--x? J 14g ) 14 


Számoljuk ki a jobb oldalon szereplő integrálokat külön-külön: 





0 0 
dx fla de 
1--x2  a—0—n] 1-4x2 
ERY L a 
; 0 
zs lim [arctgx] s 
4—t— ga fi 


— lim (arctg0 — arctga) —0— (-5) 2 


4— —ea 








; 17 FIA 
— Jim (arctgb — arctg 0) mi: —0 — 7 


Így 
8. AB 
is dd 





Mivel 1/(1--x?) 5 0, az improprius integrált értelmezhetjük úgy is, mint az 
y- 1/(1--3?) görbe és az x-tengely által közbezárt terület értéke. (Lásd a 8.20. 
ábrát!) O 


fd 
Az fi 75 improprius integrál 
] 


Az y — 1/x választja el a konvergens és a divergens eseteket az y — 1/x? típusú 
függvények 1 és cs közötti improprius integráljai körében. Ahogy a következő 
példában látni fogjuk, p 5 1 esetén az improprius integrál konvergens, p 5 1 


. esetben pedig divergens. 


3. PÉLDA: A konvergencia vizsgálata 
p mely értékei mellett lesz az 
f dx 
xP 
I 


integrál konvergens? Ha konvergens, mennyi az értéke? 
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Megoldás: Hap £ 1, akkor 


b HE b I . 
[5- EP será Ser S. ásdő 
/ x  [-ptilli; 1-p 1—p Wbpp-1 7 


Így 
ca b 
ÉV lim E sa 
DO bo xP 
1 
1 1 —m hapsi], 
mt [7 
F 00 hap cl, 
ugyanis 


ji 0 hap: l, 

b—eo bP .6a ha p cl. 

Azt kaptuk, hogy az integrál konvergens, és értéke 1/(p— 1), ha p 5 Il, és diver- 
gens p - 1] esetén. 

Ha p — I, az integrál akkor is divergens: 


fős Tét m/§ fi 

Ax xX s 

1 1 
— Tim ina] — lim (Inb—In1) — co. a 
hOca 1 h—ren 


Függőleges aszimptotájú függvény integrálása 


Az improprius integrálok másik alapesete a függőleges aszimptotájú függvények 
integrálása. Az ilyen függvények az intervallum egyik végpontjában vagy az 
egyik közbülső pontban nem folytonosak, hanem egy függőleges aszimptotához 
, simul" a grafikonjuk. Ha az integrálandó f függvény pozitív, akkor az integrál 
ebben az esetben is értelmezhető az f függvény grafikonja és az x-tengely által 
közbezárt területként is. 

Nézzük például az y — 1/4/x görbe alatti területét az x— 0 és x — 1 pontok 
között. (Lásd a 8.17b ábrát!) Válasszunk egy a € (0, 1] számot, és számoljuk ki 
a görbe alatti területet x — a és x — 1 között (8.21. ábra). 


hd 
a 


Ennek a területnek a határértéke a — 0" mellett: 


— Pv], —3—-2/a. 


Ég 


im (Za fim 2—á/aj - 


PEN v aGüt 


Tehát a görbe 0 és 1 közötti része alatti terület véges, és értéke 





8.21. ÁBRA: A görbe alatti területet egy li szi 
második típusú integrál adja meg: jee a-0 7 
TEN, (3) dee 2. Megjegyezzük, hogy az általános definícióhoz nem kell megkövetelni az 
41— 


aszimptota létezését. 





8.22. ÁBRA: Az improprius integrál ér- 
téke 


1 1 b í 
k - dx — lim / dx — oo, 
I — b—17 1—x 
Ü ü 


azaz a [0,1) intervallum fölött a függ- 
vény alatti terület minden valós szám- 
nál nagyobb (4. példa). 








tn 
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DEFINÍCIÓ: IT. típusú improprius integrál 

Azokat az integrálokat, amelyekben az integrandus az integrációs tarto- 
mány egyik pontja körül nem korlátos, II. típusú improprius integrál- 
nak nevezzük. 

1. Ha f(x) folytonos (a, bl-n, de x — a! esetén nem korlátos akkor 


b b 
fe) dx lim / 76) dx 


2. Ha f(x) folytonos [a,b)-n, de x— b" esetén nem korlátos, akkor 


! f(x) dx — Tim / f(x) dx 


3. Ha f(x) folytonos [a, c) U (c, bl-ben, de x — c esetén nem korlátos, 


akkor ; ; § 
Je) ax— ff dxx ff) dx 


Bármelyik esetben, ha a határérték létezik és véges, azt mondjuk, hogy 
az improprius integrál konvergens, és a határérték az integrál értéke. El- 
lenkező esetben az integrál divergens. 


A harmadik esetben a bal oldali integrál akkor konvergens, ha az egyenlőség 
jobb oldalán szereplő mindkét integrál konvergens. 


4. PÉLDA: Egy divergens improprius integrál 
f 1 

Pe 

] lg új 

0 


Megoldás: Az f(x) —1/(1—-x) integrandus folytonos [0, 1)-en, de hax— 1", 
akkor f(x) végtelenhez tart, vagyis nem folytonos az x — 1 pontban (8.22. ábra). 
Ennek megfelelően az integrált így számolhatjuk ki: 


Vizsgáljuk meg 





konvergenciáját! 





lim lim [—In]1—x 7 
um ) jé E: h-t 
— im ( —In(1— 5) --0) — oo. 
A határérték végtelen, tehát az integrál divergens. L] 


5. PÉLDA: Függőleges aszimptota az intervallum belső pontjánál 
Számoljuk ki az 
3 
Ét (x — Ti 2/3 
0 


integrált! 
Megoldás: Az integrandusnak az x — 1 helyen os a határértéke, de folytonos a 
(0, 1) és (1,3] intervallumokon. Így a definíció 3. pontja szerint 


3 


Ír FNET E - [ame t né ZT 


Ü 
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8.23. ÁBRA: Az 5. példában megmutat- 
tuk, hogy 
3 


dx 
TB TE —3-3342, 
Ü 


azaz a függvény alatti terület véges. 


Számoljuk ki a jobb oldalon szereplő integrálokat külön-külön: 


/ dx ve] dx 
J (x—1)2/8 HE (x— 128 


Jim [6-0] - 
— lim (0 —- 1343) a iő, 
3 


3 
h dx im / dx o 
) G-t] 1357 


lim 86-07] e. 


ca1t 


2 sss jin més AH ző 
— lim (368 198 4.3(ec—1) ) 34/2. 


A két eredményt összeadva 


3 
aj 
lEeT§ IE sg 3 na 
Ü 


6. PÉLDA: Egy konvergens improprius integrál 


[dörgő 


Számoljuk ki az 


integrált! 
Megoldás: 


[ttal xt3 ETATS inté $t3 
(x—ÖZAI " tred (x—-1X( -DE FH 


; fá 2x 11 j 
— lim EZ seems § ész parciális törtek 
bee] e 1) j 


— lim 2n(x— 19—1n(x? 71) — arctga] — 


h—rea 








(x he ij s uk 
összevonjuk a 
7 ih im [da 241 arctgz NI jogarííműsokát 
(b Ét 1) l 
SzEz se — 11 — -- VA 
dm (n mai arctgb )] —In ; arctg 


-0— 5 -t-1n5 -- arctg2 sz 1,1458. 


Fontos, hogy a logaritmusokat azelőtt vontuk össze, hogy kiszámoltuk a b — co 
melletti határértéket. Ha fordítva tennénk, az alábbi meghatározatlan összeget 
kapnánk: 
lim (21n(b— 1) —In(b? --1)) — 09 — ca. 

A helyes út ennek a , meghatározatlan" összegnek a kiszámolására — amelyet 
követtünk is — hogy előbb összevonjuk a logaritmusokat, és utána állapítjuk meg 
a határértéket. jű 

Sok konvergens improprius integrált a matematikai programok is ki tudnak 
számolni. A 6. példában szereplő integrál kiszámolását a Maple-lel a függvény 
megadásával kezdjük: 


- £:-(xt3)/((x-1)x(x"2t1)); 





x 


8.24. ÁBRA: A 7. példa eredménye sze- 
rint ennek a végtelen kürtnek a térfo- 
gata véges. 
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majd kiadjuk az integráló parancsot: 
- int(f, x-2..infinity); 


A Maple kiírja a választ: 
l 
—jzét In(5) -—- arctg(2). 


Ha numerikus eredményt szeretnénk kapni, használjuk az evalf parancsot, és 
adjuk meg a kiírandó tizedesjegyek számát: 

- evalf($, 6); 
A parancs argumentumában a $ azt jelenti, hogy a képernyőre utoljára kiírt ki- 


fejezésen szeretnénk az eljárást végrehajtani. A program válasza 1,14579. 
A Mathematica használata esetén az 


In[1] "slntegratel (xr3)7 ((x—1) (x"2r1))., ($, 2, Infinitw)] 


parancs kiadására kapott válasz: 
—Pi 
Out[1] — ar ArcTan[2] -- Log[5]. 


Ha 6 tizedesjegy pontosságú numerikus eredményt szeretnénk kapni, az N[$, 6] 
parancs szintén 1,14579-et ad válaszként. 
7. PÉLDA: Végtelen test térfogata 


A 8.24. ábrán látható végtelen kürt x-tengelyre merőleges, x € (—o0,1n2] pon- 
tokban vett metszetei olyan körök, melyek átmérője az x-tengely és az y— e 
görbe közötti távolsággal egyenlő. Mekkora a kürt térfogata? 


Megoldás: Az vx pont feletti metszet területe 
2 
k Eg ee set 
A(x) — m(sugár)" — x(5) -z(5) sz" ill. 


A kürt térfogatát úgy tudjuk kiszámolni, hogy az A(x) függvényt integráljuk b 
és In2 között, majd b — —co mellett vesszük a kapott eredmény határértékét. A 
b és In2 közötti rész térfogata 


ln2 in2 .. sé. álá 
v— [Am dx— [e dx— [561], — 
b b 
-f(ev-e)-g-e) 


Ha b — —os, akkor e? — 0, és így V — (r/8)(4—0) — /2. Azaz a végtelen 
kürt térfogata 1/2. [d 


8. PÉLDA: Egy helytelen megközelítés 
Számoljuk ki az 
3 
J dx 
x—1 
0 


Megoldás: Csináljuk úgy, mintha nem vennénk észre, hogy a Newton-Leib- 
niz-tétel feltétele nem teljesül, azaz az integrandus nem folytonos az x — 1 pont- 
ban. Ha az integrált egy folytonos függvény integráljaként próbálnánk kiszá- 
molmi, akkor azt kapnánk, hogy 





határozott integrált! 





! sz HR [dx 11], — 1n2—1in1 — 1n2. 


x— 1] 


284  8.fejezet Integrálási technikák 





8.25. ÁBRA: A 9. példában szereplő 
gt függvény grafikonja az e " grafi- 
konja alatt van, hax 5 1. 


Az eredmény természetesen rossz, hiszen az integrál valójában egy improprius 
integrál. A helyes megközelítés ez: 


3 1 3 
fi dx af dx r dx 
g-i J xi pi 
0 1 


Ü 








A jobb oldalon szereplő első integrál 


l b 
[E - lim / stk B 
x—1 5-1-]J x—1 
Ü ü 


b 
—- lim [nhe— 11] Ez 
bal 0 





7 Jim (In]b—11—in]— 1] — 


— lim In(1 — b) — —os. b— 17 mellett 1—bG Ot 
hba17 


Mivel fg dx/(x— 1) divergens, a kiindulási Já dx/(x— 1) is divergens kell hogy 
legyen. L] 

A 8. példa megmutatta, hogy teljesen tévútra vezetheti a számolást, ha nem 
ellenőrizzük a Newton-Leibniz-formula alkalmazhatóságának feltételeit, és egy 
improprius integrált , közönséges" integrálként kezelünk. Így, amikor találko- 
zunk egy d f(x) dx integrállal, meg kell vizsgálnunk az f függvényt az [a, b] 
intervallumon, és eldönteni, hogy az integrál improprius-e. Amennyiben f foly- 
tonos az [a, b]-n, akkor az integrál közönséges határozott integrál. 


Konvergencia kritériumok 


Ha nem tudjuk kiszámolni egy improprius integrál értékét, próbáljuk meg eldön- 
teni, hogy divergens vagy konvergens-e. Ha az integrál divergens, akkor vége is a 
történetnek. Ha konvergens, akkor numerikus módszerekkel közelítően megha- 
tározhatjuk az értékét. A két legegyszerűbb konvergenciateszt az összehasonlító 
kritérium, illetve a hányadosteszt. 


9. PÉLDA:  Konvergencia-vizsgálat 


Döntsük el, hogy az § e" dx integrál konvergens vagy divergens? 
I 


Megoldás: A definíció szerint 


b 
J FS gizi J 9 a 
i 


h—co 


l 


A jobb oldalon szereplő integrált nem tudjuk közvetlenül kiszámolni, hiszen ez 
nem elemi integrál. Az viszont be tudjuk bizonyítani, hogy a jobb oldali határ- 
érték véges. Tudjuk, hogy ffe7" dx monoton növekvő függvénye b-nek, így 
a határérték b — ss mellett vagy egy véges szám, vagy végtelen. De végtelen 
nem lehet, hiszen minden egyes x 2 1-re ee" €£ e", ahogy azt a 8.25. ábra is 
mutatja, és így nyílván 


J e ggg J €2g4——e té! é6 1 EOZGTER. 
l 1 


az 


b 
[e dx — lim [77 dx 
1 1 
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integrál konvergens, az értéke egy véges valós szám. Nem tudjuk, hogy mi ez a 
szám, csak annyit, hogy pozitív, és kisebb mint 0,37. (Itt valójában kihasznál- 
tuk a valós számok teljességét, amelyről az első kötetben, az F.3. függelékben 
olvashatunk.) L] 


Az e és e függvények összehasonlítása a 9. példában a következő kon- 
vergenciakritérium speciális esete volt. 


1. TÉTEL: Összehasonlító kritérium 
Legyenek f és g az [a, co) intervallumon folytonos függvények, melyekre 
minden x 2 a mellett 0 € f(x) £ el(x) teljesül. Ekkor 


1. Ha J elx) dx konvergens, akkor f/ f(x) dx is konvergens, 
ei ét 


öd 


2. Ha J f(x) dx divergens, akkor ] elx) dx is divergens. 


ad 





Az 1. tétel bizonyítása hasonló a 9. példában követett gondolatmenethez. Ha 
minden x - a-ra 0 -£ f(x) 2 g(x), akkor 


b b 
Je) dx 2 [809 dx, hab 5 a. 
[1 ét 
Innen a 9. példához hasonlóan megállapíthatjuk, hogy 
ha T £(x) dx konvergens, akkor 7 f(x) dx is konvergens, 
a [9 
illetve a másik következtetés 


ha § f(x) dx divergens, akkor J elx) dx is divergens. 


10. PÉLDA: Az összehasonlító kritérium használata 








1 
vx2t—01 


(Az [7 dx/x" konvergenciáját és az (7 dx/x divergenciáját a 3. példa eredménye 
alapján állapíthatjuk meg.) [] 


1 f1 
A zzzt ha xeEl[l,ee], és fe divergens. 
XX 
l 
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8.26. ÁBRA: A II. példában szereplő 
két függvény. 


2. TÉTEL:  Hányadosteszt 
Ha az f és g pozitív függvények folytonosak az [a, oo) intervallumon, és 


f0) —L, — ahol  O£LL-€os, 
x— s g(x) 


[10 dx — ésaz fe dx 
0 0 





integrálok vagy mindketten konvergensek, vagy mindketten divergensek. 


A 2. tételt itt nem bizonyítjuk. Bár a tétel szerint a két improprius integrál 
ugyanakkor konvergens, a következő példában látni fogjuk, hogy nem szüksé- 
ges, hogy az integrálok értéke meg is egyezzen. 


11. PÉLDA: A hányadosteszt használata 
Az [7 (1/x?) dx-szel való összehasonlítással mutassuk meg, hogy az 


a 


! 1-4 x? 


integrál konvergens. Számoljuk ki mindkét integrál értékét! 


Megoldás: Az f(x) —1/x? és a e(x) — 1/(1-- ax") függvények pozitívak és 
folytonosak az [1,60) intervallumon (8.26. ábra). Emellett 


Fk a 1/x? , 1-4 


DSE 
dns 


gl) mel/ürA) E a 


KENT 6 ENNEK, VENNE 
— lm (241 )-041—1, 





azaz hányadosuk határértéke pozitív és véges. Így F es konvergens, mert 
l 
ca EE i 
az ÍS az. 


1 
Viszont a két integrál értéke különböző, hiszen 
18 1 1 3. példa alapjá 
— E ———— z— a Ja. a at 
) al öz : ap] 


ÉS 


b 
dx im / dx I 
1-4 x? bes 14x2 


— lim (arctgb — arctg 1) — 2. ij 








sg 


ala 
I 

ala 
[1 


12. PÉLDA: A hányadosteszt használata 
Mutassuk meg, hogy az 


fr 3 
zeti 


improprius integrál konvergens! 


8.8.  Improprius integrálok 287 
Megoldás: A 9. példában láttuk, hogy f) e" dx — f/ (1/e") dx konvergens. 


Emellett 
1/e at 5 ti 3 l 
rés 3/(er-5) BE im(zt 5. B 
azaz a hányados határértéke pozitív és véges. Így a konvergencia szempontjából 
a3/(€ 15) és az 1/e" improprius integrálja ugyanúgy viselkedik. [d 


A fejezetben tárgyalt improprius integrálok fajtái 


I. TÍPUS: VÉGTELEN INTERVALLUM II. TÍPUS: NEM KORLÁTOS INTEGRANDUS 
1. Felülről nem korlátos intervallum: 4. A felső végpontnál nem korlátos: 
sé b 1 b i 
ff —z dx — lim [ő dik ÉGE im / dx 
1 J 4— TEN sas fi (x— 188 


y 





ölni 





2. Alulról nem korlátos intervallum: 5. Az alsó végpontnál nem korlátos: 
0 0 
dx : hi dx § f dx 
[(—— z lim Izz ———————— 
1422 6] 1422 TT 1—1) je aim, / k—128 
szt fi l d 





D 3. Se alulról, se felülről nem korlátos intervallum: 6. Egy közbülső pontnál nem korlátos: 


aa Ü c 3 


l 3 
dx k dx . dx 
142 d [ezt] 1-4az TEzmi ZT - [er ast [ege 1273 
Ess 1 








jom] 
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Improprius integrálok kiszámolása Konvergencia eldöntése 






















































































Számoljuk ki az improprius integrálokat (1—34. feladatok)! Ne Vizsgáljuk meg, hogy a 35—64. feladatokban a megadott imp- 
használjunk integráltáblázatot a megoldás során! roprius integrálok koönvergensek-e! Használjuk a definíciót, az 
Fk Fák összehasonlító kritériumokat vagy a hányadostesztet! Ha egy fel- 
1. E 2. J ez adat többféleképp is megoldható, tetszőleges módszerrel dolgoz- 
xX2H1 xitl 
0 1 hatunk. 
1 d x/2 n/2 
3. J dx 4. J dx 35. bj tg0 dő 36. J ctg0 dő 
§. v ; 49 0 0 
fd fd f sin9 d8 TT úg 
. x j x sin COS 
s fa e fa k, Jaz pa fennen 
ös xy s x—B (m—28)/8 
-1 —§ ü —n/2 
1 1 
s dx dr Wi rt — ax 
7. § 5 8. J r0,999 39. la ?el dx 40. [dx 
1—x vx 
Ü Ü 0 0 
T 2d f 2d 
x x 
9 3 
] x2—1 ii f x214 41 ; d 
jtó fini ) V/t-tsint 
úi 1779 ban És l dt 
4 ; 42. Í TETT (Útmutatás: t 2 sint, ha t 2 0.) 
13 ! 2x dx 14. f x dx 0 
d (x- 41) d (2482 s ; űj j 
gya B ag 43. fi: a 44. (e 
§ we nős 
15. J ML és zés AlBET 16. J ds o ö 
vV823-20 ri vV4a— s 7 i 
fh og na 45. J In]x] dx 46. J —xln]x] dx 
Isa 18. Í ss tő je 
(1--x) vé 1 xV/x2—1 áj d 
ca Bő dx I dx 
19 SZA 20 JE va (ő j fg 
: / (1--v2)(1 -- arctgv) ij 1-4x : új 
0 s 49. J zi 50. j Mel j 
21. f 90 a0 22. f2e" sine do a nee] ij ese 
ig Ü nez e 
dx dx 
0 09 51. J 52. 1 - 
23 Je kldx 24. fa j veri B. VE 
1 L 53. [55 54. rt 
25. fa dx 26. f[-na) dx 1 2 
0 0 5 5 sz 
ú ; 55. f EE dr 56. J 3 e dr 
27. J a.b 28. fi sé 7 7 
4— s vV/1-rB vo ca 
0 0 2 dt l 
57. J - 58. I —— dx 
29. J B 30. J sz 4 2 
3 svs5—1 at 1-4 Tél pe 
z a 8; 59. J 7 dx 60. / In(lnx) dx 
31. / E 32. f - ús b 1. 
"úd la] Dj h— 1] 1 1 
61. J dx ök. [——úk 
50 ca er—x Rk 
33 Hi dO 34 / dx. 1 l 
" J 023-581-6 JJ 6410(2-1) Tf a f d 
"aA ; 63. J 77 sz 64. c 
ml : ] öö s 2 jidádi 


További példák és feladatok 


65. Mely p értékekre lesz az integrál konvergens ? 


2 ez 
; dx dx 
ca) / x(lnx)? (b) / x(lnxjP 


93 b 
66. 7 f(x) dx nem feltétlenül egyenlő FÜL J f(x) dx -szel: 


EX — b 
Mutassuk meg, hogy 





f 2xdx 
Téri 
0 
divergens, így az 
2x dx 
; x241 


integrál is divergens! Lássuk be, hogy ezzel szemben 
b 


hím IE súg 
h—r on ú x2t1 


A 67-70. feladatok az x-tengely és az y — e" görbe által határolt 
síkidom első síknegyedbe eső részéről szólnak. 


67. Számoljuk ki a síkidom területét! 
68. Keressük meg a síkidom súlypontját! 


69.  Forgassuk meg a síkidomot az y-tengely körül! Mekkora a 
keletkező forgástest térfogata? 


70. Forgassuk meg a síkidomot az x-tengely körül! Mekkora a 
keletkező forgástest térfogata? 


71. Mekkora területet zár közre az y — secx és az y —tgx görbe 
x 0 és x — 1/2 között? 


72. Forgassuk meg a 71. feladatban megadott síkidomot az x- 
tengely körül! 


(a) Mekkora a keletkező forgástest térfogata? 
(b) Mutassuk meg, hogy a forgástest felszíne véges! 


73. Konvergens improprius integrál értékének becslése: 
(a) Mutassuk meg, hogy 
TF d LERBe 
lta : : 5 ze £ 0,000042. 
3 


Indokoljuk meg, hogy emiatt miért lehet az [/ €7Y dx in- 


tegrált (de77 dx -szel közelíteni úgy, hogy a hiba 0,000042 
alatt maradjon! 


3 
II (b)  Becsüljük meg numerikusan T e dx értékét! 
Ü 


74. Végtelen festékesbödön: Vegyük azt a forgástestet, 
amely az y — 1/x, 1 £ x görbe x-tengely körüli megforgatásá- 
val keletkezik. 
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A forgástest felszínét az 


fr. 1 ] 
27—sa! 1-4 — dx 
/ x ta 


integrállal számolhatjuk ki. A 3. példában láttuk, hogy az 
J 1 (dx/x) divergens. Így tetszőleges b 5 0-ra 


h h 
l l 1 
27—171- — dx am [7 
/ x va új Jx 8 


amiből az következik, hogy a forgástest felszínét leíró integrál 


divergens. Viszont a test térfogatát leíró 


sé p) 
l 
] 1 G) dx 
x 
1 
integrál konvergens. 


(a) Számoljuk ki az utóbbi integrál értékét! 

(b) Ezt a forgástestet sokszor úgy emlegetik, mint egy 
olyan festékesbödönt, amelybe nem fér bele annyi festék, 
amennyivel be lehetne festeni a belsejét. Töprengjünk el 
ezen! Az biztos, hogy véges mennyiségű festékkel nem tud- 
juk befesteni a végtelen területű felszínt. De ha csurig tölt- 
jük a bödönt — amihez véges mennyiségű festék is elég — a 
festék megfésti a felszínt belülről! Oldjuk fel ezt az ellent- 
mondást! 


75. A szinusz-integrál függvény: Tekintsük az optikában 


fontos, 
xX 


ú int 
Si(x) — ! ki dt 
Ü 

képlettel definiált szinusz-integrál függvényt! 

I (a) Ábrázoljuk a (sinr)/r függvényt a t — 0 félegyene- 
sen! A Si függvény monoton növekvő? Csökkenő? Esetleg 
egyik sem? Ellenőrizzük a válaszunkat úgy, hogy a Si(x) 
függvényt számítógéppel ábrázoljuk az x E [0,25] interval- 
lumon! 


(b) Vizsgáljuk meg 


sinf 
f — dt 
t 
0 


konvergenciáját! Ha konvergens, kb. mennyi az értéke? 


76. A Gauss-féle hibafüggvény: Tekintsük a valószínűség- 
számításban és statisztikában fontos 


267 


she dt 





hibafüggvényt! 


HI (a) Ábrázoljuk a függvényt számítógéppel az x e (0,25] 
intervallumon! 
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(b) Vizsgáljuk meg az 
126? 
— dt 
[A 
0 
konvergenciáját! Ha konvergens, kb. mennyi az értéke? 
77. A normális eloszlás sűrűségfüggvénye: A valószínűség- 


számításban fontos szerepet játszó c szórású és u várható értékű 
normális eloszlás TIREZÁSZÉRESE SB 


f)-— 


Itt u jelenti az eloszlás kökézzsztá a C pedig azt méri, hogy 
az események mennyire , szóródnak" a középpont körül. 
Valószínűségszámításból tudhatjuk, hogy 





-(y 





É 


[1 dx —1. 


A továbbiakban legyen u — 0 és c — 

NI (a) . Rajzoltassuk ki a függvény grafikonját! Keressük 
meg, hogy a függvény mely intervallumon monoton nő, me- 
lyen csökken, és hol vannak lokális szélsőértéket! 


(b) Számítsuk ki 
ff09 dx 


értékét n — 1,2,3-ra! 
(c) Adjunk meggyőző érvet arra, hogy 


[re dx 7-1! 


(Útmutatás: mutassuk meg, hogy x 5 1-re0 — f(x) € e7xl2 
és b: 1 esetén 


fen dx 0, 
b 


78. Adunk egy (hamis) , bizonyítást" 
Hol a hiba a gondolatmenetben? 


ha b — 09!) 


arra, hogy In3 — s9 — ev! 


ezt 


1n3 — 1n1 3-1n3 — In 1 —1]n .— 


3 
: h—2 l 
— im n (2) -nz 


s a1b 
-en[9 "b - 
€ 43 











79. Tegyük fel, hogy f minden véges intervallumon integrál- 
ható, és legyenek a - b valós számok! Lássuk be, hogy 


(a) [7. f(x)dx és [7 f(x) dx akkor és csak akkor kon- 
vergensek, ha (9 f(x)dx és [5 f(x) dx konvergensek, 


(b) 2. f(x) dxt [7 f(x) dx— [2 f(x) dxt ff f(x) dx, 


amennyiben a szereplő integrálok konvergensek! 


80. Lássuk be, hogy 


(a) ha f páros függvény, és az integrálok léteznek, akkor 


fi fd) dx—2 i f(x) dx, 
—on 0 


(b) ha f páratlan függvény, és létezik az integrál, akkor 
/ td del 


Vizsgáljuk meg, hogy a 81—88. feladatokban megadott imp- 
roprius integrálok konvergensek-e! Használjuk a definíciót, az 
összehasonlító kritériumokat, a hányadostesztet, vagy a 80. fel- 
adat eredményét! 


[ső ba 





ül. Et 82 J szt ő 
I d v2tl i a vérI 
T dx tedd 

titi zés dili Ji 
— al 2 dx 

85. fert dx 8. [n 


87. [eges gi 
lxl 41 


(Útmutatás: lsin 014- cos 01 2 siné 0 -- cos? 9.) 


xdx 
fi (x2--1)(x2 1-2) 


! xP Inx számítógépes vizsgálata 


Vizsgáljuk meg számítógéppel a 89-92. feladatokban szereplő 
integrálok konvergenciáját p különböző (nem feltétlenül egész) 
értékei mellett! p mely értékeire lesz az integrál konvergens ? Mi 
az integrál értéke ezekben az esetekben? Rajzoltassuk ki az in- 
tegrandust p különböző értékeire! 


e a 
89. f7inxdx 90. frinxdx 


91. J x" Inx dx 92. y x? In]x] dx 
ü 


TÁTYTRTTST Maot tb feet Eg S ETSSÁK LNÖR KÁROS 


köszönöm nált sün szö: 


Áttekintő kérdések 


1. Milyen alapintegrálokat ismerünk? 


2. Milyen módszereket ismerünk integrálok alapképletekre 


való visszavezetésére? 


3. Mi a parciális integrálás képlete? Honnan származik? Mi- 


lyen esetekben használjuk? 


4. — Amikor parciális integrálás mellett döntünk, mi alapján vá- 
lasztjuk meg u-t és dv-t? Hogyan lehet egy f f(x) dx formában 
megadott integrált parciálisan integrálni? 


5. Mi a táblázatos integrálás? Adjunk példát rá! 
6. Mi a parciális törtekre bontás célja? 


7. — Tegyük fel, hogy az f(x) polinom foka alacsonyabb a e(x) 


polinom fokánál! Hogyan bontjuk f(x 


összegére, ha 


)/e(x)-et parciális törtek 


(a) elx) különböző elsőfokú polinomok szorzata, 

(b) elx) egy lineáris tényező hatványa, 

(c)  elx) tartalmaz egy irreducibilis másodfokú tényezőt? 
Mit teszünk, ha f foka nem alacsonyabb eg fokánál? 


8. Legyenek m,n nemnegatív egészek! Hogyan számoljuk ki 
az f sin" xcos"x dx integrált? Adjunk példát a különböző ese- 


tekre! 


9. — Milyen helyettesítésekkel tudnánk kiszámolni a 


sinmxsinnx, sinmxcosnx, illetve a cosmxcosnx 


alakú függvények integrálját? Adjunk példát mindegyik esetre! 


eszetztdtáttsátesterádt tettet teműáéézttkottrtáttattákjTi ém pömnégty Md Vg ELL ZA öö ZT en önzö e ZT 87 ELS tö EZEL AMSZ EEEN ZT lőt smi hető Meta Azt de 1 "Este Ea 


Gyakorló feladatok 


8. fejezet 


Integrálás helyettesítéssel 


Számítsuk ki az 1—82. feladatokban szereplő integrálokat! Az in- 
tegrálok egyszerűbb alakra hozásához szükség szerint használ- 
junk helyettesítést, teljes négyzetté kiegészítést, törtek szétbon- 


tását, maradékos osztást! 
! ea ők 
3. fxexaay dx 
5 x dx 
i vV8x2-k1 
7 y dy 
4 25xy 
j B dt 
" J V-ag 


11. J (S 41) dz 


sin28 d8 
13. JT eszet 
(1—cos29)2 


8. Ti 
JA 


17. J (sin2x)e"s2r dx 


f őxvV32 75 dx 
4. fa ag V2 dx 
7 


y" dy 
44-y 


21 dt 
10. e 
IA 


12. fe" rt) 12 gz 


cos dő 
14. me msztő 

(1-4-sin 8) 1/2 

cos 2r 
pad ET áá 


18. § (secx)(tgaeje e dx 
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10. Milyen helyettesítésekkel tudjuk egyszerűbb alakra hozni 
azokat az integrálokat, amelyekben v/af — az, vat -kaő, illetve 
vx2 — a? szerepel? Adjunk példát mindegyik esetre! 


11. Milyen megszorításokat teszünk a három leggyakoribb tri- 
gonometrikus helyettesítés változóira, hogy a helyettesítések 
visszafordíthatóak legyenek (azaz legyen inverzük)? 


12. Mire és hogyan használhatóak az integráltáblázatok? Mit 
teszünk, ha a kiszámolandó integrál nem szerepel a táblázatban? 


13. Mit nevezünk redukciós formulának? Általában honnan 
származnak? Mire használjuk őket? Adjunk példát egy reduk- 
ciós formula használatára! 
14. Egy rövid , Hogyan integráljunk numerikusan" ismertetőt 
írunk, és épp a trapézformulánál tartunk. 
(a) Mit írnánk magáról a formuláról és a használatáról? 
Mit javasolnánk a pontosság növelésére? 
(b) Mit írnánk ugyanezekről a Simpson-formula esetében? 


15. Hasonlítsuk össze a trapéz- és Simpson-formulát! Melyik- 
nek mi az előnye és a hátránya? 


16. Melyek az I. típusú, illetve II. típusú improprius integrálok? 
Definiáljuk a különböző fajta improprius integrálok értékét! Ad- 
junk példát mindegyikre! 


17. Milyen módszerrel tudjuk eldönteni egy olyan improprius 
integrál konvergenciáját, amelynek értékét nem lehet pontosan 
kiszámolni? Adjunk példát a konvergenciakritériumok használa- 
tára! 


19. je sin(e" ) cos(e9) do 20. je sec" (e?) d8 





21. J 25-1 dx 22. J sz? gy 
dv dv 
vő fala v. 1 sze 
dx arcsin.x 
B feszsőézzni a 
GE EDGrarctgr) Gees káli 
2 dx dx 
öt Fe 28. 
V1—48 Vag 
29. fi megt an Te. 
vV16—9r vV9— án 
dt dt 
85 fara 95) 1.35 
33 4 dx 34 6 dx 
BEKESEN 5Sxv25x2 — 16 j xV4xt —9 
dx x 
35. J szét 36. / sza ES 
V4x—x V4x—x? —3 
dy dt 
s. [2 sa ft 
y2 —4y1-8 E 34t-4-5 
39. f MIRE. IRRÉRRB 40. fi zzz BB zi 
(x— 1) va? —2x  (v--1)vVv2 2 


41. f sin" x dx 42. J cos" 3x dx 
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43. f sin 5 d8 34. / sin? 0 cos? 0 d8 
45. fg 2ra 46. f ésectrdt 
2 dx 
jú J 2 sinxcosx 8. / cos2Zx— sin? x 
m/2 31/4 
49. J veseéy—1dy 50. vetgét--1 dt 
xj4 x/4 
se -- 
51. jv 1—cos22x dx 52. f-seő — dx 
Ü 
n2 
53. J vV1—cosz2t dt 54. f rrcssa t dt 
—gy2 
e fé ő 
55. [ 27a 56. [a 
4-3 2x 
57. TEKBT d. 58. [7 a dx 
2y—1 yt4 
59. d d 
vara" EI" 
4 PAT sé 
61. JETA dt 62. J szadis zés, dat ta dt 
v4á—r 1—t 
63. f/ tgx dx 64. / ctgx útig 
tgx4-secx ctgx tt cscx 
65. f geel5 ajak 66. f xcse(x2 33) dx 
67. ! ctg 7 dx 68. bi tg(2x— 7) dx 





Parciális törtekre bontás 


Számítsuk ki az integrálokat (91—110. feladatok)! A parciális tör- 
tekre bontás előtt szükség lehet helyettesítésre 15. 


x dx 
97. 
ser 3xt2 


a [gém 


! sin 8 dő 
cost 0 4 cos0 —2 


új. fi 3x" t4xt-4 di 


x3 thx 
v-t3 
243 —8y 


Í 
varta - 
13-42 1-3 


E Ta HrA , 


x23x—2 31 


xX-4x 
Hi jéé, 


1. [ST 
x( 3vVxt1 





109. 
[7 


x dx 
ms Jaaa 
xii] 
5 s ex 
ha Ján 
cos 0 dŐ 
6. Ízezez 
sin" 0 3-sin 8 — 6 


4x dx 
98. J 
x3 ht 4x 


(3v—7) dv 
100. (—E GJ 2j(v—3) 


t dt 
102. ! — —— 
1 

j x-1 
104. [57 az 7 dx 


ös : 21x-H24 
106. [ SE vidd 8 








dx 


108. [— 7135 


nú, /- 





Trigonometrikus helyettesítések 


69. fesz 70. forv2erT dx 


Számítsuk ki a 111-114 feladatokban szereplő integrálokat (a) 
trigonometrikus helyettesítés nélkül, illetve (b) trigonometrikus 
helyettesítés használatával! 














71. f[V251dz 72. 11642)? dz 
73. J MEYE ARRRRI 74. T NEE: AR 
V/25--y2 25 --gy2 
75. [s 76. dx 
x2V1—2? V1—x 
xt dx I 
n. [A 78. f a-d dx 
dx 12 dx 
79. [- Mi 
va 8 J (2 —1)372 
81. si ált d 82. J E dz 


Parciális integrálás 
Parciálisan integrálva számítsuk ki a határozatlan integrálokat 


(83—90. feladatok)! 


83. finx-1) dx 84. f Pn dx 


85. f aeávít 86. fi arccos 7 dx 
87. ferne dx 88. [2 sin(1 — 2) dx 


89. J € cos2xdx 90. ! e" sin3x dx 








ydy 3 xdx 
111. J isi 112. f 
16—y? Vá x? 
x dx tdt 
113. J 114. ! 
4—x J Va? —1 


Másodfokú kifejezések 


Számítsuk ki a 115—118 feladatokban szereplő integrálokat! 








f xdx dx 
115. / Te 116. / - CE 
dx 
um. / 118. (5 
9 —x vV9—xé 


Trigonometrikus integrálok 


Számítsuk ki a 119-126. feladatokban szereplő integrálokat! 
119. f sin xcostx dx 120. J cos" xsin x dx 
121. Hi tgtxsec"x dx 122. J te xsecx dx 


123. J sin sú cosóő 40 124. bi c0s30 cos 30 d8 


126. fd ytg2et áld 


125. / 1--cos(t/2) dt 


Numerikus integrálás 


127. Hány részintervallumra kell felosztanunk az alapintervallu- 
mot, hogy a Simpson-formulát alkalmazva 


11 
n3— [7 dx 
zi 


közelítő kiszámolására a hiba kevesebb legyen, mint 10739 (Ne 
feledjük, a Simpson-formulát csak páros számú részinterval- 
lumra tudjuk alkalmazni!) 


128. Az előzetes számításaink szerint az f(x) — v1--x? függ- 
vény második deriváltja 0 és 8 között van, ha 0 £ x - 1. Hány 
részre kell ez alapján felosztanunk a [0.1] intervallumot, hogy 
a trapézformulával f integrálját 1073-nál kisebb hibával becsül- 
hessük meg? 


129. Ismert, hogy 


Fő 
f2sinx dx nm. 


Milyen pontosan közelíti ezt az integrált az n — 6 mellett alkal- 
mazott trapéz-, illetve Simpson-formula? A formulák használa- 
tával állapítsuk meg a hiba pontos értékét! 


130. A Simpson-formula alkalmazásával szeretnénk kiszámolni 


az 
2 
; f(x) dx 
I 


integrált. Már megállapítottuk, hogy az integrációs tartományon 
169 (x)] £ 3. Hány részintervallumra kell felírnunk a Simpson- 
formulát, hogy a hiba 1075-nél kisebb legyen? (Ne feledjük, a 
Simpson-formulát csak páros számú részintervallumra tudjuk al- 
kalmazni!) 


131. Éves középhőmérséklet: Az 


f(x) —20,6 - sin (3 (x — 101) ) -39 


függvény az Alaszkában található Fairbanks napi középhőmér- 
sékletét adja meg "C-ban. (x — 0,1,2,...365.) Számoljuk ki az 
éves középhőmérsékletet! (Az Amerikai Meterológiai Szolgálat 
hivatalos átlaghőmérsékleti adata —3,57C, ami egy picit maga- 
sabb, mint f(x) átlaga.) 


132. Hőkapacitás: A C-vel jelölt hőkapacitás azt a hő- 
mennyiséget jelöli, amennyi az adott anyag hőmérsékletének 
17C€-szal való emeléséhez szükséges. Mértékegysége cal/C-mol 
(kalória/Celsius-mol). Az oxigén hőkapacitása a T hőmérsékle- 
tének a függvénye: 


C,(T) — 8,27--1079(26T — 1,877?). 


Számoljuk ki C(T ) átlagát a 207C £ T £ 675"C intervallumon, 
majd határozzuk meg, hogy hány fokon egyezik meg az oxigén 
hőkapacitása ezzel az átlaggal! 


133. Benzinfogyasztás: Egy autó fedélzeti számítógépe li- 
terlórában mutatja a pillanatnyi benzinfogyasztást. Az egyik utas 
egy órán át 5 percenként felírta az éppen kijelzett fogyasztási ér- 
téket: 
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(a) Becsüljük meg az 1 óra alatt elfogyasztott benzin 
mennyiségét a trapézformula használatával! 


(hb) Az autó 92 kilométert tett meg a kérdéses 1 óra alatt. 
Mennyi a 100 km-re számolt benzinfogyasztása? 


134. Parkolóépítés: A város megvette az ábrán látható telket 
azzal a céllal, hogy parkolót építsen rá. A telek vízszintesre 
egyengetésének a költsége I, a betonozás költsége 20 euró négy- 
zetméterenként. Döntsük el a Simpson-formula használatával, 
hogy megépíthető-e a parkoló a rendelkezésre álló 11000 eu- 
róból! 





Figyelmen kívül hagyva 


Improprius integrálok 


Számoljuk ki az improprius integrálokat (135—144. feladatok)! 





1 
136. / Inx dx 
f do 
7. 138. [ E 
13 8 [Gy 
2 du ; T 3vy—1 
19. [25 s Si 


141. / Het gi 


0 
142. j xet dx 


Fé rátáti 
dás T 
tj I 





új Is 
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Konvergencia eldöntése 


Melyek konvergensek, melyek divergensek a 145-150. felada- 


tokban cgásés integrálok közül? 





145. [a 146. fe "cosu du 
VETT I 
147. ja mg 
2 dx f dx 
149. i ei 150. ( 3 
Vegyes integrálok 


Számítsuk ki a 151—218. feladatokban szereplő integrálokat! A 
feladatok sorrendje véletlenszerű! 














x dx E 
wa [s 152. [-— 
dx sanE 
153. (7 ET 154 [8 dx 
dx (t — ca 
155. (—s 156. TR. 
/—39x— xi 
157. J ést 158. J E SRE ZER 
14 ut 
159. pS sáskákat € 160. [9259 a stl 
sin xX 
161. Ja a 162. Í mat 
81 l--sin x 
f dx 
163. 1 9 cos(20 4-1) d8 164. ! szelei 
) 4-1 
165. [ET x dx 166. (——— 
x2—2x-t1 V14vő 
2sin./x dx x dx 
167. f klsee alt 168. J EETTe 
dy dO 
169. / siInycosy 170. / 082—208-44 





tgx ! dr 
171. 14 új 172. [e 
coszx (rk) Vr 2r 








, ff (rr2dr ydy 
173. f Elk ze sész 174. Hi st 
V—-r? —4r 43-y 
sin280 dO dx 
175. 176. [ —— 
EETS TS (13-cos29)2 s Tagi 
n/2 
177. fi VÁTESETTTT TI 178. ! 152 gy 
x/4 
x dx 
179. [- 
v2 mi 6 
181. 1 Ez 182. / inv KO 


183. b 0" tg(0?) d9 


3 zti 
185. J —z—— dz 
22(22 44) 


ht [Ea 
186. [76 dx 





x/10 
t dt 
187. J 8 JT v1d-cos58 d8 
V9— 412 4 





189. f ctg0 dO 


arcigx 
190. I . dx 
1-4 sin 0 xz 


dx 








tg / e dt 
. J] —— 192. ! — —, 
tú. [58 úg álá! B FEST 
"90-do cos 2x 
193. (7—97 ES I da 
cos(arcsinx) Éz cosx dx 
195. /! ——— dx 196. 
v1 — x2 sin? x— sinx 
197 fin cos 5 dx 198. JE st 
i 2 2 (x FEBTCT lás 
"eédt 3 
. I! ——— . (tetd 
199 J re 200 § gr dt 
201. [88 na, [E 
tgx 
ctgv dv dx 
a f egyé maa. [ —dz 
Insinv (2x — Ivo —x 
205. f enyi gx 206. J e94/334e9 d0 
BE táedláa HB 208. fi dv 
1 -- (cos5r)2 vev —-1 
209. Í 2739-1 98 210. J Ö snxék 
437 — 20x 
ak Iz n2 [ai SET ET iii 
8 dy (t--1) dt 
213. 214. TAR 
Ízsad y3(y-2) (22) 
215. (—— 
mv 49m? — 4 


dt 

ij f t(1--Inr)/(Inr)(2-HInr) 
1 x 

217. [36-12 [vre a dx 
Ü 0 


44-i 
ns. [ag STT ETETETT Te 


219. Valamely f függvényről tudjuk, hogy 


cOosx I 37 
faszén Than (2) 
3m/2 
Parciálisan integrálva számítsuk ki a J f(x) dx integrált! 


n/2 
220. Keressük meg azt a pozitív a-t, amelyre 


a 
ha za 





fán. 8. feje et 


Az anyag alaposabb elsajátítását segítő további feladatok 295 





ekezmeakgöleás ginltejis öénealoy ágya 


Nehezebb integrálok 


Számítsuk ki a határozatlan integrálokat (1—10. feladatok)! 
1. í (arcsinx)" dx 


j . dx j 
Tu 1)(xt42)---(x-km) 


3. J rarcsinx dx 4. f ercsin 5 dy 


dO 
5. Tea ő. fin(vzsvVTrx) dx 
n Í dt ér új (2627 — er) dx 
I £—af1—s i vV3e2 — 6e—1 
dx dx 
" gaza 10. / 7 
Határértékszámolás 


Keressük meg a határértékeket (11—12. feladatok)! 


x 
Ül. mm f sénéd 
X—rön 
mg 


l 
; cost 
12. lim x T mr dt 
xr—aüt t 
X 


A 13-14. feladatokban megadott határértékek egy-egy határozott 
integrál definíciói. Azonosítsuk a határozott integrálokat, és azok 
kiszámolásával keressük meg a határértékeket! 


13. lim ) In 14. 
a sa di 


n—1] 
l 
14. lim ———— 
nee 2. Vn2—k 


k 


További példák és feladatok 


15. Ívhossz: Számoljuk ki a következő görbe ívhosszát: 


x 
y— f Vcos2t dt, oszsT! 
0 


16. Ívhossz: Számoljuk ki a következő görbe ívhosszát: 


jj 


0 dxe —! 


5 l 
k SE in(1 —x if a 
17. Térfogatszámítás:  Forgassuk meg az első síknegyedben 
fekvő, az x-tengely és azy — 3xv 1 — x görbe által meghatározott 
síkidomot az x-tengely körül! Mekkora a keletkező forgástest tér- 
fogata? 


18. Térfogatszámítás:  Forgassuk meg az első síknegyedben 
fekvő, az x-tengely, az y— 5/ (xv5 — x]) görbe, illetve azx— 1 
és x — 4 egyenesek által határolt síkidomot az x-tengely körül! 
Mekkora a keletkező forgástest térfogata? 


HATOT vádol Tg Te — Tas Bivak 





mmákta 


Az anyag alaposabb elsajátítását segítő további feladatok 


19. Térfogatszámítás:  Forgassuk meg az első síknegyedben 
fekvő, a koordinátatengelyek, az y — €" görbe és az x— I] egyenes 
által határolt síkidomot az v-tengely körül! Mekkora a keletkező 
forgástest térfogata? 


20. Térfogatszámítás:  Forgassuk meg az első síknegyedben 
fekvő, felülről az v — e€7— 1, alulról az x-tengely, jobbról az 
x - ln2 egyenes által határolt síkidomot az x — ln2 egyenes kö- 
rül! Mekkora a keletkező forgástest térfogata? 


21. Térfogatszámítás: Jelöljük R-rel azt a ,háromszög" 
alakú síkidomot, amelyet felülről az y — I egyenes, alulról az 
y — Inx görbe, balról az x — 1 egyenes határol! Mekkora a kelet- 
kező forgástest térfogata, ha R-t 

(a) az x-tengely, (b) azy— 1] egyenes 

körül forgatjuk meg? 


22. Térfogatszámítás: (A 21. feladat folytatása.) Mekkora a 
keletkező forgástest térfogata, ha a 21. feladatban szereplő R-t 
(a) az v-tengely, (b) azx— l egyenes 

körül forgatjuk meg? 


23. Térfogatszámítás:  Megforgatjuk az x-tengely és az 


f69 0 hax—0 
y E XI 
xlnx ha0 -cx22 
görbe által közrezárt síkidomot az x-tengely körül. 
(a) Bizonyítsuk be, hogy f folytonos a 0-ban! 


(b) Számoljuk ki a forgástest térfogatát! 





24. Térfogatszámítás:  Forgassuk meg az első síknegyedben 
fekvő, a koordinátatengelyek és az y — —]nx görbe által hatá- 
rolt végtelen síkidomot az x-tengely körül! Mekkora a keletkező 
forgástest térfogata ? 


25. Sikidom súlypontja: Keressük meg annak az első síkne- 
gyedben fekvő sikidomnak a súlypontját, melyet alulról az x- 
tengely, felülről az y — Inx görbe, jobbról az x — e egyenes hatá- 
rol! 


26. Síkidom súlypontja: Keressük meg az y— t(1 —a2j-i 
görbék és az x — 0, x — I egyenesek által határolt síkidom súly- 
pontját! 


27. Ívhossz: Számoljuk ki az y—lnx görbex— 1 ésx— e 
pontok közötti részének a hosszát! 


28. Felszín: A 27. feladatban definiált ívdarabot megforgat- 
juk az y-tengely körül. Mekkora a súrolt palást felszíne? 


29. Az asztroid ívhossza:  Aza2/34-y2/3 — 1 egyenletű görbe 
az asztroidoknak nevezett görbék családjába tartozik. Az asztroid 
(nem aszteroida) elnevezés a görbe csillagszerű kinézetére utal 
(lásd az ábrát). Mekkora ennek az asztroidnak az ívhossza? 
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30. Asztroidból keletkező forgástest felszíne:  Megforgatjuk 
a 29. feladatban definiált asztroidot az x-tengely körül. Mekkora 
a keletkező forgástest felszíne? 


31. Adjunk meg egy olyan origóból induló görbét, amelynek az 
ívhossza a [0,4] intervallumon 


FI 1 
; — ri 
fv hsggas 


32. Az integrálok kiszámolása nélkül lássuk be, hogy 





l ji 

dx 
2/v1-xaxz f ! 
E sé] v1—xi 


NI 33. Legyen f(x) — ef 


(a) Rajzoltassuk ki az f függvény grafikonját az x E 
(—5, 3] intervallumon! 


(b) Lássuk be, hogy / f(x) dx konvergens, és keressük 


—Gn 


meg az értékét! 
1 ZRNKESSRT 
ls ásítás átt táj ny" ; 
34. Számoljukkia lim J 14y dy határértéket! 
H—rsa 
0 


35. Bizonyítsuk be, hogy ha n 5 2, akkor 


Hszt n-t-2 
[(V2-ő) am talan Hl CI 
36. Bizonyítsuk be, hogy 
ntry2 


I 
x dx 
e [ks údkéket 
6 j V4—x2 — xi 8 


(Útmutatás: vegyük észre, hogy 0 cx €1 esetén 4—x2 
4—x —xő 5 4—22, és ez utóbbi egyenlőtlenség bal oldala 
x — 0-ra, jobb oldala x — 1-re egyenlőséggé válik!) 


37. Határozzuk meg, hogy a mely értékeire lesz az 


ff ax 1 
/ (z HL 5.) új; 
improprius integrál konvergens! Ha konvergens, mennyi az ér- 


téke? 


38. Legyen G(x) — [d e" dt, ha x 5 0. Mutassuk meg, hogy 
minden x - 0-ra xG(x) — 1! 


39. Végtelen terület — véges térfogat:  Tekintsükazy—x ?, 
12 x - so görbét! Mely p értékek esetén lesz a görbe és az x- 
tengely közötti terület végtelen, de a görbe x-tengely körüli meg- 
forgatásával keletkező forgástest térfogata véges? 


40. Végtelen terület — véges térfogat:  Tekintsükazy—x P 
görbe, az y-tengely, az x — 1 egyenes és az x-tengelyen fekvő 
(0, 1] intervallum által határolt síkidomot! Mely p értékek esetén 
lesz a sikidom területe végtelen, de a síkidom valamely koor- 
dinátatengely körüli megforgatásával keletkező forgástest térfo- 
gata véges? 


Táblázatos integrálás 
A táblázatos integrálást néha olyankor is lehet / fixjelx) dx ki- 
számolására használni, amikor egyik függvénynek sem lesz va- 
lahányadik deriváltja 0. Például próbáljuk meg kiszámolni az 

Fi e cosxdx 


integrált! Úgy kezdjük, ahogy eddig is, azaz készítünk egy táb- 
lázatot ef" deriváltjaiból és cos.x integráljaiból: 


e7 és a deriváltjai 


e Ma COSXx 
2e fla 7 sinx 
(4) 


4 ez — €05X 


cos x és az integráljai 





Vegyük észre, hogy eltekintve egy 4-es szorzótól és az előjel- 
től, a 3. sorban ugyanaz szerepel, mint az elsőben. Amint egy 
olyan sorhoz jutunk, amely egy konstans szorzótényezőtől elte- 
kintve már szerepelt, álljunk meg, és értelmezzük a táblát ilyen 
formán: 


f 2 cosxdx s-t (essinx) — (222(—cosx) ) fé 
tf (42) (—c0sa) dx. 


Azaz összeadtuk a ferde nyilakkal összekötött elemek szorza- 
tát a nyilak feletti előjellel ellátva, és hozzáadtuk még az utolsó, 
vízszintes nyíllal összekötött elemek szorzatának az integrálját, 
szintén a nyíl feletti előjellel ellátva. Ha az egyenlőség két végén 
szereplő integrálos tagokat összevonjuk, azt kapjuk, hogy 


5 Ú e cosx dx - e sinx-H2e"cosx, 


ahonnan 5-tel osztva megkapjuk az eredményt: 
e sinx-H2e? 
! e cosxdx — E 


A 41—48. feladatokban szereplő integrálokat táblázatos integ 
rálással számítsuk ki! : 


41. d ez cos 3x dx 42. f ef sin4x dx 


tC. 


43. J sinZxsinx dx 44. f sos S5xsindx dx 


45. J e" sinbx dx 46. T ezt cos bx dx 


47. J In(ax) dx 48. Hj x" In(ax) dx 
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A Stirling formula és a 
gamma-függvény 


Az Euler-féle I(x) gamma-függvény kiterjeszti a faktoriális 
függvényt a nemnegatív egész számokról a valós számok egy 
halmazára. A definíciója a következő: 


I(x) — jéé dt, — x50. 
Ü 


Azaz pozitív x-ekre T(x) értéke ar" !e"" függvény t szerinti, 
0-tól végtelenig vett integrálja. 
49. Han nemnegatív egész, akkor I(n-t-1) — n!.: 
(a) Mutassuk meg, hogy I(1) — 1! 
(b) Parciálisan integrálva I(x 4 1)-et, bizonyítsuk be, 
hogy T(x--1) — xI (xx)! Innen következik, hogy 
Tettei, 
T3—2 dsg 
T(4)—3I(3) —6, 


TEL A SWF zát: (8.22) 


(c) Bizonyítsuk be (8.22)-et indukcióval minden nemne- 
gatív egész n-re! 





8.27. ÁBRA: Az Euler-féle gamma-függvény folytonos, és ha 
n egész szám, akkor T(n -- 1) — n!. A I(x)-et definiáló integ- 
rált csak x 5 0-ra értelmezzük, de I(x) értékét nem egész nega- 
tív számokra is kiterjeszthetjük a 49. példában vizsgált T(x) — 
— (I(x--1))/x képlettel. 


50. Stirling-formula: James Stirling (1692—1770) skót mate- 
matikus bebizonyította, hogy 


é4x Ér ali 
li f) S 2THai 
Jim (A 71 (9-1, 
azaz 


re — (JEE (1et9),  ése(m — 0, haz es 
(8.23) 
Ha €(x)-et elhagyjuk: 


T(x) az B) ei (Stirling formula). (8.24) 


(a) Stirling-féle becslés n!-ra Azn!—nI(n) képlet és a 
(8.24) egyenlet segítségével lássuk be, hogy 


n! az 6) V2nm, n7 od (8.25) 


Ezt a becslést szintén Stirling-formulának szokás nevezni. 
Ahogy a 11.1. rész 64. feladatában látni fogjuk, (8.25)-ből 
következik, hogy 


Vni ez . (8.26) 

KI (b) Hasonlítsuk össze számológéppel n! értékét a Stirling- 

formulából származó becsléssel n — 10,20,30,... esetén! 
(Amíg csak a számológép bírja.) 


NI (0) A (8.23) egyenlet egy finomítása szerint 


1) — (7 ZEe29 (1 et) 


vagy máshogy fogalmazva 
T(x) sz 6) J27 4/a12m) 
€ x i 
ahonnan az 
An 7 
ni sz (7) vV2nze/üz) (8.27) 


becslés adódik. Hasonlítsuk össze számológép segítségével 
101-t a (8.25) és a(8.27) által szolgáltatott közelítő értékkel! 
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ÁTTEKINTÉS: A 4.8. alfejezetben bevezettük a dy/dx — f(x) alakú differen- 
ciálegyenleteket, amiben az ismeretlen y függvény deriváltja szerepelt. Foly- 
tonos f esetén az általános megoldást az y(x) — f f(x)dx integrállal kaptuk. 
(Emlékeztetünk arra, hogy a határozatlan integrál f minden primitív függvé- 
nyét jelenti, így tartalmazza a tetszőleges additív konstanst, 4-C-t, amit ki kell 
írni, ha a primitív függvényt már megtaláltuk.) Az elméleti és mérnöki tudo- 
mányokban, a közgazdaságtanban is gyakran fordulnak elő olyan modellek, 
amelyek sokkal bonyolultabb differenciálegyenleteket tartalmaznak. A 7.5. al- 
fejezetben láttuk, hogy az exponenciális növekedés ill. csökkenés a dy/dx — ky 
k / 0 differenciálegyenlettel modellezhető. Eddig még nem vizsgáltunk olyan 
alakú differenciálegyenleteket mint pl. dy/dx — y — x, jóllehet, ilyenek gyakran 
adódnak az alkalmazások során. Ebben a fejezetben számos dy/dx — f(x,y) 
alakú differenciálegyenlettel fogunk foglalkozni, ahol f a független és függő 
változónak is függvénye. Ezen differencálegyenletek megoldásához a határo- 
zatlan integrál elméletét fogjuk használni, és vizsgálunk analitikus, grafikus és 
numerikus megoldási módszereket is. 


Iránymező és szétválasztható változójú differenciálegyenletek 





Amikor implicit deriválást alkalmaztunk (3.6. alfejezet), a dy/dx differenciálhá- 
nyadosra kapott kifejezés gyakran tartalmazta x-et és y-t 15. Ezt az alfejezetet az 
általános dy/dx — f(x,y) alakú egyenlet vizsgálatával kezdjük és megnézzük, 
mit értünk megoldáson. Azután azt a speciális esetet nézzük, amikor f felírható 
egy csak x-től és egy csak y-tól függő függvény szorzataként. 


Általános elsőrendű differenciálegyenletek és megoldásaik 
Egy elsőrendű differenciálegyenlet egy olyan 


dy 

nm - ú 9.1 
EK] (9.1 
alakú egyenlet, ahol f(x,y) az xy-sík egy tartományán definiált kétváltozós függ- 
vény. Az egyenlet azért elsőrendű, mert csak a dy/d-x első deriváltat tartalmazza 
(és nem magasabbrendű deriváltakat). Az 


y-flxy) és 5y— fin) 


írásmódok ekvivalensek a (9.1) egyenlettel, és mindhárom alakot váltogatva 
használjuk a szövegben. 
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9.1. ÁBRA: A dy/dx — y — x differen- 
ciálegyenlet y — (x--1) — 3e" megol- 
dásának grafikonja az y(0) — 5 kezdeti 
feltétel mellett (2. példa). 


A (9.1) egyenlet megoldása egy olyan y — y(x) differenciálható függvény, 
amely az x értékek egy / (esetleg végtelen) intervallumán van értelmezve, és ott 


(2) — f(ry()). 


Azaz, ha az y(x) függvényt és y (x) deriváltját a (9.1) egyenletbe helyettesítjük, 
az / intervallumon azonosságot kapunk. Egy elsőrendű differenciálegyenlet ál- 
talános megoldása egy olyan megoldás, ami az összes megoldást tartalmazza. 
Az általános megoldás mindig tartalmaz egy tetszőleges konstanst, de az, hogy 
egy megoldás tartalmaz egy tetszőleges konstanst, még nem jelenti, hogy álta- 
lános megoldás. Annak kimutatása, hogy egy megoldás valóban általános meg- 
oldás, mélyebb ismereteket igényel a differenciálegyenletek elméletéből, és fel- 
sőbb kurzusokra hagyjuk. 


1. PÉLDA: Megoldás ellenőrzése 


Mutassuk meg, hogy minden 


C 
y- f. t-2 
alakú függvény megoldása a 
dv 1. 
d pi y) 


differencálegyenletnek a (0, co) intervallumon, bármely C konstans esetén! 


Megoldás: Azy—-—C/x-3- 2 függvény deriváltja 


dy dl. c 
dada 


Így csak azt kell megmutatnunk, hogy minden x € (000) esetén 


C Il c 
-§-1b-(E9] 
xx EL x 


ami a jobboldalon kijelölt műveletek elvégzése után nyilvánvaló. Azaz, az y — 
— C/x 7-2 függvény C minden értékére megoldása a differenciálegyenletnek. 


Ahogy az a primitív függvények estében is előfordult, gyakran nem az ál- 
talános megoldásra van szükségünk, hanem egy partikuláris megoldásra. Az 
y(xo) — yo kezdeti feltételt kielégítő partikuláris megoldás az az y — y(x) meg- 
oldás, amelynek értéke az xg pontban yo. A partikuláris megoldás grafikonja 
az xy-síkon átmegy az (xo,yo) ponton. Egy elsőrendű kezdetiérték-probléma 
egy y — f(x,y) differenciálegyenlet együtt egy y(xo) — yo kezdeti feltétellel. 
A kezdetiérték-probléma megoldása egy olyan y(x) függvény, ami megoldása a 
differenciálegyenletnek, és kielégíti az y(xo) — yo kezdeti feltételt. 


2. PÉLDA:  Partikuláris megoldás ellenőrzése 
Mutassuk meg, hogy az 


l 
ysz(xt1)- c td 
függvény megoldása a 


dy 02 
F7iaik y— A, y(0) — 3 
kezdetiérték-problémának! 


Megoldás: A 
dy 
dx 
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9.2. ÁBRA: (a) A sz — y — x egyenlet iránymezője. (b) A (0, 5) ponton átmenő 
partikuláris megoldás görbéje (2. példa). 


egyenlet egy elsőrendű differenciálegyenlet az f(x,y) —y—x függvénnyel a jobb 
oldalon. 


A bal oldal: 
dy d 1 j l 

A jobb oldal. 
l 1 
van asd aa zlmtal 87 d 


A függvény kielégíti a kezdeti feltételeket is, hiszen 


y(0) — 41) sé] [I — Le szá 


A függvény grafikonja a 9.1. ábrán látható. 


Iránymező, megoldásfüggvény szemléltetése 


Amikor megadjuk egy y — f(x,y) differenciálegyenlethez az y(xo) — yo kezdeti 
értéket, a megoldásgörbe (a megoldás grafikonja) áthalad az (xo,yo) ponton, és 
itt a meredeksége f(xo, yo). Úgy szemléltethetjük ezeket az irányokat, hogy rö- 
vid kis szakaszokat rajzolunk f(x,y) meredekséggel a választott (x,y) pontokon 
keresztül az xy-sík f értelmezési tartományába eső részén. Minden kis szakasz- 
nak az a meredeksége, ami az adott ponton áthaladó megoldás érintőjének lenne 
a meredeksége ebben a pontban. Az így kapott ábrát iránymezőnek hívjuk, és 
ez egy szemléletes képet ad a megoldásgörbék általános alakjáról. A 9.2a ábra 
egy iránymezőt mutat, a 9.2b ábrába már egy partikuláris megoldás görbéjét 15 
berajzoltuk. Jól látható, ahogy a kis szakaszok mutatják a megoldásgörbe irányát 
azokban a pontokban, amelyeken átmegy. 

A 9.3. ábra három iránymezőt mutat, alatta pedig láthatjuk, hogy a megoldás- 
görbék hogyan haladnak ezekben a mezőkben követvén az érintődarabkákat. 

Egy ilyen iránymező elkészítése ceruzával és papírral nagyon hosszadalmas, 
ezeket az ábrákat számítógép készítette. Differenciálegyenletek megoldása ál- 
talában igen nehéz, de a gyakorlati életben sok olyan fontos eset fordul elő, 
amelyik speciális alakú differenciálegyenletre vezet. Ezeknek speciális megol- 
dási módszerei vannak. Egy ilyen típus a szétválasztható változójú (szeparábilis) 
differenciálegyenlet. 


Szétválasztható változójú (szeparábilis) differenciálegyenletek 


Azy — f(x,y) egyenlet szétválasztható változójú, vagy más néven szeparábi- 
lis, ha f felírható egy csak x-től és egy csak y-tól függő függvény szorzataként. 
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VEVE A EE R E eteteketetléen 
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14 ZET EZEZ BAB 

iát degéeáte 


1 j / Fi Fi Fa d Set at dő álat alak al al ál) 
MESE atal ala alat álátálztzzzüzüztzte 
E aA ez zt A dBA la elb at gő zetteszétezbe gat seltsgett 
tedd a dalzizi aaa adatai zizzenni 


eszt eszt szett; 





szett szt szt zart azét szart sz ett 


3 
2 


(1 —xjy tt 


(e) y 


2xy 
1 Ha? 





y— a 


(a) y 





EKE KEK 


tédéssefe 





9.3. ÁBRA: Irányimezők (felső sor), és néhány kiválasztott megoldásgörbe (alsó sor). A 
számítógép reprezentációjában a kis vonaldarabok nyíl formájúak, de ez ne tévesszen 


meg minket: a meredekségnek nincs iránya! 


Ekkor a differenciálegyenlet 


- A 
. h() 


— g(x) Hl) 
H(y) 


alakú. Ha H(y) - 0, akkor átírhatjuk 


80) 
h(y) 
alakúra. Ez a differenciál alak megengedi nekünk, hogy az y-t tartalmazó ténye- 


dy 
dx 
zőt dy mellé, az x-et tartalmazó tényezőt dx mellé vigyük: 


dy 
dx 


g(x)dx. 


— 
Hi 


h(y)dy 


Ezután integráljuk az egyenlet mindkét oldalát: 


(9.2) 


— J eaz. 


J h(y)dy 


Az integrálások elvégzése után az y megoldást mint az x független változó imp- 


licit függvényét kapjuk. Azt, hogy a (9.2) egyenlet mindkét oldalát külön integ- 


rálhatjuk, a helyettesítési szabállyal (5.5. alfejezet) igazolhatjuk: 


g(x) 
h(y) 


dy 
dx 


egyenlet megoldása 


Szeparábilis differenciál 


at 


ELDA 


3. P 


Oldjuk meg a következő egyenletet: 


( 


Mivel 1 --y" soha nem 0, a változók szétválasztásával 


u 
d 


Megoldás 


A dy/dx hányadost differenciálok 
hányadosaként kezelve szorzunk dx-szel. 


(1-4-y")edx, 


dy — 


C a két oldal összevont konstansa. 


Mindkét oldalt integráljuk. 


a 


Jea 
e 3C. 


€ dx, 


hid 
arctgy 


dy 
17-y? 
gy 





1 





. 9.4. ÁBRA: A leengedés gyorsasága 
kv-x, ahol k pozitív állandó. Az 5. pél- 
dában k — 0, I és x méterben van mérve. 
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Az arctgy — e" 3 C egyenlet az y-t mint x implicit függvényét adja meg. Ha 
—m/2 c e1C€ c m/2, akkor kifejezhetjük y-t mindkét oldal tangensét véve: 


tg(arctgy) — tg(e"-HC), 
y —tg(e 1-0). L] 


4. PÉLDA: Egyenlet megoldása 


dy 3 
1 x(y" 41). 
Megoldás:  Differenciál alakra hozzuk, majd szétválasztjuk a változókat és in- 
tegrálunk, 


dy e xdx 
Al 4-1" 


" dy 1 
há egezjés 
arctgy — x—In]x-t 114 C. 





xé-1 


A d 

dt iz ky, y(0) — NO 
kezdetiérték-problémában egy szétválasztható változójú differenciálegyenlet 
van, és az y — yoe!" adja az exponenciális megoldásfüggvényt (7.5. alfejezet). 
Ez a kezdetiérték-probléma a modellje pl. a populáció növekedésnek, a radioak- 
tív bomlásnak, hővezetésnek. Most egy újabb alkalmazást mutatunk be. 


Torricelli törvénye 


Torricelli törvénye azt mondja ki, hogy amikor egy tartályból a vizet a 9.4. ábrán 
látható módon leengedjük, akkor a pillanatnyi kifolyó vízmennyiség (a leenge- 
dés gyorsasága) arányos az x vízmagasság négyzetgyökével. A konstans szorzó 
a leengedő nyílás méretétől függ, az 5. példában feltesszük, hogy ez a konstans 
1/10. 


5. PÉLDA: Tartály kiürítése 

Egy egyenes körhenger alakú tartály sugara 1,5 m és magassága 4 m. A leen- 
gedés kezdetekor tele van vízzel, és a leengedés gyorsasága 0,1yx m /perc. 
Határozzuk meg, hogy a vízmagasság a tartályban hogyan függ az időtől, és azt 
is, hogy mennyi idő alatt ürül ki a tartály! 

Megoldás: Egy r sugarú és h magasságú egyenes körhenger térfogata V — 
— gr: h, így a tartályban levő víz térfogata 


V — mr"h — n(1,5)-x —2.257x. 


Deriválással 
EY agy Negatív, mert V csökken, és dx/dt 20 
KvtGgez di egatív, m csökken, és dx/dt € 
KRNNNNNOT : 3. a 
—O ll /xs22őn de Toricelli törvénye. 


Így a következő kezdetiérték-problémát kaptuk: 


dx VX 
dt 2257 
x(0) — 4. A víz 4 m mély, amikor ft — 0. 
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A változók szétválasztásával megoldjuk a differenciálegyenletet. 


xx Mgdxz — 


dt 





1 


22,5m 





1 
Fej] 
JP 8 Tazszét 


dxi/2 


l 


ft CC. a konstansokat összevontuk 
22.59 





Az x(0) — 4 kezdeti feltétel meghatározza C értékét. 
2(4)72 — — 277 (0) --C, azaz C — 4. Ha C — 4, akkor 


mdf. 





Az összefüggés, amit kerestünk, tehát 


r-( 


1. 17, ZRBREER A 

FETT öl vagy x""-—2 Free 

t 42 , i ff 42 
2— sz) és Így vez 25n [2—7) ü 


Bármely f időpillanatban a tartályban a víz mélysége (2—t/(451c))"m és a 
víz mennyisége pedig 2.25x(2—t/(457))"m?. A t — 0 időpontban x — 4 és 
V — 107m?, ami a kezdeti feltétel volt, és a tartály t — 907 perc múlva fog 
kiürülni (V — 0), ez kb. 4,75 óra. 





Megoldások ellenőrzése 


Az 1. és 2. feladatban mutassuk meg, hogy mindegyik megadott 
y — f(x) függvény megoldása az adott differenciálegyenletnek! 
1. 2y143y—-e? 

(a) y—e" 
(b) y—e 73 e7Bk 


(c) y—e" 4Ce7h3/2 


2. y-y 
(a) y——; 
(b) y——g 
(0) y—-—dz 


A 3. és 4. feladatban mutassuk meg, hogy a megadott y — f(x) 
függvény megoldása az adott differenciálegyenletnek! 


3. y-ijtédt, Xytog-e 
4. y——e I v1-trtdt, y4éGy-1 


Az 5—8. feladatokban mutassuk meg, hogy az adott y függvények 
megoldásai az adott kezdetiérték-problémának! 


Differenciál- Kezdeti Feltételezett 
egyenlet feltétel megoldás 
5. y-Atyega y(—n21— ő y- e "arctg(2e€) 
6. y—-eP—-2y  3y(2)—0 y—(x—De 
7. xy hy- —sinx, Ty — — C08X 
x:0 y (5) 0 :j x 
8. xy -xy—y, ylej—e y- fi 


x:1 


 nkmánknlnánánönkntsllnkünkösjönljnkönlskémménkzskeznöinmlszénnkmkmiiikümkkütnkmödönkönönökkekműkönk kü üLTEKÉTKTTTtütüúíütúctKTTHEE 


Szeparábilis egyenletek 


Oldjuk meg a 9-18. feladatokat! 


9 2/54-ixyz0 10. £-27yz0 
d 2. d Be 

II. §—€e7? 12. 3 —3x7e 

13. §Z— cosy 14. Vg sz 


! 


15. Vg setét xsŰ 16. (secx) 5 z ey tőina 
17. 54 s 2r4/1—98§ -igyzeil 


L] 


A 19-22. feladatokban szereplő differenciálegyenletekhez keres- 


sük meg a megfelelő iránymezőt az itt megadottak közül! 
y 
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iten HB! 
hl! 
. 
ÉT 








20. y—-yiIil 
22. Y—-yY xx 


A 23. és 24. feladatokban másoljuk le az iránymezőt, és rajzol- 
junk be néhány megoldásgörbét! 


23. y —(y12)(y—2) 





24. y —y(y-H1)(y—1) 





SZÁMÍTÓGÉPES VIZSGÁLATOK 
Iránymezők és megoldásgörbék 
A 25—30. feladatokban rajzoljuk meg az iránymező egy részletét, 


és húzzuk bele a megoldásgörbét, amelyik átmegy a megadott 
ponton! I 


25. y-y 
(a) (0,1) 
26. y —2(y—4) 
(a) (0,1) 
27. y —y(xty) 
(a) (0,1) 
(d) (—1,—1) 


(b) (0,2) (c) (0,—1) 


(b) (0,4) (c) (0,5) 


(b) (0,—2) (c) (0,1/4) 


28. y-y 
(a) (0,1) 
(d) (0,0) 


29. y—(y—1)(x-r2) 
(a) (0,—1) 


30. y — 
(a) (0,2) 


(b) (0,1) (e) (0,3) 


(b) (0,—6) (c) (—2V3,—4) 
A 31. és 32. feladatban készítsünk egy iránymezőt, és rajzoljuk 
a partikuláris megoldást a megadott intervallumon! 

31. Logisztikus egyenlet: y —y(2—y),y(0)— 1/2. 


0£2x2c4ügyse3. 
32. y — (sinx)(siny) —6£xc6—6gyeő. 
A 33. és 34. feladatnak nincs elemi függvényekkel kifejezhető 
megoldása. Használjunk számítógépes programot, hogy megmu- 
tassa a grafikus megoldást! Becsüljük meg y értékét a megadott 
helyen! : 
33. y —cos(2x—y),y(0y—2,0£xc£5,0€yc5,y(2). 
34. Gompertz egyenlet: y — y(1/2— Iny), y(0)—1/3,0£ 
c£x£40cyc3,y(3). 
35, — Használjunk számítógépes programot az y 3-y — f(x). 
egyenlet megoldására y(0) — 0 kezdeti feltétellel, ha f(x) 
egyenlő 
(a) 2x, 
(e) 3672, 


(b) sin2x, 
(d) 267"? cos2x! 
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36. (a) Használjunk grafikus programot, hogy kirajzoljon egy 
iránymezőt a megadott differenciálegyenlethez a—3€£xc 
£3,—3€£yoe 3 tartományon: 

u 36 t4xt2, 
29-10) 
(b) Adjuk meg ennek a szeparábilis egyenletnek a megol- 


(c) Használjuk egy grafikus program implicit függvény 
rajzolóját, hogy megrajzolja a megoldást azokban az e€se- 
tekben, amikor a szabadon választható konstans értéke 
C — —6 —4 —2,0,24 6! 


(d) Határozzuk meg és rajzoltassuk ki azt a megoldást, 
amelyik kielégíti az y(0) — —1 kezdeti feltételt! 


dását implicit formában! 


Elsőrendű lineáris differenciálegyenletek 





Az exponenciális növekedés/csökkenés dy/dy — ky egyenlete (7.5. alfejezet) egy 
szeparábilis differenciálegyenlet. De ez egy másik speciális eset is, hiszen line- 
áris. Lineáris differenciálegyenlettel számos valós jelenség modellezhető, mint 
pl. áramkörök vagy kémiai keverék-problémák. 
Egy elsőrendű lineáris differenciálegyenlet a következő alakra hozható: 

dy 

— tt P(x]jy 7-7 Ox 9 -a 
ahol P és 0 a gyakorlatban legtöbbször folytonos függvényei x-nek valamilyen 
intervallumon. A (9.3) egyenlet a lineáris differenciálegyenlet standard alakja. 
Mivel az exponenciális növekedés/csökkenés egyenlete is a 


dy  , 

dx ky 
standard alakra hozható, ez egy lineáris egyenlet, ahol P(x) — —k és 0(x) — 0. 
A (9.3) egyenlet lineáris az ismeretlen függvényre vonatkozó kifejezésekben, 
y-ban és dy/dx-ben, mert mindkettő első hatványon van, és nem fordulnak elő 


más függvény argumentumában (pl. siny, e? stb.) 


1. PÉLDA: Standard alakra hozás 
Hozzuk standard alakra a következő differenciálegyenletet: 


dy 2 
meki ; ! 
ET x 33y, x50! 


Megoldás: 
dy 3 
— E xt—y, x-szel osztva 
dx x 
Ég —x Standard alak P(x) — —3y/xé sz L] 
ET s Ti (x) — —3y/x és 0(x) —x 


Lineáris differenciálegyenletek megoldása 


Oldjuk meg a 

dy 

Ka tP(G)y— 0() (9.4) 
egyenletet! Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalát egy pozitív v(x) függ- 
vénnyel úgy, hogy a beszorzás után kapott bal oldal a v(x) :y szorzat deriváltjával 
legyen egyenlő! Később meg fogjuk mutatni, hogyan lehet ilyen v függvényt ta- 
lálni, most csak azzal foglalkozunk, hogy ha már találtunk ilyet, akkor azzal fel 
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tudjuk írmi a megoldást. 
v(x) E F P(x)vix])y — v(x) 0(x), mindkét oldalt víx)-szel szorozva 
d 
(la) 9) — vo), v-Pwy— 4lv.g) 
v(x)y — J v(x) 0(x)dx integrálva x szerint 
y - ETT f/(DO(Da. (9.5) 


A (9.5) egyenlet a (9.4) egyenlet megoldását adja v(x) és 0(x) függvényében. 
A v(x)-et integráló tényezőnek hívjuk, mert ennek segítségével válik a (9.4) 
egyenlet integrálhatóvá. 

Úgy tűnik, a végső formula nem függ a P(x) függvénytől. Valójában függ 
tőle, mert P(x) határozza meg, milyen integráló tényezőt kell választanunk. 


d d 
Fri (vy) - E -- Pvy, követelmény v-re 
d d d 
. - YT — ver -- Pvy, szorzat deriválási szabálya 
d 
jr z— Pvy. vaz kiesik 


Az utolsó egyenlőség akkor áll fenn, ha dv/dx — Pv, ami egy szeparábilis diffe- 
renciálegyenlet a v függvényre, azaz 


dv 
— z Pdx, változók szétválasztása 
Vv 
dv 
J — - f Pdx, 
Vv 
Iny — [j Pdx, Mivel v 5 0, nem kell abszolút érték az In mögött. 
v — el Pax (9.6) 


Tehát a (9.5) egyenlet a (9.3) egyenlet általános megoldását adja, ahol v(x)-t 
a (9.6) egyenletből kapjuk meg. Javasoljuk, hogy a képletek memorizálása he- 
lyett azt jegyezzük meg, hogyan kapjuk meg az integráló tényezőt! 





Azy 3 P(x)y — 0(x) lineáris differenciálegyenlet megoldását úgy állítjuk 
elő, hogy mindkét oldalt beszorozzuk a v(x) — ef PC): integráló tényező- 


vel, és mindkét oldalt integráljuk. 


Amikor a bal oldalt integráljuk, mindig az integráló tényező és a megoldás vy 
szorzatát kapjuk, mert v éppen úgy lett definiálva. 
2. PÉLDA: Elsőrendű lineáris differenciálegyenlet megoldása 
Oldjuk meg az 
x2 — 2 --3y x:0 
dx 5 
differenciálegyenletet! 
Megoldás: Először standard alakra hozzuk 
dy 3 


———— — — 4 
dx x 


azaz P(x) — —3/x. Az integráló tényező 
v(x) — ef Peak — eszed 


lna Az integrálási konstans nulla, 
hogy a legegyszerűbb legyen. 


zs l 
zeé HÉ, x:0 
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Ezután a standard alak mindkét oldalát beszorozzuk v(x)-szel és integrálunk: 


l /dy 31 1 
a(3-PJ-a 
id 3. 1 
Ba 
dx (a v) 7t xi A bal oldal szorzat deriváltja. 
ay fd 


1 l 
sees 
8" ij 


Ha y-t kifejezzük, megkapjuk az általános megoldást: 


ye (0) ——étiCce,  x50. 


3. PÉLDA: Elsőrendű lineáris kezdetiérték-probléma megoldása 
Oldjuk meg az 
xy —$733y, x50, 


egyenletet az y(1) — 2 kezdeti értékkel! 

Megoldás: Először megoldjuk a differenciálegyenletet (2. Példa): 
yz ag 4 Cx, x50. 

Azután behelyettesítjük a kezdeti értékeket, hogy megkapjuk C-t: 


2 (14 eV, y-2hax—1 
C—2t(1y—3. 


A kezdetiérték-probléma megoldása tehát: y — —x? -- 39. 


4. PÉLDA: 
Adjuk meg a 
3xy —vy—-lnx-1, xzü, 


differenciálegyenlet y( 1 ) — —2 kezdeti feltételnek eleget tevő megoldását! 


Megoldás: Standard alakra hozzuk (x — 0): 





. 1lnx--1 


1 
$—z 3x 


Az integráló tényező 


1 — ef —-1/(8x)dx ző el 1/3)Inx — x 13 xs0 


a 


Így j 
xy 7 fnxa Vgx, 


A jobb oldalt parciálisan integráljuk: 


xy — —x71/3 (Inx--1) r [718 dx, 


5 43y- e V(lnxt1)—3x VC, 








9.6. ÁBRA: Az áramerősség növeke- 
dése az RL-körben az 5. példában. !/ az 
áramerősség egyensúlyi értéke. A ft — 
— hi érték az áramkör időállandója. Az 
áramerősségnek az állandósult (vagy 
egyensúlyi) értéktől való eltérése 3 idő- 
állandó múlva kevesebb, mint annak 
59-a (31. feladat). 
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vagy y-t kifejezve: 

y — —(lnx-H4) Ca! ő. 
Ha x — 1 ésy — —2, akkor —2 — —(0--4) --C, azaz C — 2. Ezt beírva az általános 
megoldásba kapjuk a partikuláris megoldást: 


y —2x? -1nx—4. I 


A 2. példában mindkét oldalt integráltuk, miután mindkét oldalt megszoroz- 
tuk az integráló tényezővel. A 4. példában a bal oldal integrálását már nem rész- 
leteztük, hiszen tudjuk, hogy mindig vy lesz. A (9.5) egyenletből tudjuk, hogy 


Csak a (9.3) egyenlet jobb oldalán álló 0(x) és az integráló tényező v(x) szorza- 
tát kell integrálnunk. Mindazonáltal, ha hangsúlyozni akarjuk v szerepét, akkor 
a teljes megoldás menetét leírjuk, ahogy a 2. példában tettük. Ha a (9.3) egyen- 
let jobb oldalán álló 0 függvény azonosan 0, akkor az egyenlet szétválasztható 
változójú: 


dy "ESETI 
ax rPujyzű, 0(x)—0 


l 
Br y — —P(x)dx. szétválasztva a változókat 


Tekintsünk most két olyan alkalmazást, amikor lineáris elsőrendű differenci- 
álegyenlettel modellezünk. 


RL-kör 


A 9.5. ábrán egy áramkör látható, amelynek teljes ellenállása R £2 (ohm) és ön- 
indukciója L H (henry) állandók. Egy kapcsolóval az a és b pontokon a rendszert 
egy állandó V V (volt) feszültségű áramforráshoz kapcsolhatjuk. Az i áramerős- 
ségre ekkor az 
di 
L— 3-Ri—V ; 
E" tRi-V (9.7) 


összefüggés érvényes, ahol t másodpercekben van mérve, Az egyenlet megoldá- 
sával meg tudjuk határozni az áramerősséget a kapcsoló bezárása után. 


5. PÉLDA: Áramerősség meghatározása 


A 9.5. ábrán látható kapcsolót a ft — 0 időpillanatban zártuk. Milyen lesz az áram- 
erősség az idő függvényében? 


Megoldás: A (9.7) egyenlet egy elsőrendű lineáris differenciálegyenlet az i 
áramerősségre a t függvényében. A standard alak: 


d E LL ee 
aminek megoldása az í — 0, t — 0 kezdeti feltétellel 
V V 
Fe set RAL 
i R R é (9.9) 


(lásd a 32. feladatot). Mivel R és L pozitívak, —(R/L) negatív, így e(£8/Dt . ; 0, 
ha ft — 3-oo, Azaz 


V V VK V V 
lim ( — lim ( ———e 24100 —.0——, 


Az áramerősség elméletileg minden pillanatban kisebb, mint V/R, de ahogy az 
idő múlik, egyre jobban megközelíti a V/R állandósult állapot vagy egyensúlyi 
állapot értéket. Az 


di 
L— 1-RKRi—V 
evi ü Í 
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egyenletnek megfelelően I — V/R, ha L — 0 (nincs induktivitás) vagy ha 4 0 
(állandó áramerősség). Lásd a 9.6. ábrát. 

A (9.9) egyenlőség a (9.8) egyenlet megoldását két tag összegeként adja meg, 
az állandósult állapot megoldás V / R és at — cs esetén nullához tartó tranziens 
megoldás —(V/R)e(/E összegeként. [7 


Keverék probléma 


Egy vegyület oldata ömlik bele egy tartályba, ami az oldószert tartalmazza a 
vegyületnek már oldott bizonyos mennyiségével együtt. (A feladat alakja gáz- 
keverék esetére is ugyanilyen.) Az oldatot a tartályban állandó keverés teszi 
egyenletessé, és közben ismert sebességgel állandóan folyik kifelé a tartályból. 
Ilyen esetben általában fontos, hogy ismerjük a keverék koncentrációját minden 
pillanatban. A folyamatot leíró differenciálegyenlet a következő összefüggésen 
alapul: 


) (9.10) 


a tartályban levő dsztsájemeeálás . 
nál érkező anyag távozó anyag 
anyag mennyiségének Í — — 8 

EVA zétátttlntbt A sebessége sebessége 
változási sebessége 
(A sebesség itt most pl. g/s, kg/perc, m? / perc stb.) Ha a t időpontban a tar- 
tályban levő vegyület mennyisége y(t), és V(r) a tartályban levő összes anyag 
térfogata, akkor a vegyület távozási sebessége a (tr) időpontban: 


( vegyület távo- ) 5 gy) ( kifolyási ) B? 


zási sebessége /  V(ft) sebesség 
tartálybeli anyag tömény- kifolyási 
— nös : Vg (9.11) 
sége a ( időpontban sebesség 
A (9.10) egyenlet tehát a 
dy űj ús j SA egzgszászsáse százáss § 
E (vegyület érkezési sebessége) — VO . (kifolyási sebesség) —— (9.12) 


alakot ölti: Ha pl. y grammban van mérve, t percben és V pedig literben, akkor 
a (9.12) egyenlet egységet: 


—-— mm ——a—a;—öteükg e E 


6. PÉLDA:  Olajfinomító tároló tartály 


Egy olajfinomítóban, egy tárolótartályban 8000 liter benzin van, ami eredetileg 
50 kilogramm adalékot tartalmaz oldott állapotban. A téli időjárásra való előké- 
szület miatt percenként 160 liter olyan benzint pumpálnak a tartályba, amelyik 
0,25 kilogramm adalékot tartalmaz literenként. A jól kevert folyadékot percen- 
ként 180 liter sebességgel engedik ki a tartályból. Mennyi adalékanyag lesz a 
tartályban 20 perccel az eljárás megkezdése után? (9.7. ábra) 


Megoldás: Legyen y(t) az adalék mennyisége a tartályban a t időpontban, ki- 
logranmmban mérve. Tudjuk, y(0) — 50. A tartályban levő benzin mennyisége a 
t időpontban 
V(r) — 8000 liter -- TT eszed — 190 et (t perc) — 
je űj perc perc újáás Ú 
— (8000 — 20t ) liter. 
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160 [/perc, adalék: 0,25 kg/l 







sti 


FB 150 I/perc, adalék: § kg/l 


9.7. ÁBRA: A 6. példában a tárolótartályba befolyó folyadék 
keveréke a tartályban levővel adja a kifolyó folyadékot. 





Így 
záságsátesza EBEÉ, rizsát snetésészát aság 
(adalék sebessége ki) — VO . (kifolyási sebesség) — — (9.11) egyenlet 
cz y 180 — kifolyási sebesség 180 li- 
8000 — 20 szú 

ENNE 2 
— 400—r 

Hasonlóképpen 

adalék sebessége be — (o25ó-) (60) A]. Úláurűlat 
liter perc perc 


A differenciálegyenlet, ami a keverési eljárást modellezi: 


dy gy 
dt éj 400—r 


A megoldáshoz standard alakra hozzuk: 





dy 9 
dt  400—t 





y- 40. 
Itt P(t) —9/(400—t) és 0(t) — 40. Az integráló tényező 
v(r) — elPdt —  zgőzzdt — 9—91m(400—r) (400 —1) "9, 


A logaritmusnál figyelembe vettük, hogy 400—t 5 0. A standard egyenlet mind- 
két oldalát megszorozzuk az integráló tényezővel, és integrálunk: 


(400 — )92 49(400 —1)—19y — 40(400 —1) 9, 
[(400—1)-93] — 40(400— 1)", 
(400—1)—9y — f 40(400 —1) 9dt, 
(400—1) 9y — 5(400—1) "4 C. 
Az általános megoldás tehát: 
y — 5(400—1) -C(400—t)". 
Mivel t — 0 esetén y — 50, meghatározhatjuk C-t. 


50 —5(400—0)--C(400— 0)", 
1950 
04009" 
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Így a partikuláris megoldás: 


y — 5(400—1) — 095 (400— r)?. 


Az adalék mennyisége 20 perccel a pumpálás megkezdése után: 


1950 


y(20) — 5(400 — 20) — ——- (400 — 20)? sz 671 kilogramm. [7 





9.2. Feladata k d ARANRNNRRRRNTRRRRRRRORORNKRNNRR 
Elsőrendű lineáris 
differenciálegyenletek 


Oldjuk meg a következő differenciálegyenleteket (1—14. felada- 
tok)! 


rt ty-e, x:0 da 
xy 33y— SZ x50 


zs t26y-1 
y --(tgx)y —  anöz —nrj2dxanf2 


(UrdYrye A 7. 27—-e?ay 
elxy! 3 2ely — 2x 9. xy —y—2xlnx 


10. x§Z — £98x 


11. (1—1)995-44(t—1)95—t-t1,t51 


1 
3 
4 
8. zt 2y—1-—1, x:0 
6 
8 


—dy,x50 


12. (t--1)§ 41-25 — 304) -t gége t 2-1] 


13. sin9.§7 -t(cos8jr—tg9,0 20 c r/2 


14. tg955-tr—sin0,0 c 0 r/2 


Kezdetiérték-problémák megoldása 
Oldjuk meg a következő kezdetiérték-feladatokat (15—20. felada- 
tok)! 

15. 97 --2y—3,y(0) — 1 


16. 1 --2y—t,t50,y(2)—1 
17. 9033 ty—sin8, 0 50,y(x/2) —1 
18. 057 —2y— 83 secgtgő, 0 5 0,y(r/3) —2 


19. (x-H1)2—2(2 xy — EA —1,y(0j —5 


20. sz txy — x,y(0)——6 


21. — Oldjuk meg az exponenciális növekedés/csökkenés 
kezdetiérték-problémát úgy, hogy a differenciálegyenletet mint 
egy lineáris egyenletet tekintjük, ahol P(x) — —k, és 0(x) — 0: 
d 
E —ky (kkonstans), y(0) — yg! 


22. Oldjuk meg a következő kezdetiérték-problémát w-ra, mint 
t függvényére: 
du k MEGYÉS 
e 0  (késm pozitív konstansok),  u(0) — ug 
(a) elsőrendű lineáris egyenletként, 
(b) szeparábilis egyenletként! 


4009 


TT TATE TE TAT TETTE ETTE TET Hl a AL EZ Ia BREAK e se E ese E AT ÖT TETTE sé EL MATT Még MA EZ LETEZETT ád BAL ZTTK SEEM BEN IT V-t a Mk ZT FT ös ső TETTEIT I "Za Medal TT 5 máté hod Bam 1 [sár s dán EZT eza S at. ön ág 


Elméleti kérdések és példák 


23. Helyes-e valamelyik egyenlőség a következőkből? Vála- 
szát indokolja: 


(a) xf:dx—xin]x]4C, 
(b) xf dx — xin]x]--Cx. 


24. — Helyes-e valamelyik egyenlőség a következőkből? Vála- 
szát eds 


(a) sak J cosxdx — BE S 


(b) -— f eosxdx — —igx-t —— sz. 


25. Sóoldat: Egy tartályban 400 liter sóoldat van, ami 25 ki- 
logramm sót tartalmaz, Percenként 20 literes sebességgel olyan 
oldat folyik a tartályba, ami 0,25 kilogramm sót tartalmaz li- 
terenként. Állandó keveréssel az oldatban egyenletes sűrűséget 
biztosítunk, és percenként 16 litert engedünk le. 


(a) Milyen mértékű a sóbeáramlás (kilogramm/perc) a t 
időpillanatban? 


(b) Mennyi oldat van a tartályban a t időpillanatban? 


(c) Milyen mértékű a sókiáramlás (kilogrammiperc) a t 
időpillanatban? 


(d) Írjuk fel és oldjuk meg a keverési eljárást leíró 
kezdetiérték-problémát! 


(e) Milyen töménységű lesz a sóoldat 25 perccel a keverés 
megkezdése után? 


26. Keverés: Egy 800 literes tartály félig van desztillált víz- 
zel. A t — 0 időpillanatban olyan oldatot kezdünk el 20 liter/perc 
sebességgel a tartályba önteni, ami 60 g oldott anyagot tartalmaz 
literenként. Ugyanakkor 12 liter/perc sebességgel elkezdjük le- 
engedi a folyadékot, miközben az egész tartályban levő mennyi- 
séget állandóan jól keverjük. 


(a) Mikorra lesz a tartály tele? 
(b) Amikor tele van, mennyi oldott anyagot tartalmaz? 


27. Műtrágya keverék: Egy tartályban 400 liter csapvíz ván. 
Percenként 4 liter olyan oldatot pumpálunk a tartályba, ami 125 g 
oldott műtrágyát tartalmaz literenként, és ugyanakkor percen- 
ként 12 liter oldatot engedünk ki. Állandó keveréssel biztosítjuk 
az egyenletes töménységet. Mikor éri el a maximális. értéket a 
tartályban levő műtrágya mennyisége, és mennyi ez az érték? 


28. Szénmonoxid szennyezés: A vállalat tárgyalótermében 
kezdetben 500 liter tiszta levegő van. A f — 0 időpillanatban 496 
szénmonoxidot tartalmazó cigarettafüstöt kezdenek el fújni a te- 
rembe 0,015m? /perc mennyiségben. Egy mennyezetventillátor 


megfelelően keveri a terem levegőjét és a levegő kifelé is áram- 
lik a teremből, ugyanolyan, 0.015m? /perc ütemben. Határozzuk 
meg azt az időpontot, amikor a teremben levő levegő szénmon- 
oxid koncentrációja eléri az 0,0199-ot! 


29. Áramerősség egy zárt RL-körben: Egy RL-kör kapcso- 
lójának zárása után hány másodperccel fogja elérni az í áram- 
erősség az egyensúlyi érték felét? Vegyük észre, hogy ez az idő 
R és L függvénye, és nem függ attól, mekkora feszültséget alkal- 
mazunk! 


30. Áramerősség egy nyitott RL-körben: Ha a kapcsolót 
egy RL áramkörben kinyitjuk, miután az áramerősség beállt az 
egyensúlyi ! — V/R értékre, a csökkenő áramerősség (lásd a mel- 
lékelt ábrát) a új 
I ; 
ET tKz—0 

egyenletnek megfelelően viselkedik, ami épp a (9.7) egyenlet 
V 0 esetén. 

(a) Oldjuk meg az egyenletet, hogy megkapjuk i-t t függ- 

vényeként! 

(b) Mennyivel a kapcsoló kinyitása után csökken az áram- 

erősség az eredeti érték felére? 


(c) Mutassuk meg, hogy az áramerősség I/e amikor t — 
- L/R! (Ennek az időpontnak a jelentőségét a következő 
feladatban magyarázzuk meg.) 


31. Időállandó: A 9.6. ábrán látható L/R számot a mérnökök 
az RL-kör időállandójának hívják. Ennek a számnak az a jelentő- 
sége, hogy a kapcsoló zárása után az áramerősség 3 időállandón 
belül eléri az egyensúlyi érték 9590-át. Azaz, az időállandó egy 
belső mértéket ad arra, hogy egy adott áramkör milyen gyorsan 
éri el az egyensúlyi állapotot. 

(a) Határozzuk meg a (9.9) egyenletben a t — 3L/R idő- 

pontnak megfelelő í értéket, és mutassuk meg, hogy az kö- 

rülbelül 9590-a az I — V/R egyensúlyi értéknek! 

(b) Az áramerősség egyensúlyi értékének körülbelül hány 

százaléka fog folym az áramkörben a kapcsoló bekapcso- 

lása után 2 időállandóval (azaz, amikor t — 2L/R)? 


32. A (9.9) egyenlet levezetése az 5. példában, 
I 
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(a) Mutassuk meg, hogy a 


di RV 
d L L 


egyenlet megoldása 
V 
i— —4Ce titi 
I R tCLEe 


(b) Ezután, határozzuk meg a C konstanst az i(0) — 0 kez- 
deti feltételből! Ezzel a (9.9) egyenlet levezetése teljessé 
vált. 


(c) . Mutassuk meg, hogy ( — V/R megoldása a (9.8) egyen- 
letnek, és hogy i — Ce (P/Dt kielégíti a 


di 4. R. ez) 
dt LE / 
egyenletet! 
A Bernoulli differenciálegyenlet 


dy 
Jx tPtdy- Oly 
alakú. Ha n — 0, a Bernoulli egyenlet lineáris. n más értékeire az 
u —y" helyettesítés a Bernoulli egyenletet a 
du 
dx 
lineáris egyenletbe viszi. Például, a 


t(1—n)P(x]ju —(1—n)0(x) 


dy eget 
FS —-y-e xy? 
egyenletben n — 2, így u —y1 72 —y! , és du/dx — —y "dy/dx. 
Azaz dy/dx — —y"du/dx — —u"!du/dx. Ezt az eredeti egyen- 
letbe helyettesítve 

Be zs n NT 


dx 
ami (—wu?)-tel beszorozva 


—tuz-eT 
dx j 


ami az ismeretlen u függvényben lineáris. 

Oldjuk meg a 33-36. feladatokat! 
33. y-y--y 34. y-y-xy 
35. xy4ry-y7 36. xXyi42ay-y 


Es kk a Euler-módszer 


Ha nem akarjuk, vagy nem tudjuk megkeresni egy y — f(x,y), y(xo) — yo kezde- 
tiérték-probléma egzakt megoldását, akkor számítógéppel készíthetünk egy kö- 
zelítő értéktáblázatot az y értékeire egy adott intervallumon. Az ilyen táblázatot 
a probléma numerikus megoldásának nevezzük, a módszert pedig, amellyel 
a táblázatot készítettük, numerikus módszernek vagy numerikus eljárásnak. 
A numerikus módszerek általában gyorsak és megfelelő pontosságúak, és igen 
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y7- [9 —yg t füg yollx — xg) 





9.8. ÁBRA: Az y — y(x) függvény L(x) 
linearizációja x — xg-nál 


F 


9.9. ÁBRA: Az Euler-módszer első lé- 
pése y(x1)-et yi — L(x1)-gyel közelíti. 





I [) 
l I l 


y 
tát szalas (x3. ya) 
Euler közelítés (ra, ya) 
I 
l 
l 
ll 
l 
! ! 3 
; . Pontos megoldásgörbe ! 
(a Ya y — y(x) I 
l 
l 





9.10. ÁBRA: Az Euler-módszer há- 
rom lépése az y — f(x,y), ylxo) — yo 
kezdetiérték-probléma közelítő megol- 
dásához. Ahogy egyre több lépést csi- 
nálunk, a hiba általában akkumuláló- 
dik, ha nem is olyan mértékben mint 
ahogy itt mutatjuk. 


gyakran alkalmazzuk őket, ha az egzakt képlet nem szükséges, vagy nem ki- 
fejezhető, vagy túlságosan bonyolult. Ebben a fejezetben egy ilyen módszert 
mutatunk be, amit Euler-módszernek nevezünk, és amelyre sok másik módszer 
épül. 


Euler-módszer 
Ha adott egy dy/dx — f(x,y) differenciálegyenlet és az y(xo) — yo kezdeti érték, 
az y — y(x) megoldást közelíthetjük a linearizációjával I 


L(x) —y(xo) 4-y (xo)(x—xo) vagy L(x) —yort f(lxo,yoj(x— xo). 


Az L(x) értékek jó közelítései az y(x) értékeknek az xg pont egy kis környezeté- 
ben (9.8. ábra). 

Tudjuk, hogy az (xo,yo) pont a megoldásgörbén van. Legyen a független vál- 
tozó egy új értéke xy — xg t dx. (Emlékezzünk, hogy a teljes differenciál definí- 
ciójában dx — Ax.) Ha az x növekménye kicsi, akkor 


yi — L(x1) — yot f(xo,yojdx 


egy jó közelítése a pontos megoldás y — y(xi ) értékének. Így az (xo, yo) pontból, 
ami pontosan a megoldásgörbén fekszik, eljutottunk az (x1,yi) pontba, ami kö- 
zel van a megoldásgörbe (x1,y(x1)) pontjához (9.9. ábra). Kiindulva az (x1,y1) 
pontból az ezen áthaladó megoldás f(xi1,yi1) meredekségével folytatjuk az eljá- 
rást. Az (x1,y1) ponton áthaladó megoldásgörbe linearizációjával xa — xi --dx 
helyettesítéssel 
y2 —yi-t f(xi,yi)dx 

adódik. Ez lesz a következő közelítő értéke az y — y(x) megoldásnak (9.10. ábra). 
Ugyanígy folytatva, az (xa,y2) pontból nyerjük a harmadik közelítést 


y3 —y2 tt f(x2,ya)dx, 


és így tovább. Ezzel az eljárással az iránymezőt követve egy megoldásgörbe 
közelítését építjük fel. 

A 9.10. ábrán a lépésközt nagynak vettük, hogy jól szemléltessük az eljárást, 
így a közelítés nagyon durvának látszik. A gyakorlatban dx elég kicsi ahhoz, 
hogy a fekete görbe szinte összesimuljon a kékkel és így a közelítés jó legyen. 


1. PÉLDA:  Euler-módszer alkalmazása 
Határozzuk meg az 
y-1-y, y(0)—1 


kezdetiérték-probléma megoldásának y1,y2,y3 első három közelítését kiindulva 
xg — 0-ból dx — Ül esetén! 


Megoldás: xo — 0, yo — 1, xy — xo tdx — 0.1, xa — xg 1-2dx — 0.2 és xz — 
— xg t3dx—0,3. 


Első : yot f(xo,yojdx — 
—-yo-Tt(1--yojdx — 
—1-HÍLEHÉOTD 12 

Második : y2-yitf(xi,yijdx — 
—y4(14-yijdxs 
— 1.2-4(141,2)(0,1) — 142 

Harmadik :  y35-y2Tt f(x2,yajdx — 
— y27-(1--y2)dx — 
— 1,42--(1--1,42)(0,1) — 1,662 d 


Az adott módon az eljárás könnyen folytatható. n darab egyenlő távolságban 
levő független változó értékre helyettesítsünk 
xi — xgt dx, 
xa —XxX171- dx, 


Xn —Xn-1 tdx, 
és számítsuk a megoldás közelítő értékeit 


Yi —-— yo 1 f(xo , vo)dx, 
y2 —yi tf(xnyi)dx, 


In — Yn-1 t f(xn-1,9n-1 )dx. 


Ha f(x,y) értelmezési tartománya nem korlátozza, akkor a lépések n száma 
annyi lehet, amennyit csak akarunk, de n növekedtével a hibák akkumulálód- 
nak, és általában hamar túl nagyra nőnek. 

Az Euler-módszert könnyű beprogramozni. Ezután a program generálja az 
Y1. 92, : . . , Yn közelítő értékek táblázatát, ha megadjuk xg-t, vo-t, és a lépésszámot, 
n-t. : 

Az 1. példa szétválasztható változójú differenciálegyenletével az ott szereplő 
kezdetiérték-probléma pontos megoldásaként az y — 2e" — 1 függvényt kaptuk. 
Ezt az eredményt felhasználjuk a 2. példa megoldásánál. 


2. PÉLDA: Az Euler-módszer pontosságának vizsgálata 
Használjuk az Euler-módszert az 


y(0) —1 
kezdetiérték-probléma megoldása közelítő értékeinek meghatározására a 0 — 
2 x £ l intervallumon, xg — 0-tól, két különböző lépésközzel: 

(a) dcxc— Ül, (b) dx — 005! 
Hasonlítsuk össze a közelítő értékeket a pontos értékekkel! 
Megoldás: (a) Számítógéppel állítottuk elő a 9.1. táblázatot. A hibát úgy kap- 
tuk, hogy a kerekítetlen függvényértékből kivontuk a kerekítetlen közelítő érté- 
ket, majd minden adatot négy tizedesre kerekítettünk. 


y7-1--y, 


I y(Euler) y(pontos) Hiba 


0 

0,1 
0,2 
0,3 
04 
0,5 
06 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 





9.11. ÁBRA: Az y — 2e7 — 1 függvény 
grafikonját — rárajzoltuk az  Euler- 
módszerrel kapott függvényértékek 


grafikonjára. értékeket. 


1 
1.2 
142 
1,662 
19282 
22210 
25431 
28974 
32872 
3,7159 
41875 


l 

1,2103 
14428 
1,6997 
1,9836 
22974 
26442 
30275 
34511 
39192 
44366 


0 

00103 
00228 
0,0377 
0,0554 
00764 
0,1011 
0,1301 
0,1639 
0,2033 
0,2491 


9.1. TÁBLÁZAT: Azy —1--y,y(0) — 1 fel- 
adat Euler megoldása. Lépésköz:; dx — 0.1. 





Mire elértük x — 1-et (10 lépés után), a hiba a pontos megoldásnak kb. 5,699- 
a lett. A 9.11. ábra mutatja a pontos megoldást és az Euler-módszerrel kapott 
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X 

0 

0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 
0,35 
040 
045 
0,50 
0,60 
0,65 
0,70 
0,75 
0,80 
0,85 
0,90 
095 
1,00 


y(Euler) 


l 

1,1 
1,205 
1,3153 
1,4310 
15526 
18142 
1,9549 
2,1027 
22578 
2,5917 
27715 
29599 
3,1579 
3,3657 
3,5840 
3,8132 
4,0539 
43066 


y(pontos) 


l 

1,1025 
1,2103 
13237 
14428 
1,5681 
1,8381 
1,9836 
2,1366 
22974 
26442 
2,8311 
3,0275 
3,2340 
3,4511 
3,6793 
3,9192 
4,1714 
44366 


Hiba 
0 
00025 
00053 
00084 
00118 
00155 
0,0239 
0,0287 
0,0340 
0,0397 
00525 
0,0598 
0,0676 
0,0761 
0,0853 
0,0953 
0,1060 
0,1175 
0,1300 


9.2. TÁBLÁZAT: Azy —1-7-y,y(0) — I fel- 
adat Euler-megoldása, lépésköz dx — 0,05. 





(b) Nézzük meg, a hiba mennyivel lesz kisebb, ha csökkentjük a lépésközt. 
A 9.2. táblázat mutatja a számítások eredményét, ha a lépésköz 0,05. Így a lépés- 
szám 20, mire elérjük x — 1-et. A kerekítéseket ugyanúgy csináltuk, mint a 9.1. 
táblázatban. Ebben az esetben x — 1-nél a hiba csak 2,995 . [] 


Csábító gondolat, hogy a lépésköz csökkentésével próbáljuk a pontosságot 
növelni, de az a helyzet, hogy a megnövekedett lépésszámmal a műveletek szá- 
ma is nő, és így ezzel együtt a minden egyes műveletnél a számítógép által vég- 
rehajtott kerekítések száma 15, ami határt szab a pontosságnak. 

A módszer hibaanalízise és pontosabb módszerek tárgyalása a felsőbb kurzu- 
sok feladata. Mi itt az Euler-módszer egy javítását mutatjuk meg, amit (másod- 
rendű) Runge-Kutta-módszernek hívunk. Az Euler-módszert pl. úgy javíthat- 
juk, ha két meredekség átlagát használjuk. Először megbecsüljük yn-et ahogy az 
Euler-módszerrel tettük, de nem ez lesz a közelítő érték, így ezt jelöljük zn-nel. 
Ezután f(xn—1,yn-1) és f(xn,zn) átlaga lesz a továbblépés meredeksége, azaz 
Yn-et a következőképp kapjuk: 


Zn — Yn-1 tt f(xn-1yn—1)dx, 


f(xn-nyYn-1) HTnén) Bér 


Yn —yYn-1t 2 


3. PÉLDA: A Runge-Kutta (javított Euler) módszer pontosságának vizs- 
gálata 


Használjuk a Runge—Kutta-módszert az 
yz-14y y(0)—1 


kezdetiérték-probléma közelítő megoldására a 0 £ x £ 1 intervallumon, xg — 
— 0-ból indulva dx — 0,1 lépésközzel! Hasonlítsuk össze a közelítő értékeket a 
pontos megoldás y — 2e7" — 1 értékeivel! 


Megoldás: Számítógépet használtunk a táblázat előállításához, a kerekítések- 
kel úgy jártunk el, mint a korábbi esetekben. 

Bár itt kb. annyi számolást kellett végezni, mint amikór 20 lépést csináltunk, 
a relatív hiba x — 1-nél kb. 0,1995 . L[] 


y(Runge-Kutta) — y(pontos) i 


0,7 
0,8 
09 
1,0 


l 

1,21 
14421 
1,6985 
19818 
2,2949 
2,6409 
3,0231 
34456 
3,9124 


4 4282 


l 

1,2103 
14428 
1,6997 
19836 
22974 
2,6442 
3,0275 
34511 
3,9192 
44306 


9.3.  Euler-módszer 


Hiba 
0 
0,0003 
0,0008 
0,0013 
0,0018 
0,0025 
0,0034 
0,0044 
0,0055 
0,0068 
0,0084 
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9.3. TÁBLÁZAT: Az y — 1 --y, y(0) — 1 feladat. 
Runge-Kutta (javított Euler) módszerrel, lépés- 
köz: dx — Ül. 





Összehasonlítva ezt a táblázatot 9.1. és 9.2. táblázatokkal láthatjuk, hogy a 
Runge—Kutta-módszer sokkal jobb eredményt ad, legalábbis ebben az esetben. 


(("8s) A fordító megjegyzése: Az Euler-módszer egy lépésénél elkövetett hiba a lépésköz négy- 
zetével arányos. A számítógépek általában olyan Runge—Kutta-módszereket használnak, amelyeknél 
egy lépés hibája a lépésköz hetedik-nyolcadik hatványával arányos. A másodrendű Runge—Kutta- 
módszer, azaz a javított Euler-módszer hibája egy lépésre a lépésköz köbével arányos.) 


4. PÉLDA:  Olajfinomító tároló tartálya újratárgyalva 
A 9.2. alfejezet 6. példájában egy 8000 literes benzintartályt néztünk, amelybe 
töltöttek is, és amelyből ezzel egyidőben le is engedtek benzint. A feladat a 


SY ag (0) 


dx 400—t Mi 





kezdetiérték-problémára vezetett, ahol y(t) a tartályban levő mennyiség a f idő- 
ben. A kérdés az volt, hogy határozzuk meg y(20) értékét. 


Megoldás: Az Euler-módszert használva 0,2 lépésközzel (azaz 100 lépés) 
y(0,2) a 57,7750,  y(04) sz.65,5149, ... 


és a végén y(20) A 672,1808. Az y(20) — 671,0137 pontos megoldáshoz képest 
a relatív hiba kb. 0,1795 . L] 


9.3. Feladatok öt Eztet észazán BEEE 


Euler-közelítések számítása 7. — Használjuk az Euler-módszert y(1) becslésére, ha y — y, 
y(0) — 1 és dx — 0,2! Mi y(1) pontos értéke? 


TETTE ETET e — e —— e he TETT e eg (emma game me rag eg e 1-7 TE — ar — 


Az 1-6. feladatokban használjunk Euler módszert a kezdetiérték- 

probléma első három dGSSETüSÉüat sztátsáz Ő . Használjuk az Euler-módszert y(2) becslésére, hay —y/x, 
meg az egzakt megoldást is, és vizsgáljuk meg a közelítés pon- y(1) — 2 és dx —0,2! Mi y(2) pontos értéke? 

tosságát! Kerekítsünk négy tizedesre! NI9. — Használjuk az Euler-módszert y(5) becslésére, ha y — 
1. y—-1—t, y(2j—-1, dx-—0,5 — y-/x, y(1) ——1 és dx — 0,5! Mi y(5) pontos értéke? 


x? 
JIN 10. Használjuk az Euler-módszert y(2) becslésére, ha y — 


! 
y —x(1—y), y(1)—0, dx—02 I 
1-3 —y—et , y(0) — 1 és dx — 1/3! Mi y(2) pontos értéke? 


2 
3. y —2xy4-2y, y(0)—3, dx—02 
4 


ES ea ak tü Runge-Kutta-módszer 


WS. y—2xet, y(0)d—2, dx—0,1 


Ni6. y-y3e-—2, y(0d—2, dx—0,5 


A II. és 12. feladatban használjuk a Runge—-Kutta-módszert a 
kezdetiérték-probléma első három közelítésének számításához. 
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Hasonlítsuk össze ezeket ez értékeket a pontos megoldás értéke- 
ivel! 

11. y—-2yíx4- 1), y(0d—3, dxr—02 

(A pontos megoldást lásd a 3. feladatban!) 


12. y —x(1—y), y(1)—0, dx-—02 

(A pontos megoldást lásd a 2. feladatban!) 

SZÁMÍTÓGÉPES VIZSGÁLATOK 
Euler-módszer 

A 13-16. feladatokban használjuk az Euler-módszert a megol- 


dás x" pontbeli értékének becslésére! Határozzuk meg a pontos 
megoldás értékét is x"-ban! 


13. y—-2xe, y(0j—-2, dx—-01 4-1 

14. y—-—yte—2, y(0d—2, dx-—0,5, xt—2 

15. yY-./x/y, y530 y(0)—1, dx—0, x-—I1 

16. y—-17-y, y(0)—0, dx—01, xt—1 

A 17. és 18. feladatokban (a) találjuk meg a kezdetiérték- 
probléma pontos megoldását, majd hasonlítsuk össze y(x") ér- 


tékét az Euler-módszerrel kapott közelítő megoldással, ha xg-ból 
indulunk (b) 0,2, (c) 01, (d) 0,05 lépésközzel! 


17. Y -2y(x—1), 3y(í2j--1/2. 6-2 $E3 
18. yY-y—I, y(0—3, 4-0, X—-1 


Runge-Kutta-módszer 


A 19. és 20. feladatokban hasonlítsuk össze a RRunge—Kutta-mód- 
szerrel kapott közelítő értéket y(x" )-gal! Induljunk xg-ból, a lé- 
pésköz legyen 


(a) 0,2, (b) 01, (c) 0,05! 


(d) Figyeljük meg, hogyan változik a hiba a lépésköz 
csökkenésével! 





19. y —2y"(x—1), y(2)d)—--—-1/2, x9—2,  xX-3 
(A pontos megoldást lásd a 17. feladatban!) 


20. y—-y—1, y(0)—3, xo—0, xX—1 
(A pontos megoldást lásd a 18. feladatban!) 


Differenciálegyenletek megoldása 

grafikusan 

Használjunk a számítógép grafikus programját a 21—24. felada- 

tok grafikus megoldására a következő lépések végrehajtásával: 
(a) Rajzoltassunk egy iránymezőt az adott xy ablakban! 


(b) Határozzuk meg az általános megoldást egy számító- 
gép segítségével! 


(c) A tetszőleges konstans különböző értékeire C — 
— —2,—1,0,1,2 rajzoltassuk be a megoldásokat az irány- 
mezőbe! 

(d) Keressük meg azt a grafikont, amelyik kielégíti a kez- 
deti feltételt! 

(e) Határozzuk meg a megoldás numerikus közelítését 
Euler-módszerrel úgy, hogy az x értékek intervallumát négy 


részre osztjuk, és ezeket az értékeket is rajzoltassuk be az 
ábrába! 


(f) Ismételjük meg az (e) pontot az x értékek intervallumát 
8, 16, 32 részre osztva! Ezeket a közelítéseket is rajzoltas- 
suk be az ábrába! 


(íg) Határozzuk meg a hibát (yponros — YEuler ) 4 megadott b 
pontban mind a négy Euler-közelítésre! Vizsgáljuk a hiba- 
százalékot! 


21. y —x-ty,y(0) ——7/10,4£x£4—4£yS4b—1 
22. y ——x/y,y(0y—2,—3£xS£3,—3£yS3b72 
23. y —y(2—-y) y(00—1/20£2x£40gyc3b—3 


24.  y — (sinx)(siny), y(00—2,-6£xc6 —-6£yE6; 
b-3m/2 


Autonóm differenciálegyenletek grafikus megoldása 


A 4. fejezetben megállapítottuk, hogy az első derivált előjele meghatározza hol 
növekszik és hol csökken a függvény, a második derivált előjele pedig azt, hogy 
hol konvex ill. hol konkáv. Ezeket az ismereteinket felhasználhatjuk differen- 
ciálegyenletek grafikus megoldásánál. Ehhez először bevezetjük a fázisegyenes 
és az egyensúlyi helyzet fogalmát. Most egy kicsit más szemszögből nézzük, mi 
történik, ha a derivált nulla. 


Egyensúlyi érték és fázisegyenes 


Ha differenciáljuk az 


1 


z In(Sy—15)—x-1 


implicit egyenletet, akkor azt kapjuk, hogy 





I 5 dy  J 
5 4 5y—157/ dx. 
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Ezt y — dy/dx-re megoldva y —5y—15— 5(y—3). Ebben az esetben y csak y 
függvénye, és akkor nulla, ha y — 3. 


DEFINÍCIÓ: Autonóm differenciálegyenlet 


Az olyan differenciálegyenletet, amelyben y" csak y függvénye, autonóm 
differenciálegyenletnek nevezzük. 





Nézzük, mi történik, ha a derivált egy autonóm differenciálegyenletben nul- 
lával egyenlő? 





DEFINÍCIÓ: Egyensúlyi érték 
Ha dy/dx — e(y) egy autonóm differenciálegyenlet, akkor az olyan y ér- 
téket, amelyre dy/dx — 0, egyensúlyi helyzetnek vagy egyensúlyi érték- 


nek nevezzük. Ezzel ekvivalens kifejezések a stacionárius érték, stacio- 
nárius helyzet, nyugalmi érték, nyugalmi helyzet. 


Azaz, az egyensúlyi értékek (helyzetek) azok, amelyeknél a függő változó 
nem változik, azaz nyugalomban van. A hangsúly Itt y-nak az értékein van, ame- 
lyekre dy/dx — 0, és nem x értékein, ahogy az a 4. fejezetben volt. 


1]. PÉLDA:  Egyensúlyi értékek meghatározása 
ú d 
5 A amezmn — 
e 041)0—2) 
differenciálegyenlet egyensúlyi értékei y — —1 és y — 2. [] 


Ahhoz, hogy megrajzoljuk egy autonóm differenciálegyenlet megoldását, 
először rajzolunk egy fázisegyenest, ami egy kiegészítő információkkal ellátott 
valós számegyenes, az y értékek egyenese. (Mi itt csak valósértékű y függvé- 
nyekkel foglalkozunk, de y általában lehet vektorértékű is. A fázisegyenes egy 
egydimenziós fázistér.) Ezután bejelöljük az egyensúlyi értékeket és azokat az 
intervallumokat, ahol dy/dx és d?y/d:? pozitív ill. negatív. Így megtudjuk, hogy 
a megoldások hol növekednek, hol csökkennek, hol konvexek, hol konkávok. 
Azaz, felvázolhatjuk a megoldásgörbéket, anélkül, hogy képleteiket megadnánk. 


2. PÉLDA: Fázisegyenes és megoldásgörbe rajzolása 
Rajzoljunk a 
dy 
s AlEST a 
jz 04102) 
differenciálegyenlethez egy fázisegyenest, és rajzoljunk meg néhány megoldás- 
görbét! 
Megoldás: 


1. — Rajzoljunk egy számegyenest y értékeinek, és jelöljük be az egyensúlyi 
értékeket: y——lésy—- 2! 
e 8 —W——I——NNIr,—NNrNrr—Ir,—r,—r,— y 
—1 v 





2. Jelöljük be az intervallumokat, ahol y 5 0 és ahol y! € 0! Ez hasonló, 
mint amit a 4.3. fejezetben csináltunk, csak most az y tengelyen jelölünk meg 
intervallumokat. 


y:0 yz0 





I j 
I j 
I j 
Í ) y:0 
Ksssssz E ZS—— sség éj 
-1 4 


Az y -re vonatkozó információkat ráírhatjuk magára a fázisegyenesre. Mivel 
y 50 a —1 ponttól balra, a differenciálegyenlet megoldása —1-nél kisebb 
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9.12. ÁBRA: A 2. példa grafikus megol- 
dásgörbéi, az egyensúlyi értékeket fel- 
vevő y — —-] és y — 2 vízszintes egye- 
nesekkel együtt. 


y értékekre növekedni fog y — —1 irányába. Ezt az információt egy —1 felé 
mutató nyíllal jelöljük. 


-I1 2 


Hasonlóképp, y — —1 és y — 2 között y € 0 így minden olyan megoldás, 
aminek itt van helyettesítési értéke, —1 felé fog csökkenni. Ha y 5 2, akkor 
y 5 0, így minden ilyen megoldás monoton növekedő. 

Röviden összefoglalva: a megoldásgörbék a vízszintes y — —1 egyenes alatt 
y — —1-hez tartván növekednek, a görbék az y — —1] és y — 2 egyenesek 
között az y — 2-től távolodva csökkenve tartanak y — —1-hez. A megoldás- 
görbék y — 2 felett ettől az egyenestől távolodva monoton növekednek, és 
mivel y minél nagyobb, annál gyorsabban, a függvény nem lesz korlátos. 


3. Határozzuk meg azokat az intervallumokat, ahol y" 5 0 és ahol y" - 0! 
Deriválva y-t az implicit deriválás szabályai szerint 


y-(yt10—-2-y—y-2, 

ya) - 0 -y-2) 
—]7yy —y — 
—(2y-1y — 
-(2y-1601410-2. 


Tehát y" előjelet vált hay — —1,y— 1/2, y — 2. Egészítsük ki a fázisegyenest 
ezekkel az információkkal! 


yző i vz0 i yzc0 1, v:o 
yz0 5 y 50 3 ye ü I ye ü 
Em 1 s áh tr, 
-] 1 3 
2 


4. — Vázoljunk fel néhányat a megoldásgörbék közül az xy-síkba! Azy— —I, 
y- 1/2, y — 2 egyenesek a síkot vízszintes sávokra osztják, amelyekben y 
és y" előjelét ismerjük. Ebből tudjuk, hol növekednek, hol csökkennek, és 
merre görbülnek (9.12. ábra). 

Az egyensúlyi értékekkel képezett egyenesek, y— —1 és y — 2 szintén megol- 
dásgörbék. (Hiszen kielégítik a differenciálegyenletet.) Az y — 1/2 egyenest 
metsző megoldásgörbéknek ebben a pontban inflexiós pontjuk van. Konvex- 
ből (az egyenes felett) konkávba váltanak (az egyenes alatt). 

Ahogy azt a 2. lépésben már megállapítottuk, x növekedtével az alsó és kö- 
zépső sáv görbéi a —1-es értékhez tartanak, míg a felső sáv görbéi minden 
határon túl nőnek. ( 


Stabil és instabil egyensúly 


Nézzük a 9.12-es ábrát a megoldásgörbék viselkedése szempontjából. Ha egy 
görbének —1-hez közeli értéke van, ez x növekedtével még inkább közeledik 
—1-hez. Ezért y — —1 egy stabil egyensúlyi helyzet. Az y — 2 körüli viselke- 
dés épp az ellenkezője. Magát az y — 2 egyenest kivéve minden görbe távolodik 
ettől. Ezért y — 2 egy instabil egyensúlyi helyzet. Ha a megoldás helyettesí- 
tési értéke valahol pontosan kettő, akkor az is marad, de ha egy akármilyen pici 
értékkel eltér ettől, akkor már folyamatosan távolodni fog. Ezt az eredeti fázis- 
egyenesen is láthatjuk, a nyilak az y — 2 ponttól elfelé mutatnak. 

Most bemutatjuk néhány alkalmazását az előbb tárgyalt módszernek. 

A 7.5. alfejezetben már megoldottuk analitikusan a 


dH 


ESZ szin kíH— HE ESŐ 
dt ( 5). 


s jászásájz— gs EJ 


9.13. ÁBRA: Az első lépés a 3. példa 
fázisegyenesének létrehozásánál. A hő- 
mérséklet az egyensúlyi érték (körül- 
vevő közeg hőmérséklete) felé közelít 
az idő múlásával. 


dH 


! 
i (a 
d ho 
. I 2 
Ez p!  £Bsg 
di L dt 


leszz 
CA 


9.14. ÁBRA: A Newton-féle hűlési tör- 
vény teljes fázisegyenese (3. példa). 


H 
] Kezdeti 
hőmérséklet 


Körülvevő közeg 
hőmérséklete 


Kezdeti 
hőmérséklet 





Hj 


9.15. ÁBRA: A hőmérséklet az időben. 
Függetlenül a kezdeti hőmérséklettől, a 
tárgy H(t) hőmérséklete 157€-hoz tart, 
vagyis a körülvevő közeg hőmérsékle- 
téhez. 
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differenciálegyenletet, amikor a lehűlési folyamat Newton-törvényét modellez- 
tük. Itt H a hőmérséklete egy tárgynak, és Hs az azt körülvevő közeg hőmérsék- 
lete. Az első alkalmazásnál fázisegyenes vizsgálatot használunk, hogy megért- 
sük ennek a hőmérséklet-modellnek a viselkedését. 


3. PÉLDA: Hűlő leves 


Hogyan változik a leves hőmérséklete, amikor egy tál forró levest teszünk az 
asztalra? Tudjuk, hogy lehűl, de hogyan viselkedik egy tipikus hőmérsékletgörbe 
az idő függvényében? 


Megoldás: Tegyük fel, hogy a környezetnek állandó hőmérséklete van, 157C. 
Ekkor a hőmérsékletkülönbség H(t) — 15. Feltéve, hogy H az idő differenci- 
álható függvénye, a lehűlés Newton-törvénye alapján van egy olyan konstans 
k 5 0, hogy 


dH 


a, 7 -K(H—15). (9.13) 


(Azért van —k, mert H — 15 esetén negatív derivált kell legyen.) Mivel dH /dt — 
— 0, ha H — 15, a 157C egy egyensúlyi érték. Ha H 5 15, a (9.13) egyenletből 
következik, hogy (H—15) 5 0 és dH/dt € 0. Ha a tárgy melegebb, mint a kör- 
nyezete, lehűl. Hasonlóképp, ha H € 15, akkor (H— 15) c 0 ésdH/dt 5 0. Egy 
tárgy, ami hidegebb a környezeténél fel fog melegedni. Azaz a (9.13) egyen- 
letben leírt viselkedés megegyezik a tapasztalatunkkal. Ezek a megfigyelések 
vannak berajzolva a fázisegyenesre a 9.13. ábrán. A H — 15 érték egy stabil 
egyensúlyi pont. 

A megoldásgörbék konvexitását a (9.13) egyenlet ft szerinti differenciálásával 
határozzuk meg: 


(7) 76-15), 


dH KiH 
d? 0 dt/ 


Mivel —k negatív, d"H/dt" pozitív, ha dH/dt € 0 és negatív, ha dH/dt 5 0. 
A 9.14. ábrán hozzáírtuk a fázisegyeneshez ezeket az információkat is. A kiegé- 
szített fázisegyenes mutatja, hogy ha a tárgy hőmérséklete az egyensúlyi érték 
157C felett van, akkor H(t) grafikonja csökkenő és konvex, ha a tárgy hőmér- 
séklete 157C (vagyis az azt körülvevő közeg hőmérséklete) alatt van, akkor Hít ) 
növekvő és konkáv. Ezen információ birtokában vázoltuk fel a tipikus megol- 
dásgörbéket (9.15. ábra). 

A 9.15. ábra felső görbéje mutatja, ahogy a tárgy lehűl. A hűlés gyorsasága 
egyre lassabb, mert dH /dt nullához tart. Ez a megfigyelés benne van a hűlés 
Newton-törvényében és a differenciálegyenletben is, de ezzel a grafikonnal egy 
szemléletes ábrázolását is adtuk ennek a jelenségnek. "a 


4. PÉLDA: Szabadon eső test mozgásának elemzése közegellenállás figye- 
lembevételével 


Galilei és Newton is megfigyelték, hogy az impulzus változása egy mozgó test- 
nél egyenlő a rá ható erők összegével. Matematikai képlettel: 
F 


my), (9.14) 


— zizi 
ahol F az erő, m és v pedig a test tömege ill. sebessége. Ha m időben változik, 
mint pl. egy rakétánál, amelyik üzemanyagot éget el, akkor (9.14) jobb oldala 
tovább alakul a szorzatderiválás szabályai szerint: 


nt 5 véteti 
dt dt 
Igen gyakran azonban m konstans, dm/dt — 0 és így (9.14) alakja egyszerűbb: 
d 
F-m vagy F— ma, (GAZ 


dt 
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9.16. ÁBRA: Egy, a gravitáció hatására 
szabadon eső testre az ellenállás ereje a 
sebességgel egyenesen arányosnak van 
feltételezve. 


kő l ks ddő 
F7 :0 ! FT z 0 
SS —— [jj—— ejj —— 1 7? 
mg 
k 


9.17. ÁBRA: Kiinduló fázisegyenes a 4. 
példához. 


! 
dv j du 
a:0 1 a 
2 F) 
Eteg 1 Étse 
dt 2. dt 
et ——— 4 —— 4 4—— tk 1! 
me§ 
k 


9.18. ÁBRA: A teljes fázisegyenes a 4. 
példához. 





— t 


9.19. ÁBRA: A 4. példa jellemző sebes- 
séggörbéi. A v — mg/k érték a végső 
sebességhatár. 


amit Newton második törvénye néven ismerünk. Szabadeséskor a konstans gra- 
vitációs gyorsulást g-vel jelöljük és az egyetlen erő, ami a testre lefelé hat: 


Fp- mg. 


Azonban egy valós helyzetben a test a levegőn keresztül esik, — mint egy pénz- 
darab valamilyen magasból, vagy egy ejtőernyős még sokkal magasabbról — és 
tudjuk, hogy a légellenállás hatással van a sebességre. A szabadesés egy reáli- 
sabb modelljénél a légellenállást is figyelembe kell vennünk mint erőt, ahogy az 
F, erőt mutatja a 9.16. ábra. 

Alacsony sebességekre, amelyek sokkal kisebbek, mint a hangsebesség, a fi- 
zikai kísérletek azt mutatták, hogy ez az erő nagyjából egyenesen arányos a test 
sebességével, ahol az arányossági tényező függ a test alakjától. Az eredő erő 
tehát 


F-Fp—F,, 
és Így 
8. ZRRN — kv 
zááallláj 
dv k 
— —6— y. 1 
dt 8 it éke; 


Fázisegyenes segítségével elemezhetjük a differenciálegyenlet megoldását adó 
sebességfüggvényt. A (9.16) egyenlet jobb oldalát nullává tevő egyensúlypont 


dldk 
je 


Ha a test kezdetben ennél gyorsabb, akkor lelassul. Ha a test sebessége kez- 
detben a mg/k érték alatt van, akkor dv/dt — 0, és a test sebessége növekszik, 
miközben lefelé halad. Ezeket a megfigyeléseket ábrázoltuk a 9.17. ábra fázis- 
egyenes diagramján. 

A megoldásgörbe konkavitását a második deriválttal vizsgáljuk, ezért deri- 
váljuk a (9.16) egyenlet mindkét oldalát ft szerint: 


dv d( kk). kv 
dő ae mi mát 


Láthatjuk, hogy d"v/dtr? c 0, ha v — mg/k, és d"v/dt" c 0 hav 5 mg/k. A 9.18. 
ábrán ezeket az információkat is hozzáírtuk a fázisegyeneshez. Vegyük észre a 
hasonlóságot a hűlés fázisegyenesével a 9.14. ábrán. A megoldásgörbék is ha- 
sonlóak. A 9.19. ábra két tipikus megoldásgörbét mutat. Függetlenül a kezdeti 
sebességtől, test sebessége v — meg/k határértékhez tart. Ez az érték, a stabil 
egyensúlyi érték, a test végsebessége. A légiakrobaták (skydiver) a végsebes- 
ségüket kb. 150 és 290 km/h között tudják változtatni attól függően, mekkora 
testfelületet fordítanak az esés irányába. 


s. 


5. PÉLDA:  Populáció növekedésének elemzése behatárolt környezetben 


A 7.5. alfejezetben már vizsgáltuk populáció növekedését az exponenciális vál- 
tozás modelljével. Azaz, ha P az egyedek száma, és eltekintünk a be- és kilépé- 
sektől, akkor új 
Fú kP, (9.17) 
ahol k 5 0 az egy főre eső születési ráta mínusz a halálozási ráta egy időegy- 
ségre. Mivel a természetes környezet csak meghatározott számú egyedet képes 
eltartani, ésszerűnek látszik feltételezni, hogy a populáció maximális nagysága 
M számú egyed lehet. Ahogy a populáció nagysága megközelíti ezt a korlátot, az 
úgynevezett eltartóképességet, a források már csak szűkösen lesznek elegek, és 
a növekedési ráta csökkenni fog. Egy egyszerű kifejezése ennek a kapcsolatnak 


k —ríM — P), 


l I 

3 dP dP 

j Esze eletet 
1odt :0 J 6? z0 
0 M 


9.20. ÁBRA: A (9.18) egyenlet kezdeti 
fázisegyenese. 


dP ir dP 
g: 0 I di "0 
sz 2 


I 

l 

I I 

I j) 

l l 
ídé . dé 1 dé 
0 


tolz 
A 


9.21. ÁBRA: A logisztikus növekedés 
teljes fázisegyenese. 


9.4. Feladatok 


Fázisegyenesek és megoldásgörbék 3. $-y-y 
e 


Az 1—8. feladatokban 
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ahol r - 0 konstans. Vegyük észre, hogy k csökken, ahogy P közeledik M-hez, és 
k negatív, ha P meghaladja M-et. Ha r(M — P)-t helyettesítünk k helyébe a (9.17) 
egyenletben, akkor 


dP 
dt 


Ezt a modellt logisztikus növekedési modellnek hívják. 

A (9.18) egyenlet fázisegyenesének elemzésével megjósolhatjuk a populáció 
időtől függő változását. Az egyensúlyi pontok P— M és P— 0. dP/dt — 0, ha 
0 - Pa M és dP/dt € 0, ha P 5 M. Ezt bejelöltük a fázisegyenesre a 9.20. 
ábrán. 

A populációgörbe konkavitását a (9.18) egyenlőség mindkét oldalának t sze- 
rinti deriválásával vizsgáljuk 


- r(M— P)P —rMP-rP". (9.18) 


d"P 


"ösi S. (rMP - pé 


dP 
szg — — PE 
dt PS d 


dP 
— r(M —2P) — a 
Ha P — M/2, akkor d$P/dt? — 0. Ha P c M/2, akkor (M —2P) és dP/dt pozi- 
tívak, és d$P/dt? 5 0. Ha M/2 c P € M, akkor (M—2P) c 0, dP/dt 5 0, így 
d"P/dt? c 0. Ha P 5 M, akkor (M — 2p) és dP/dt negatívak, és d2P/df 5 0. 
Ezekkel az információkkal kiegészítjük a fázisegyenest (9.21. ábra). 

A P—-— M/2 és P— M egyenesek a tP-sik első negyedét horizontális sávokra 
bontják, amelyekben dP/dt ésd"P/dt" előjele ismert. Minden egyes sávban tud- 
juk, hogy az idő múlásával hogyan csökken vagy növekszik a megoldásfügg- 
vény, és hogy hogyan görbül a megoldásgörbe. Az egyensúlyi egyenesek P— 0 
és P—- M megoldásgörbék. Az P — M/2 egyenest metsző megoldásgörbéknek 
itt inflexiós pontjuk van. A 9.22. ábrán berajzoltunk néhány tipikus megoldás- 
görbét. 


(9.19) 


P 


— Népesség 
korlát 


Népesség 





Idő 


9,22. ÁBRA: Populációgörbék az 5. példához. 


KÉN —t a. e e et E É a ee NEEE e ett e a tö, a ett. e tt Se e een ee ETET. ek a elt SE TT E e et ek 


4 1 - y —2y 
—v3 y20 6. y-y—9y y20 
y —(y—1)(w—2)(y—3) 8. yY-y-y 


(a) határozzuk meg az egyensúlyi értékeket, 


. (b) rajzoljuk meg a fázisegyenest; határozzuk meg y és 
y" értékeit, és azt, hogy melyik egyensúlyi érték stabil,és .  Populáció-növekedési modellek 


melyik instabil; 


(c) húzzunk be néhány megoldásgörbét! A 9-12. feladatok differenciálegyenletei populáció növeke- 


1 3-WV4909-3 2 


dést modelleznek. Minden feladathoz használjunk fázisegyenes- 


s —-y-—4 elemzést a P(t) megoldásgörbe felvázolásához, úgy hogy vá- 


324  9.fejezet Az integrálás további alkalmazásai 


lasszunk különböző P(0) indulási értékeket (ahogy az 5. példá- 
ban)! -Melyik egyensúlyi érték stabil, melyik instabil? 


9. 2 —-1-2P 10. 3 —P(1-2P) 
11. HF —2P(P—3) 12. dE —3P(1—P)(P— 5) 


13. ÁAz5. feladat folytatása katasztrófával. Tegyük fel, hogy bi- 
zonyos egyedek egészséges populációja él és növekszik egy zárt 
környezetben, és a pillanatnyi létszám, FA), meglehetősen közel 
van az eltartható Mg létszámhoz. Elképzelhetünk egy halpopulá- 
ciót egy édesvízi tóban egy lakatlan vidéken. Hirtelen valamilyen 
katasztrófa, mint pl. a Szent Ilona vulkán kitörése, beszennyezi a 
tavat, és jelentős részét megsemmisíti a tápláléknak és az oxigén- 
nek, amire a halaknak szükségük van. Ennek eredménye egy új 
környezet egy új eltartható M) létszámmal, ami jóval alatta van a 
réginek, és alatta van a populáció pillanatnyi Mg létszámának is. 
Kiindulva valamennyi idővel a katasztrófa előtt, rajzoljuk meg az 
előtte-utána görbét, ami megmutatja, hogyan reagál a populáció 
a környezet megváltozására! 


14. Populáció szabályozás: Egy bizonyos államban a vad- 
gazdálkodási hivatal vadászati engedélyek kiadását tervezi, hogy 
szabályozza a szarvasállományt (egy szarvas engedélyenként). 
Ismert, hogy ha a vadállomány égy bizonyos m létszám alá 
süllyed, akkor kihal. Az is ismert, hogy ha a szarvasállomány az 
eltartható M korlát fölé megy, akkor visszacsökken az M értékre 
betegség és éhezés miatt. 


(a) Elemezzük az ésszerűségét a következő populáció- 
növekedési modellnek, mint az idő függvényének: 


dP 


a rP(M—P)(P—m), 


ahol P a szarvaspopuláció, r egy pozitív konstans arányos- 
sági tényező! 


(b) Magyarázzuk meg, mennyiben különbözik ez a 
dP/dt — rP(M — P) logisztikai modelltől! Ez jobb, vagy 
rosszabb, mint a logisztikai modell? 


(c) Mutassuk meg, ha P 5 M minden f-re, akkor 
lim,. seaP(t) — M! 


(d) Mi van, ha P — m minden t-re? 


(e) Elemezzük a differenciálegyenlet megoldásait. Mik 
lesznek a modell egyensúlypontjai? Magyarázzuk meg F 
stabil állapotait a P kezdeti értékének függvényében! Kö- 
rülbelül hány engedélyt adhatnak ki? 


Alkalmazások és példák 


15. Légiakrobata (skydiver): Ha egy m tömegű test, amire 
csak a gravitáció hat, nulla kezdősebességgel esik úgy, hogy a 
légellenállás a sebesség négyzetével arányos, akkor a test f-től 
függő sebessége, ahol t-t másodpercekben mérjük, kielégíti a kö- 
vetkező egyenletet: 


dv 
cár] —mge—kvé, kzü, 


ahol k konstans, ami csak a test aerodinamikai tulajdonságaitól 
és a levegő sűrűségétől függ. (Feltesszük, hogy az esés rövidebb 
annál, minthogy közben a levegő sűrűsége változna.) 


(a) Rajzoljuk meg az egyenlet fázisegyenesét! 


(b) Rajzoljunk fel egy jellegzetes sebesség-görbét! 


(c) Egy 80 kilogrammos (mg — 800) ejtőernyős esetén a 
konstansra egy tipikus érték k — 0,27. Mi a zuhanó test vég- 
sebessége? 


16. ./v-vel arányos légellenállás: Egy m tömegű testet vo 
kezdősebességgel dobtunk lefelé. Tegyük fel, hogy a közegel- 
lenállás arányos a sebesség négyzetgyökével! Állapítsuk meg a 
végsebességet grafikai elemzéssel! 


17. Vitorlázás: Egy vitorlás halad egyenes pályán állandó 
szél mellett, ami 25 N erővel tolja előre. Az egyetlen egyéb erő, 
ami a hajóra hat, a víz ellenállása. A vízellenállás numerikusan 
egyenlő a sebesség ötszörösével, a kezdő sebesség pedig 0,3m/s. 
Mekkora a hajó m/s-ban mért maximális sebessége emellett a 
szél mellett? 


18. Információterjedés: Szociológusok beszélnek az ún. 
szociális diffúzióról, ami például valamilyen információnak a ter- 
jedése, technológiai újítás elterjedése, kulturális szokás elterje- 
dése. A népesség két csoportra osztható: az egyikbe tartoznak 
azok, akik már ismerik az információt, a másikba azok, akik 
nem. Adott nagyságú népesség esetén ésszerűnek tekinthető, ha 
feltesszük, hogy a terjedés sebessége arányos azok számával, 
akik már ismerik az információt, és azokéval is, akik majd még 
fogják. Ha egy N lélekszámú népességben X jelöli azon egyének 
számát, akik már ismerik az információt, akkor a matematikai 
modell: gye 
. kX(N—X)], 
ahol ! az idő, és k egy pozitív konstans. 
(a) Gondoljuk át a modell ésszerűségét. 


(b) Készítsük el a fázisegyenest bejelölvén X" és X" elő- 
jelét! 


(c)  Vázoljunk fel néhány jellemző megoldásgörbét! 


(d) Tippeljük meg X azon értékét, amelyre az információ 
a leggyorsabban terjed! 


19. Áramerősség egy RL-körben: Az alábbi ábrán egy 
elektromos áramkör diagramja látható, aminek teljes ellenállása 
R ohm, önindukciója (rugóként mutatva az ábrán) L henry, szin- 
tén konstans. Van egy kapcsoló, amelynek a és b végpontjait 
zárva egy állandó V feszültséget lehet az áramkörre kötni. Ohm 
törvényét, V — RI, most kissé módosítani kell: 


F ázzzi t1RI -V, 
dt 


ahol / az áramerősség amperben, és ft az idő másodpercben 
mérve. Megoldva ezt az egyenletet, meg tudjuk mondani, mennyi 
lesz az áramerősség, ! másodperccel az áramkör zárása után. 

Fázisegyenes segítségével vázoljuk fel a megoldásgörbét azt fel- 
tételezve, hogy az áramkört t — 0-ban zártuk! Hogyan alakul az 
áramerősség, ha t — sa? Ez az érték az állandósult érték megol- 


dás. 
-k sara — 





20. Gyöngy samponban: Tegyük fel, hogy egy gyöngy 
süllyed valamilyen sűrű folyadékban, például samponban, és a 
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súrlódási erő, ami a süllyedés ellen hat, egyenesen arányos a (b) A gyöngy sebességét mint f függvényét v(t)-vel je- 
gyöngy sebességével. A samponban a felhajtó erő is hat, Árchi- lölve írjuk fel a sebességre vonatkozó differenciálegyenle- 
médesz törvényének megfelelően egyenlő a gyöngy által kiszo- tet, ha a gyöngyöt egy lefelé eső tárgynak tekintjük! 


rított folyadék súlyával. A gyöngy tömegét m-mel, az általa ki- 
szorított sampon tömegét F-vel jelölve hajtsuk végre a következő 
lépéseket! 


(c) Rajzoljuk fel a fázisegyenest, valamint v és v" elője- 
lét! 


(d) Vázoljunk fel jellemző megoldásgörbéket! 


(a) Rajzoljunk egy sematikus ábrát bejelölve a gyöngyre (e) Mi a gyöngy végsebessége? 
ható erőket, pl. mint a 9.16-os ábrán! 


Elsőrendű differenciálegyenletek alkalmazásai 





Nézzük most három alkalmazását azoknak a differenciálegyenleteknek, amiket 
eddig tanultunk! Az első alkalmazás égy egyenes mentén mozgó test mozgását 
írja le, amelyre a mozgással ellentétes irányú erő hat. A második egy populá- 
ciónövekedés modellje, amely figyelembe veszi a környezet által meghatározott 
korlátokat, mint pl. élelem és más élethez szükséges források elérhetősége. A 
harmadik alkalmazás olyan görbéket vizsgál, amelyek más görbéket merőlege- 
sen metszenek. 


sebességgel arányos ellenállás 


Bizonyos esetekben, egy tárgy mozgásánál olyan ellenállást kell figyelembe 
venni, ami egyenesen arányos a tárgy sebességével. Pl. amikor egy kocsi megál- 
lásig szabadon gurul. Minél gyorsabban mozog egy tárgy, annál jobban nyomja 
az elejét a levegő. Matematikai eszközökkel ezt úgy írjuk le, hogy elképzelünk 
egy m tömegű testet amint egy számegyenes mentén mozog, a t időpontban 5 
pozíciófüggvénnyel és v sebességfüggvénnyel. Newton második mozgástörvé- 
nyéből a mozgást gátló ellenálló erő 


erő — tömeg x gyorsulás — me. 


dt 
Azt a feltevést, hogy az ellenálló erő egyenesen arányos a sebességgel, az 
dv ; dv k 
Ég —kv vagy ay (k50) 


egyenlőségekkel fejezzük ki. Ez egy exponenciális változást leíró szeparábilis 
differenciálegyenlet. A megoldása ennek az egyenletnek a v(0) — vag kezdeti fel- 
tétellel 

v.— ve téme, (9.20) 


Mit tudhatunk meg a (9.20) egyenletből? Egyrészt, hogy ha a tömeg nagy, mint 
pl. egy 20000 tonnás hajó az Erie tavon, akkor sok ideig tart, amíg a sebesség 
megközelíti a nullát (t-nek nagynak kell lennie, hogy a kt/m hányadost naggyá 
tegye). Még többet megtudhatunk, ha a (9.20) egyenletet f szerint integráljuk 
azért, hogy megkapjuk az s pozíciót, mint t függvényét. 

Tegyük fel, hogy a tárgy , szabadon fut" amíg meg nem áll, az egyetlen erő 
ami hat, a közegellenállás, ami arányos a sebességével. Milyen messzire jut el? 
Hogy ezt megállapítsuk, tekintsük a (9.20) egyenletet, és oldjuk meg a 


ds 
ÖS e (k/m)i 4. 
di vge , s5(0) 0 


kezdetiérték-problémát! t szerint integrálva 
s — — E ki HC. 


Behelyettesítve az s — 0, t — 0 kezdeti értékeket 


— Yom — Vor 
0 — k tC és C "si 
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P A világ népessége (1980—-99) 







P — 4454e Ü017t 


Ü 10 20 


9.23, ÁBRA: Vegyük észre, hogy f — 19 
esetén P — 445469" értéke 615216, 
ami valamivel több, mint az 1999-es 
tényleges népesség. 


A test helyzete a t időpontban eszerint 


s) — -—— e -(k/mjt p ré sa e — e7(k/mr), (9.21) 


Ahhoz, hogy megtudjuk, milyen messzire Kgy el a test, meg kell határoznunk a 
lim, co 5(t) értéket. Mivel —(k/m) c 0, e7tkírVt . , 0 ha t — ce, így 


. pező vor 5 —(k/m)t ös vam 

gala 7 ap oz álá leső "8 
Azaz (vom 
megtett távolság — — . (9.22) 


k 
Ez persze egy idealizált helyzet. A valóságban az idő nem tarthat a végtelen- 
hez. A vom/k érték csak egy felső korlát. Egy fontos tanulság azért levonható, 
mégpedig az, ha nagy az m tömeg, sok energia kell a test megállításához. Ezért 
kellenek vontatóhajók az óceánjárók móló mellé állításához a kikötőben. Ha egy 
hagyományos óceánjáró akkora sebességgel futna a kikötőbe, hogy még kormá- 
nyozható lenne, akkor beleszaladna a mólóba, mielőtt meg tudna állni. 


1]. PÉLDA: Siklás aa jégen 

Egy 80 kilogrammos korcsolyázó esetén az (9.20) egyenletben k — 4.46 kg/s. 
Mennyit siklik a korcsolyázó, mire 3,3 m/s sebességről 0,3 m/s sebességre las- 
sul? Mekkora utat tesz meg a teljes megállásig? 


Megoldás: Az első kérdésre a választ úgy kapjuk, hogy t-t kifejezzük a (9.20) 
egyenletből. 


Tác P7zaé tal vág das a szil 03. 


—0,05575t — In0,3/3,3 — —In11, 
t — 43.01. 


A második kérdésre a választ a (9.22) egyenletből kapjuk: 


a távolság, amíg siklik: — a az 59 2m. L] 


Populáció növekedésének modellezése 


A 7.5. alfejezetben a populáció növekedését az exponenciális változással model- 


leztük: JÉ 
az 7kB, P(O-m, 


ahol P a populáció nagysága a f időpillanatban, k 5 0 konstans növekedési ráta, 
és fp a populáció nagysága a t — 0 időpillanatban. A 7.5. alfejezetben a megol- 
dást is megadtuk, P — Phe". A következő kérdés, hogy milyen jó ez a modell? 

A vizsgálódást azzal kezdjük, hogy megjegyezzük, hogy az exponenciális 
növekedést leíró differenciálegyenlet 


dP/dt 
mp k 


A jobboldalon álló konstanst relatív növekedési rátának, vagy relatív növe- 
kedési hányadosnak hívják. A 9.4 táblázat a világ népességének adatait tar- 
talmazza 1980-tól 1989-ig. Ha dt — 1 és dP sz AP, akkor a (9.23) egyenletben 
szereplő növekedési ráta 0,017. Azaz, a táblázatban t — 0 felel meg az 1980-as 
évnek, t — 1 1981-nek stb. Így a világ népessége modellezhető a 


- —0,017P — differenciálegyenlettel 





(9.23) 


és  P(0O0J— 4454 kezdeti értékkel. 
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Népesség 
(millió)  AP/P 
, Népesség 5275 —— 84/527550,0159 
(Év — (milliój AP/P 5359 —— 84/535950,0157 


1980 4454 76/445450,0171 5443 81/54435:0,0149 
1981 4530 80/45305:0,0177 3 5524 81/55245:0,0147 
1982 4610 80/46107-0,0174 5605 80/56055:0,0143 
1983 4690 30/4690--0,0171 5685 79/56855:0,0139 
1984 4770 81/47707-0,0170 ) 5764 80/576450,0139 


1985 4851 82/48515:0,0169 5844 79/58445-0,0135 
1986 4933 85/49335:0,0172 5923 78/59235:0,0132 
1987 5018 87/50185-0,0173 E 6001 78/60015:0,0130 
1988 5105 85/510550,0167 ; 6079 73/60795:0,0120 
1989 5190 6152 76/61525:0,0124 


60228 ? 
9.4. TÁBLÁZAT: Világ népessége (átlag). 





9.5. TÁBLÁZAT: Világ népessége napjainkban. 


Ennek a kezdetiérték-problémának a megoldása adja a P — 445400!" népes- 
ségfüggvényt. 1999-re, azaz t — 19 esetén, ez a képlet 6152 millió lakost jósol, 
ami több, mint a 6001 milliós tényleges érték volt (U.S. Bureau of the Census, 
9.5. táblázat). Nézzünk újabb adatokat, hogy van-e változás a növekedési rátá- 
ban! 

A 9.5. táblázat a világ népességét mutatja 1990-től 2002-ig. A táblázatból 
láthatjuk, hogy a növekedési ráta továbbra is pozitív, gazdasági és egyéb ténye- 
zők miatt csökken, ahogy a népesség növekszik. A növekedési ráta az 1990-től 
2002-ig tartó időszakban évenként átlagosan kb. 0,0003-mal csökkent. Azaz, 
a (9.23) egyenletből k grafikonja vízszintes helyett inkább közelebb van egy 
—r — —0,0003 meredekségű egyeneshez. Az 5. példában a reálisabb logiszti- 
kus növekedési modellt javasoltuk: 


dP 
ay TM -P)B (9.24) 


ahol M a maximális népesség, vagy eltartóképesség, amit a környezet hosszú 
távon el tud tartani. Ha összehasonlítjuk a (9.24) egyenletet az exponenciális 
modellel, látjuk, hogy k — r(M — P) a népesség monoton csökkenő függvénye, 
nem pedig konstans. A (9.24) egyenlet logisztikus modelljének megoldásgörbé- 
jét már meghatároztuk a 9.4. alfejezetben, és most újra megadjuk a 9.24. ábrán. 
Vegyük észre, hogy ha P € M, akkor a népesség növekszik és tart M-hez, ha 
P : M, akkor a növekedési ráta negatív (hiszen r 5 0, M 5 0), és a népesség 
csökken. 


Populáció 
korlát 


Populáció 


tolja 





Idő 


9.24. ÁBRA: A logisztikus populáció modell dP/dt — 
— r(M — P)P megoldásgörbéi,. 


328  9.fejezet Az integrálás további alkalmazásai 


P(Euler) P(Euler) 

10 

109 24 3029 
11,8712 26,2056 
129174 28,1395 
140423 301616 
152493 322680 
165417 344536 
179222 5 367119 
19 3933 39 0353 
209565 414151 
22,6130 43. 8414 


.t 
0 
ii 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


9.6. . TÁBLÁZAT: Euler megoldás al 
dP/dt — 0,001(100 — PdP, P(0) — 10, 
lépésköz dt — 1. 





2. PÉLDA: Medvenépesség modellezése 


Egy nemzeti parkról tudjuk, hogy el tud tartani 100 szürke (grizzly) medvét, de 
többet nem. Jelenleg 10 medve van a parkban. A medvenépességet logisztikus 
differenciálegyenlettel modellezzük, ahol r — 0,001 (jóllehet, nagyon kis popu- 
láció esetén a modell nem ad jó közelítést). 


1. — Rajzoljuk meg és elemezzük a differenciálegyenlethez tartozó irányme- 
zőt! 


2. — Becsüljük meg Euler-módszerrel a populáció nagyságát 20 év múlva 
dt — 1 lépésközzel! 


3. — Határozzunk meg egy analitikus P(t) megoldást, és rajzoljuk meg a gra- 
fikonját! 


4. — Mikor éri el a populáció az ötvenes létszámot? 


Megoldás: 


1.  Iránymező. Az eltartható egyedek száma 100, így M — 100. A megoldás, 


amit keresünk a ap 
6-7 0,001(100— P)P 
differenciálegyenlet megoldása. A 9.25. ábra ennek a differenciálegyenletnek 
az iránymezőjét mutatja. Egy vízszintes aszimptotát találunk P — 100-nál. A 
; megoldásgörbék ehhez tartanak, fölötte lefelé, alatta felfelé közelítve. 
2. — Euler-módszer. Legyen a lépésköz dt — 1, tag — 0, P(0) — 10, és 
9.25. ÁBRA: A logisztikus dP/dt — dP 
— 0,001(100 — P)P differenciálegyen- — — f(t,P) — 0,001(100 — P)P. 
let iránymezője (2. példa). dt 


50 


a s és. ös Jön öle ö V FT al elül el Ell 
kö "ia ön ön lls lis lé. ék ől CZ sét attattkezttztáztáni 
ja él ee s ln lán. ös TT TT TT a am a 
he és its jltsselllse töle. Sk 5 TT mt em ag ze 
a s ős án ln Önnön és ő 67 alt zül zük szü zzübezützükeni 
ha Sb ve le lelne öle ös él Fat aal sület aztat 





A 
PB.B.it 0,001(100 — F, 15-i 


képletet használva a 9.6. táblázatban található közelítéseket kapjuk. 

Húsz év múlva kb. 44 szürkemedve (grizzly) lesz a parkban. A 9.26. ábra az 
Euler-közelítés értékeit mutatja a 0 £ t £ 150 intervallumon dt — 1 lépésköz- 
zel. Ez a 9.24. legalsó görbéjéhez hasonlít. 


3. Analitikus megoldás. Feltehetjük, hogy az időt akkor kezdjük mérni, 
amikor a populáció 10, így P(0) — 10. A logisztikus növekedés modellje a 
következő kezdetiérték-probléma megoldása: 


(20, 43.8414) 





20 40 60 80 100 120 140 


9.26. ÁBRA: Euler megoldás adP/dt — differenciálegyenlet : E gon (100— P)P, 
— 0,001(100 — P)P, P(0) — 10, lépés- 3 dt 
köz dt — 1 feladathoz. kezdeti érték : P(0)- 10. 





És s na ln ön ná és őő ő a att süt attattaütati 





s ls s lön jönn Jn öö Jn. ös 66 CV all salt s szü ezi azkmtaani 





a Sb Ésa las iszllka sdn és őő 6 aö eü salaztaz azaz 
a e sa ún ln s ök e TT TR ag age as az 








ke s ln ön. in én éb VŐ ő a ad sül z zül zal szül eül 





Ve tlan ölne ölne öl ús VŐ ő szd stl stl a teát 
1! S ön ún. és. ék ll Vé al a sül sz sül zül zálani 


vé ln ils ls ön ös ln. ök ől 66 sál al azlazt aztan 


9.27. ÁBRA: A P — TTI függ- 
vény görbéje berajzolva az irányme- 


zőbe a 9.25. ábrán (2. példa). 


Ortogonális trajektória 


9.28. ÁBRA: Egy ortogonális trajektó- 
ria a görbesereget merőlegesen metszi. 





9.29. ÁBRA: Minden origón átmenő 
egyenes merőleges az origó közép- 
pontú körök seregére. 
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Ez egy szeparábilis differenciálegyenlet, ahol a bal oldalt parciális törtekre 
bontva kapjuk, hogy 


l 1 dP 
(B bj 00—) dt SZ 














ln (P[—1n]1100 — P] — 0113 C, integrálás t szerint 
P ; 
8-8 - 0,1t tű, 
100— P 
ini P [—-01-c In8——in§ 
100- P 
— sa (te Cent, 
100 
vzizzászá LÉÉS? 1 — A —ü.1i 
P el. 
100 
F - 137460 P.-re megoldva 


Ez az egyenlet általános megoldása. Ha t — 0, P — 10, és 


100 
0 — ——  , 13§4A-10 azaz A—U—9. 
LA azaz §E 0, azaz 9 
A logisztikus növekedés modellje tehát 
100 
P- ————  . 
1 4-9e70.11 


A 9.27. ábrán ennek grafikonját belerajzoltuk az iránymezőbe. 
4. — Mikor lesz a medvelétszám 50? Ennél a modellnél 





50 — ITT 
l 
et — I 
f — 51 az 22 év. 4] 
8 dP 
mm. r(M — P)F 


általános logisztikus egyenlet általános megoldását is így kaphatjuk meg. A 10. 
feladatban meg kell mutatnunk, hogy ez a megoldás 


e. M 
. 1-FAerTME 


A értékét a megfelelő kezdeti érték határozza meg. 


P 


Ortogonális trajektóriák 


Egy görbesereg ortogonális trajektóriája egy olyan görbe, amelyik az eredeti 
görbéket minden pontban merőlegesen metszi. Pl. mindegyik origón átmenő 
egyenes ortogonális trajektóriája az x? 1-y? — a? körseregnek (9.29. ábra). Ilyen, 
egymásra kölcsönösen merőleges rendszereknek különös jelentőségük van a fi- 
zikában, pl. az elektromos potenciállal kapcsolatos problémáknál, ahol az egyik 
görbesereg az áram iránya, a másik megfelel az ekvipotenciális görbéknek. Ilyen 
görbeseregek előfordulnak a hidrodinamikában és hőáramlásnál is. 


3. PÉLDA: Ortogonális trajektória meghatározása 


Mik lesznek az ortogonális trajektóriái az xy — a görbeseregnek, ahol a £ 0 
tetszőleges konstans? 
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Megoldás: Az xy — a görbék olyan hiperbolák, amelyeknek az aszimptotái 


! j ! ! 44 a koordinátatengelyek. Először is meghatározzuk ezen görbék meredekségét, 
ANARAK vagyis a dy/dx értékeket. Az xy — a egyenlőséget x szerint deriválva 


dy Hi . ay y 
Vg et it 


adódik. Azaz, a görbék érintőinek meredeksége minden (x,y) pontbany — —y/x. 
a$ú Az ortogonális trajektória ugyanezen a ponton átmenő görbéjének meredeksége, 
azaz, ebben a pontban az érintőjének a meredeksége ennek negatív reciproka 


HITES kell, hogy legyen, vagyis x/y. Így az ortogonális trajektóriának ki kell elégíte- 


nie a 


9.30. ÁBRA: Minden görbe merőleges a 
másik sereghez tartozó görbére abban a 
pontban, ahol metszi. 


dy X 


dx 49 


differenciálegyenletet. Ez a differenciálegyenlet szeparábilis, és a 9.1. alfejezet- 


ben adott módon oldjuk meg. 
ydy — xdx, változók szétválasztása 
J ydy — fi xdXx, integrálás 
1 l 
— 5x HC, 
y-x -b, (9.25) 


ahol b — 2C tetszőleges konstans. Az ortogonális trajektóriák tehát a (9.25) 
egyenlőséggel definiált hiperbolák, lásd a 9.30. ábrát. [] 


9.5. Feladatok — 


1.  Guruló kerékpár: Egy 66 kg-os kerékpáros egy 7 kg-os 
kerékpárral sík terepen 9 m/s sebességgel kezd szabadon gurulni. 
A (9.20) egyenletben szereplő k állandó kb. 3.9 m/s. 


(a) Körülbelül milyen messzire gurul el a kerékpáros? 


(b) Mennyi idő alatt csökken a sebessége 1 m/s-ra? 


2. Sikló csatahajó: Tegyük fel, hogy egy 51000 tonna tö- 
megű csatahajó 9 m/s sebességgel halad, amikor elromlik a mo- 
torja. A (9.20) egyenletben szereplő konstans k — 59000 kg/s. 


(a) Milyen messzire jut, mire tehetetlenül megáll? 


(b) Mennyi idő múlva lesz a sebessége 1 m/s? 


3. A 9.7. táblázat adatait Valerie Sharritts, Ohio állam Co- 
lumbus városában a St. Francis DeSales Középiskola matema- 
tikatanára mérte egy mozgásérzékelővel és egy CBLTM.mel. A 
táblázat azt mutatja, hogy Ashley nevű lánya milyen s távolságra 
gurult el görkorcsolyával t másodperc alatt, amikor 10 éves volt. 
A távolság méterben van megadva. Adjuk meg egy (9.21) össze- 
függés alakú modelljét Ashley a 9.7. tábla adatai által megadott 
helyzetének! Kezdősebessége va — 2,75 m/s, tömege 39.92 kg, 
és a teljes távolság, ameddig elgurult 4,91 m. 


4. . Gurulás megállásig: A 9.8. táblázat a Kelly Schmitzer 
által megtett távolságot (méter) mutatja az idő függvényében 
(másodperc) görkorcsolyával való gurulás közben. Adjunk meg 
egy (9.21) képlet alakú modellt a helyzetére az idő függvényé- 
ben! Kezdő sebessége va — 0,80 mis, a tömege m — 49 90 kg, és 
a teljes megtett távolság 1,32 m. 


e e e e ett. tte let st ÉTÉ jén. t——. ... 


8 t § t S 

0 224 305 448 477 
031 240 3.22 464 482 
057 256 338 480 4684 
080 272 352 496 4686 
105 288 367 512 46885 
128 304 382 528 4,89 
150 320 396 544 490 
172 336 408 560 490 
193 352 418 576 491 
209 368 431 592 49 
2.30 3684 44l 608 491 
253 400 452 624 49 
2.73 4l6 463 640 491 
2.89 432 469 6056 4.91 


9.7. TÁBLÁZAT: Ashley Sharritts korcsolya adatai. 


S ha § 
0,89 130 
007 17 097 1,31 
0,22 g 1905 132 
0,36 1 LII 1,32 
049 1,17 ) 132 
0,60 1,22 137 
071 2, 12 3 132 
0,81 1,28 1,32 


9.8. TÁBLÁZAT: Kelly Schmitzer korcsolya adatai. 





5.  Guppi populáció: Egy 2000 literes akvárium nem több, 
mint 150 guppit tud eltartam. Hat guppit telepítettünk az akvári- 
umba. Tegyük fel, hogy a populáció növekedési rátája 

dP 


— — 0.0015(150 — 
az — 0.0015(150— P)P, 


ahol az idő hetekben van mérve. 
(a) Adjuk meg a guppi populáció nagyságának képletét az 
idő függvényében! 
(b) Mennyi idő műlva lesz a populáció nagysága 100, il- 
letve 150? 


6. Gorilla populáció: Egy bizonyos vadrezervátum 250 sík- 
vidéki gorillát tud eltartani. 1970-ben 28 gorillát számoltak össze 
a rezervátumban. Tegyük fel, hogy a populáció növekedési rátája 


dP Gizi 
— — 0,0004(250— P)P, 
dt 

ahol az időt években mérjük. 


(a) Határozzuk meg a gorilla-populációt az idő függvé- 
nyében! 


(b) Mennyi időbe telik, hogy a gorilla-populáció elérje az 
eltartható létszámot? 


7. Csendes-óceáni halibut halállomány: A Csendes-óceá- 
ni halibut halállomány nagyságát a 


d 
7 — r(M —y)y 
logisztikus egyenlettel modellezhetjük, ahol yí(t) a teljes állo- 
mány kilogrammban mérve a t időpontban, amit években mé- 
rünk. A maximális eltartható állomány becsült értéke M — 8 x 
x 107 kg, és r— 0,08875 x 1077 évente. 
(a) Hay(0j—1l6x 107 kg, mennyi a halibut populáció 
teljes tömege egy év múlva? 


(b) Mikor éri el a halibut halállomány teljes tömege a 
4 x 107 kilogrammot? 


8. Módosított logisztikus modell: Tegyük fel, hogy a 2. 
példa logisztikus differenciálegyenletét egy c konstanssal módo- 
sítjuk: úii 
út — 0,001(100— P)P — c. 
(a) Magyarázzuk meg c jelentését! Milyen c értékek tűn- 
nek reálisnak a grizzly medvék esetében? 


(b) Rajzoljuk meg a differenciálegyenlet iránymezőjét, ha 
c — 1. Mik lesznek az egyensúlyi megoldások? (9.4. alfeje- 
zet) 

NE (O Rajzoljunk be néhány megoldásgörbét az előbb meg- 
határozott iránymezőbe! Elemezzük, mi történik a populá- 
cióval különböző kezdeti értékek esetén! 


9. Egzakt megoldások: Határozzuk meg a következő 
kezdetiérték-problémák pontos megoldását: 
(a) y—14-y,y(0)— 1, 
(b) y —0,5(400— y)y, y(0) — 2! 
10. Logisztikus differenciálegyenlet: Mutassuk meg, hogy a 
dP 


dt -r(M—P)P 
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differenciálegyenlet megoldása 


M 


Be tAerrM? 


ahol A egy tetszőleges konstans! 


11. Katasztrófás-jellegű megoldás: Legyenek k és FR) pozi- 
tív konstansok! 
(a) Oldjuk meg a 
dP 
dt 1 P(0) PH 
kezdetiérték-problémát! 


EI (hb) Mutassuk meg, hogy az előző pont megoldásgörbéjé- 
nek függőleges aszimptotája van f egy pozitív értékére! Mi 
ez az érték? 


12. Kihaló populáció: Tekintsük a 


dP 

Fv r(M—P(P—m) 

modellt, ahol r 5 0, M a maximális eltartható populáció, m pedig 
az a minimális populáció létszám, ami alatt a populáció kihal! 


(a) Legyen m — 100, M — 1200, és tegyük fel, hogy m € 
z Pa M! Mutassuk meg, hogy a differenciálegyenlet 





l 4. l dP 
1200—P P—-I1001 dt 


alakra hozható, és oldjuk meg ezt a szeparábilis differen- 
ciálegyenletet! 


(b) Határozzuk meg azt a megoldást, amire P(O) — 300! 


(c) Adjuk meg a differenciálegyenlet általános megoldását 
maz Pa M feltétellel! 


Ortogonális trajektóriák 


A 13-18. feladatokban határozzuk meg a megadott görbeseregek 
ortogonális trajektóriáit! 


13. y—-mx 14. y— cx 
15. kxí2gy—1 16. 2234y-e 
IT. ye-ce" 18. y—d" 


19. Mutassuk meg, hogy a 2x? --3y" — 5 és az y" — 7 görbék 
merőlegesek! 


20. Határozzuk meg a differenciálegyenletek megoldásait, és 

az így kapott egyparaméteres görbeseregek ortogonális trajektó- 

riáit! Vázoljuk fel a görbéket! 
(a) xdx1-ydy —0 (b) xdy—2ydx—0 

21. Tegyük fel, hogy a és b pozitív számok! Vázoljuk fel a 

következő parabolákat ugyanabban a koordinátarendszerben: 


y—-497—4ax — és — y —4b"1-4bx! 


Mutassuk meg, hogy ezek egymást a (a — b, t2vVab) pont- 
ban metszik, és minden ,,.a-parabola" merőleges minden ,b- 


TT 


parabolára 


pesttéreö 
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eaz hg 


9. fejezet Áttekintő kérdések 


1. Mi egy elsőrendű differenciálegyenlet? Mikor megoldása 
egy függvény egy ilyen egyenlétnek? 


2. — Hogyan oldunk meg szétválasztható változójú (szeparábi- 
lis) differenciálegyenleteket? 


3. — Miazexponenciális változás szabálya? Adjunk néhány pél- 
dát ennek a szabálynak az alkalmazására! 


4. — Miaz y — f(x,y) differenciálegyenlet iránymezője? Mit 
tudhatunk meg egy ilyen iránymezőből? 

5. — Hogyan oldunk meg elsőrendű lineáris differenciálegyen- 
letet? 


6. Mondjuk el, hogyan oldunk meg numerikusan egy 
y — f(lx,y), y(xo) — yo alakú kezdetiérték-problémát Euler- 
módszerrel? Adjunk rá példát! Elemezzük a pontosságot! Miért 
lehet szükség numerikus megoldásra? 


9. fejezet Gyakorló feladatok 


Az 1—20. feladatokban oldjuk meg a differenciálegyenletet! 


1. - /5cos2 3 2. ye 

3.  yy —secyésectx 4. — ycostxdy-isinxdx—0 
5. y-x9vx—2 6.  y—xye 

7. — secxdytxcosZydx—0 8. 

9. yz b 10. y —-xe"Ycscy 

II. x(x—1)jdy—ydx—0 12. y-(y-1x! 

13. 2y—y—xer? 14. §4y—e"sinx 

15. xy-t2y-1—x! 16. xy —y— 2xlnx 


17. (1--e")dytlhe-te"]dx—0 

18. e"dy-t-(e"y—4xjdx—0 

19. (x-3y9)dy-t-ydx — 0 (Útmutatás: d(xy) — ydx 4 xdy.) 
20.  xdyt(3y—x "cosxjdr— 0 x50 


Kezdetiérték-problémák 


A 21—30. feladatokban oldjuk meg a kezdetiérték-problémát! 
21. 2 -e7r y(0)— 2 

22. 3-3, y(0) — e? 

(x--DZ12y—x, x 5 —I,y(0) —1 

24. xZ42y-$h1x50,y(1)—1 

25. 2-4 3x7y — 22, y(0) — —1 

26. xdy-4-(y—cosx)jdx—0,y(5)—0 

27. xdy—(y— /9)dx—0,y(1) —1 

28. y25— ég )(0) —1 

29. xy 3(x—2)y—36e",y(1)—0 

30. ydx1(3x—xyt 2)dy—0,y(2) ——I,y-c0 


jz 


7. Mondjuk el, hogyan oldunk meg numerikusan egy 
y — f(x,y), y(xo) — yo kezdetiérték-problémát Runge-Kutta- 
módszerrel! Hasonlítsuk össze az Euler-módszerrel! 


8. — Mit nevezünk autonóm differenciálegyenletnek? Mik az 
egyensúlyi értékei? Miben különböznek ezek a kritikus pontok- 
tól? Mi a stabil, és mi az instabil egyensúlyi érték? 


9. — Hogyan konstruáljuk egy autonóm differenciálegyenlet fá- 
zisegyenesét? Hogyan segít a fázisegyenes egy olyan grafikon 
megrajzolásában, ami a differenciálegyenlet megoldásainak lé- 
nyegesebb tulajdonságait írja le? 


10. Miért nem reális az exponenciális modell a populáció 
hosszú távú becsléseinél? Hogyan javítja a logisztikus modell 
ezt a hiányosságát az exponenciális modellnek? Mi a logisztikus 
differenciálegyenlet? Milyen alakú a megoldása? Mik a logiszti- 
kus megoldás grafikonjának tulajdonságai ? 


Euler-módszer 


A 31. és 32. feladatban az adott kezdetiérték-probléma megoldá- 
sára használjuk az adott módszert az adott intervallumon, kezdve 
xp-nál, és dx — 0.1 lépésközzel! 


29dx—3./9csexdy —0 31. Euler: y—y-3-cosx,y(0—0,0£xZ2xn—0 


1 32. Runge-Kutta: y—(2—y)(2x--3),y(—3)—1,—3cx 


Z—1l,xy——3 


A 33. és 34. feladatban használjuk a megadott módszert y(c) 
becslésére dx — 0,05 lépésközzel, ahol y a keresett függvény! 


II 33. Runge-Kutta: 





HI 34. 


dy x7—2y 
—3, — , y(0) — 1 
aA TES 
dy xt—2yi1l 
sz d ZS za ő LÉ, tt 
ösdp z , y(1) 


A 35. és 36. feladatban használjuk a megadott módszert a 
kezdetiérték-probléma grafikus megoldására, kezdve xp-nál! 


(a) dc— Ül és (b) dx — —0. Il. 
WII35. Euler: 
dy 1 
dx — extyt2" y(0) ——2 
II 36. Runge-Kutta: 
d 2 
gat 8070 


Iránymezők 


A 37—0. feladatokban vázoljuk fel az iránymező egy részle- 
tét! Ezután ugyanebbe az ábrába húzzuk be azt a megoldásgör- 
bét, amelyik átmegy a P(1,—1) ponton! Használjuk az Euler- 
módszert y(2) becslésére, xg — 1-ből indulva dx — 0,2 lépésköz- 


zel! 
37. yYy—-i 38. y-1A 
ga jé 40. j—113 


Autonóm differenciálegyenletek és 
fázisegyenesek 


A 4l. és 42. feladatban: 
(a) Találjuk meg az egyensúlyi értékeket! Melyik stabil, 


melyik instabil? 
(b) Rajzoljuk meg a fázisegyenest! Határozzuk meg y és 
y" előjelét! 
(c)  Rajzoljunk meg néhány jellemző megoldásgörbét! 
41. may -1 42. B -y-y 
Alkalmazások 


43. Szökési sebesség: Egy légkör nélküli holdon, a közép- 
pontjától s távolságra, egy m tömegű testre ható gravitációs erő 
F — —meR?s7?, ahol g a gravitáció a hold felszínén, és R a hold 
sugara (lásd a mellékelt ábrát). F negatív, mert s csökkenésének 
irányába hat. 





Hold 
középpontja 


a málna ú essek am Mal et Med d 2 sé 1 2 EVET a — ZT TET TET TETT TETTE EL ELME 7 TETTEI ET ETT ET EE TETTE E 





1.  Áramlás sejthártyán keresztül: Bizonyos körülmények 
között, egy oldott anyag sejthártyán keresztül való áramlását a 
dy A 
ve rálaláú 7 ljöét 
egyenlet írja le. Ebben az egyenletben y az anyag sejten belüli 
koncentrációja, dy/dt pedig a koncentráció időbeli változásának 
sebessége. A k, A, V és c betűk állandókat jelölnek: k a permeabi- 
litási együttható (a sejthártyától függ), A a hártyafelület területe, 
V a sejt térfogata, c az anyag koncentrációja a sejten kívül. Az 
egyenlet azt fejezi ki, hogy a sejten belüli koncentráció válto- 
zása arányos a sejten belüli és sejten kívüli koncentráció különb- 
ségével, 
(a) Határozzuk meg az yí(t) függvényt, y(0) — yo kezdeti 
feltétellel! 
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(a) Ha egy testet a t — 0 időpillanatban vga kezdősebesség- 
gel függőlegesen fellövünk a hold felszínéről, akkor hasz- 
náljuk Newton második törvényét, F — ma, hogy megmu- 
tassuk, a test sebességét az s magasságban a 


2eR? 
2-5 vő —2eR 


egyenlet adja meg! Azaz, a sebesség akkor marad bármi- 
lyen s távolságban pozitív, ha va 2 vV2gR. A vga — V2eR 
sebesség a szökési sebesség a holdon. Ha egy testet ekkora, 
vagy ennél nagyobb sebességgel lövünk fel, kiszökik a hold 
gravitációs vonzásköréből. 


(b) Mutassuk meg, hogy ha vag — //2eR, akkor 


34 2/3 
— Szálka : ij 
5 R(14 ari) ! 


44. Gurulás megállásig: A 9.9. táblázat a Jonathan Krueger 
által t másodperc alatt megtett s távolságokat mutatja méter- 
ben. Modellezzük az általa megtett távolságot a 9.5. alfejezet 
(9.21) egyenletének megfelelő formában! Kezdő sebessége va — 
— 0 86m/s volt, tömege m — 30 84kg, a teljes megtett távolság 
pedig 0,97 m. 


t s t § t § 

0 0 093 061 186 093. 
0,13 008 106 068 200 094 

027 019 120 074 213 095 

040 028 1.33 079 226 0.96 

0.53 036 146 083 239 096 

067 045 160 087 2.53 097 

080 053 1.73 090 266 0.97 





9.9. TÁBLÁZAT: Jonathan Kruegel gurulási adatai. 


A TETT Te TT zal BESTE ETL. TETTE FEE e STT 11. 


9. fejezet További összetettebb feladatok 


(b) Határozzuk meg lim; ,.ayít) egyensúlyi koncentrá- 
ciót! (A feladat alapja: Néhány matematikai modell a bio- 
lógiában (Some Mathematical Models in Biology), Szerk: 
R. M. Thrall, J. A. Mortimer, K. R. Rebman, R. F. Baum, 
1967. dec. PB-202 364, 101—-103. oldalak, N.T.I.S., U.S. 
Department of Commerce) 


2.  Oxigénkeverék: Egy csövön oxigén áramlik egy egyli- 
teres lombikba, amely levegőt tartalmaz, miközben a jól össze- 
keveredett oxigén-levegő-keverék egy másik csövön folyamaáto- 
san távozik. Feltételezve, hogy a levegő 21 99 oxigént tartalmaz, 
hány százalék oxigént fog a lombik tartalmazni miután 5 liter 
ment keresztül a bevezető csövön? 
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3.  Széndioxid a tanteremben: Ha egy ember átlagosan 20- 
szor lélegzik percenként, minden alkalommal 1600 cm? 494 
széndioxidot tartalmazó levegőt lélegez ki, akkor hány százalék 
széndioxid van egy 200 m?-es zárt tanterem levegőjében 1 órá- 
val azután, hogy 30 diák megkezdte a tanulást? Tegyük fel, hogy 
induláskor a teremben friss levegő volt, és a szellőzőberendezés 
percenként 20 m? friss levegőt fúj a terembe. A friss levegő szén- 
dioxidtartalma 00492. ; 


4. — Rakéta távolsága: Ha egy külső F erő hat egy rend- 
szerre, amelynek tömege időben változik, akkor Newton moz- 
gástörvénye: 
FSZ —F 4 (va 

Ebben az egyenletben m a rendszer tömege a t időpillanatban, 
v-twx a sebessége annak a tömegnek, amelyik dm/dt , mennyi- 
ségben" hozzáadódik a rendszerhez (illetve elhagyja a rend- 
szert). Tegyük fel, hogy egy rakéta indulási tömege mg, és saját 
tömege egy részének lefelé való kilövellésével emelkedik felfelé. 
A kilövellés mértéke állandó, dm/dt — —b egység másodpercen- 
ként, és a rakéta sebességéhez képest állandó u — —c sebességű. 
Egyetlen külső erő, az F — —me gravitációs erő hat a rakétára. 
Mutassuk meg, hogy ezen feltételek mellett, t másodperc múlva 
a rakéta távolsága a földtől 








m-t 
n8 


b mg 

(ha f kicsi mg/b-hez képest)! 

5. (a) Tegyük fel, hogy P(x) és 0(x) folytonosak az [a, b] in- 
tervallumon. használjuk a Newton-—Leibniz tételt annak bi- 
zonyítására, hogy minden olyan y, ami kielégíti a 


vi —  v(motddri-C 


—bt]i 1 
y- celra in. [- 2 


egyenletet, ahol v(xr) — el Peldx megoldása a 


7 tP(d)y- 0) 


elsőrendű lineáris differenciálegyenletnek! 


(b) Mutassuk meg, hogy ha C — ygv(xg) — ff v(r) O(t)dt, 
akkor minden olyan y, ami megoldása az a) résznek, kielé- 
gíti az y(xg) — yo kezdeti feltételt! 


6. — Az 5. feladat folytatása. Tegyük fel, az 5. feladat feltéte- 
lei teljesülnek, és hogy y1(x) és ya(x) mindketten megoldásai az 
elsőrendű lineáris differenciálegyenletnek az y(xg) — yo kezdeti 
feltétellel. 


(a) Mutassuk meg, hogy y(x) — yi(x) —yol(x) megoldásai 
az 


y 3 P(xjy—0, y(lxo)—0 
kezdetiérték-problémának! 


(b) Mutassuk meg, hogy a v(x) — efPold: integráló té- 
nyező kielégíti a 


elv bi(m — a] —0 


egyenletet, következésképp v(x)[vi(x) —y2(x)] — konstans! 


(c) Az a) részből tudjuk, hogy y1(xo) — yo(xo) — 0. Mivel 
v(x) 5 0 minden a — x - b esetén, a b) rész segítségével mu- 
tassuk meg, hogy y1(x) —ya(x) - 0 mindenütt az (a, b) in- 
tervallumban. Következésképp yi1(x) — yolx]) haa cx cb. 


Megoldások 





5. fejezet 


5.1. Közelítés véges összegekkel 


1. (a)0,125; (b) 0,21875; (c) 0,625; (d) 246875. 


3. (a) 1,066667; (b) 1,283333; (c) 2.,666667; 
2,083333. 


5. 03125; 0,328125. 7. 1.5; 1,574603. 
9. (a)87cm,; (b) 87 cm. 

11. (a)1150m; (b) 1260 m. 

13. (a) 23,35 m/s2; (b) 14,17 m/52. 


15. E. AT. 1. 


(d) 


19. (a) felső — 3032 liter, alsó — 2172 liter; (b) felső — 9452 


liter, alsó - 6772 liter; (c) sz31,22 h, sz 3214 h. 


21. (a) 2; (b) 2/25z 2.828; (c) 8sin (3) as 3.061; (d) 
Mindegyik terület kisebb a kör területénél, 1r-nél. n növekedtével 


a sokszög területe 1r-hez tart. 


5.2. Véges összegek határértéke és a 


szumma jel 


6(1 6l2 
1. 82459 —7 
3. cos(1)z-tcos(2)7-tcos(3)T-tcos(4jr— 0 
5.  sinT—sinő tsinf — sz 
7. Mindegyik. 9. b. 
MESE 13. Ef-i sk 
15. 6. .—1)BI 
17. (a)—15; (bhI; (01; (d)—1II; (e)16 
19. (a)55; (b) 385; (c) 3025 


21. —56. 23. —73. Z5. 240. 


Z7. 3376. 





2.3) (2, 3) 


fodzxt-1, J 
oszzsz WE 
jabb kéz 






fi)zx li, 
Üüzxrél 
bal kéz 





mig hg át gr 


jobb kéz 


1 
(b) A 
f)zsinx, 





(c) 


f(x) - sin ax, 


mir ő STT 
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33. 
37. 


12. 35. 3-3, § 
124 2733, 12 39. 2-5, 2 


5.3. A határozott integrál 


1. 


9. 


11. 
13. 
15. 
19. 
23. 
31. 
39. 
47. 


51. 





2 5 
f dx J (2 — 3xejdx 
0 8 
i 0 
dx 7. f) secxdx 
1—x 
—i/4 


(a) 0; (bh—8; (c)—12; (d)10; (e)—2; (f£) 16. 
(a) 5; (bb 33; (c)—5; (d) —5. 


(a) 4; (b)—4 

A terület — 21 egység. 17. A terület — 97/2 egység. 
A terület — 2,5 egység. 21. A terület — 3 egység. 

b /4. 25. b—at 07. ian 29. 37/2 
713 33. 1/24 35. 3a-/2 37. b/3 
—14 41. 10 43. —2 45. —7/4 

7 49. 0 


n számú, öx — b/n hosszúságú részintervallummal és a jobb 


oldali végpontokhoz tartozó függvényértékekkel; 


53. 


b 
Terület — J 3x-dx — b? . 


n számú, öx — b/n hosszúságú részintervallummal és a jobb 


oldali végpontokhoz tartozó függvényértékekkel: 


55. 
ól. 
63. 
65. 
67. 
69. 
71. 


b 

Terület — / 2xdx— tb. 
fauag - 0 57. fálag — —2 59. fátag — 1 
(a) ganag — —1/2; (b) ganag — 1; (0) gang — 1/4 
a —0 és b —1 esetén lesz a legnagyobb az integrál értéke. 
Felső korlát — 1, alsó korlát — 1/2. 
Például: (g sin(x2)dx £ fg dx— 1 
Ja fix)dx 2 [70dx—0 
Felső korlát — 1/2 


5.4. Newton-Leibniz-tétel (az 
analízis alaptétele) 


1. 


11. 
19. 
25. 


31. 
37. 


6 3. 8 5. 1 It 58 2 
23 13. 0 5. —ja a7. É 
—8/3 21. —3/4 23. V2—4V8-1 

16 27. (cos /7) (2) 29. 415 
vi-ra? 33. —áx V2sinx 35. 1 


28/3 39. 1/2 41. 51/4 43. nm 


45. 
47. 
49. 
51. 
55. 
59. 


63. 
67. 


v3z 

d, mivel y — £ és y(x) — [7 1dt—3——3 

b, mivel y — secx és y(0) — 6 sectrdt 4-4 

y — [3 sectdtt-3 53. s— f, f(x)dx-t so 

ábh 57. 98 

(a), vW— 3 — Jo f(dx— f(t) — v(5) — f(5)— 2 mis 


(b) a — 5 f/dt negatív, mivel az érintőegyenes meredek- 
sége at — 5 pontban negatív. 

(c) s5- í f(x)dx — 3(3)(3) sé kj m, mivel az integrál az 
y — f(x) görbe, az x-tengely és az x — 3 egyenes által hatá- 
rolt tartomány területe. 

(d) f— 6, miután t — 6 és t — 9 között a tartomány az x- 
tengely alatt helyezkedik el. 

(e) :— 4-nél és t — 7-nél, mivel ezekben a pontokban az 
érintő vízszintes. 

(f) 1—6ésr— 9 között az origó felé tart, mivel ebben az 
intervallumban a sebesség negatív. t — Ü és t — 6 között az 
origától elfele, mivel ott a sebesség pozitív. 


(g) A jobb vagyis a pozitív oldalon, mert f integrálja 0-tól 
9-ig pozitív érték, lévén, hogy nagyobb az x-tengely felett, 
mint az alatta fekvő terület. 
2-2 65. 
(a) Igaz. Mivel f folytonos, eg az analízis alaptétele értel- 
mében differenciálható. 

(b) Igaz. g folytonos, mivel differenciálható. 

(c) Igaz, mert e7(1)— f(1)—0 

(d) Hamis, mivel e7(1)—f(1) 50. 

(e) Igaz, mivel vakdn —0ése(1)—f(1)50. 

(f) Hamis: e"(x) — f(x) 5 0, így 2" sehol sem vált elője- 
let. 

(g) Igaz, mert g/"(1) — f(1) — 0 és g/(x) 
növekvő függvénye (mert f(x) 5 0). 


—3x-t5 


— f(x) az x-nek 


5.5. A határozatlan integrál és a 
helyettesítési szabály 


11. 


13. 
17. 
21. 


29. 
33. 
37. 


41. 
45. 


— 3 cos3xC 3. 5 sec21C 
-(7ee2) tre 7. -641—PYze 
1662 1)— 1 sin? —2) c 

(a) —3(ctg2 28) --C (b) —4(csc220) c 


-48-2j24e 15. 2(55--4)124.C 
—£(1—e?pőt 4 e 19. —1(1—3y32 4. c 
(—2(1-t 4/7x)) e 23. 1 sin(32--4)--C 

3 tg(3x--2)--C 27. 3 siné (3)--C 
(6-1) re 31. —á cos(2 4.1) c 
sec(vt5) te 35. szar 

— § (ctgjyj 2 34-C 39. —siü(1—1)4C 
-E c 43. VA BUS Égő 


12(1-4-r)t hc 


47 . 
49. 


51. 
53. 
55. 
57. 
59. 
63. 


5.6. Helyettesítés és görbék által 


502412 —3(2311)V2 e 


(a) sgt TC 


(0) —gz TC 


1 sin /3(2r—1)2-6--C 


ss 3 (31 —1yt—5 


s —4t—2sin(2r-- £) 7-9 
s — sin (21— 5) -- 100t -t- 1 


óm 


(b) 339 volt 


közbezárt terület 


1. (a) 14/3 (b) 2/3 
3. (a) 1/2 (b) —1/2 
5. (a) 15/16 (b) 0 
7. (a0 (b) 1/8 
9. (a) 4 (b) 0 
11. (a) 1/6 (b) 1/2 
13. (a) 0 (b) 0 
15. 243 17. 3/4 19. 32-11 23 
23. n/3 25. 16/3 27. B 29. mx/2 
31. 128/15 33. 4/3 35. 5/6 37. 38/3 
39. 49/6 41. 32/3 43. 48/5 45. 8/3 
47. 8 49. 5/3 (Három metszéspont van.) 
51. 18 53. 243/8 55. 8/3 57. 2 
59. 104/15 — 61. 56/15 63. 4 65. §—2 
67. m/2 69. 2 71. 1/2 73. 1 
75. (a) (tvc,c) (b) c—4/5 (e) c—42/3 
TT. 11/3 79. 3/4 81. Egyik sem. 
83. F(6)—F(2) 85. (ad—3 (bh3 87. 1I—a/2 
Gyakorló feladatok 
1. (a) Kb.205m 4)" 
t(séc) 

3. (a) —1/2  (b)31 (c) 13 (d) 0 
5.  ff(2x—1) 1 9dx—2 7.  JD.cossdx—2 
9. (a) 4 (b) 2 (c) —2 

(d) —27 (e) 8/5 


(4) 
4) — magy TC 
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11. 8/3 13. 62 15. 1 

17. 1/6 19. 18 21. 9/8 

33. 64-i EN 4 gr a 
29. Minimum: —4, maximum: 0, terület 27/4. 

31. 6/5 35. y— fő (eme) dt —3 

37. —4(cosxyi2rpC — 39. 02301-sin(29-1-1)-C 
41. §-14C 43. —lcos(2?/2)4C 45. 16 
47. 2 49. 1 51. 8 53. 27/3/160 

55. x/2 057. V3 59. 6/3—2n 61. —i 
63. 2 65. —2  67.1 69. V2—1 

71. (a)b(b)b 75. 25"7EF TT. V2tRcosx 


79. s 81. Igen 83. —V14x 
85. Alsó becsléssel a költség sz 10710 dollár. 
87. 600; 18.00 dollár 89. 300; 6,00 dollár 


Az anyag alaposabb elsajátítását 
segítő további feladatok 


1. (a) Igen (b) Nem 
5. (a) 1/4 (b) V12 
7. f()—--4— 9. y—342r—4 


11. 36/6 





13. 


15. 





17. 1/2 19. 2/x 214. 552—5 
23. 1/6 25. [jf(xdx 


29. (a) 0 (b) —1 
(c) —i (d) x—1 
(e) vy—2x-H2—n (f) x— —1,x—2 
(íg) [270] 
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31. (a) 57; (b) 557 
. 

6. fej ezet 33. (a) 2Z; (b) 9 

35. Korong: 2 integrál; gyűrű: 2 integrál; héj: integrál 


6.1. Szeletelés és tengely körüli 


forgatás 6.3. Síkgörbék hossza 
1. (a) Ax) — z(1—37) (b) me 4(1—37) 1. 648 3. 7 5. § 
(c) jictutáj ő (d) A(x) — V3(1— 22) já 9. § 11. 123 
16 5. § 13. § 15. 2 
.  (a)2v3; (b) 8 9. 8x fi Éz . 
17. V1t42dx; (c) 56.13 
II. (a) s2h; (b) s2n 13. 27 HŐ pvleáveti A 
15. 4—n 17. 38 19. (a) (f vV1-keostydy; (c) s 3,82 
19. 36m 21. m fs d gi TT ús ÁB 
23. z(312/2-3) 25. 27 " MÉ VIROTDédy; (959, 
27. 2m 29. 37 23. (a) [ Tr 6 ecxdx; (c) 5 0,55 
31. m—2n 33. § 
5 25. Igen, f(x) — tx1-C, ahol C valamilyen valós szám. 
35. Ig 37. n(x—2) 
39. 1 át. áz 27. (apy—- vx(l,1) és (4,2) között. (b) Csak egy. Ismerjük a 
j Ta függvény deriváltját és a függvényértéket egy x értékre. 
. 


45. (a) Bar: (b) 54 32 . (0) 8. (d) Hét 29. (a) IT; (b) ft 


47. (a) Sz; ms; 0 8 


49. V — 2a2bn 6.4. Tehetetlenségi nyomaték és 
51. (a)v — AS; (b) jdzmis tömegközéppont 

ös vegán 
55. V — 3308cm 1. 12m 3. (L/4,L/4) 
57. 


ff? 


(a)c— E; (bc—0; 
v 


5. Mo—8.M—8x—1 


7. Mo—15/2,M—9/2,x—5/3 


9. Ma —73/6, M — 5, x—73/30 





Ü 13. z—0,§—12/5 
15. 17. £—16/105, 5—8/15 
19. 1. £—1 $——2/5 

a át 23. 25. x—3/2,5—1/2 

6.2. Térfogatszámítás ; ő 

hengerhéj-módszerrel 27. 
(c) 

1. 6r 3. 2m 5. 14 

7. 8x 9. 11. 

13. (b) am 15. Sr (8245) m. § 

jó, 3 21. 1§z j 

23. (a) S; (b) S; (o2x; (d)2x 

25. (a) Az x-tengely körül: sg öss ÍZ; az y-tengely körül: V. — 8; 

(b) Az x-tengely körül: V — 1; ; az y-tengely körül: V — £ 

27. (a) SE; (b) 4; (92m; (4) 9 Ma 3KSs 98. ESÉST 
35. 37. 3—0,5— 9 


29. (a) s; b § 


6.5. Forgásfelületek és Papposz tételei 
1.  (a)2x (e igxva sect xdx; (c) sz 3.84 

SA 3-y-tdy; (c) ss 5.02 

5. (a) 2x ff(3— 2)? 
7. (a)2x (6? ( f? tgtdr) secydy; (e) 208 


3. (aj2r[/1 


1--(1—3671/2)2dx; (c) sz 6337 


9. 4xvV5 11. 3xV5 
13. 981/81 15. 2m 
17. x(v8—1)/9 19. 35xV5/3 


21. 253/20 


25. 2nf Fe (cosx) V1- sin? xdx 
27. Minden színből 226.2 litert kell rendelni. 


31. 5/2m 33. 872 
35. 521/3 37. 31475 
41. V—32m,5—32y2x 43. 4m 
45. x—0,y— 22 47. x—0,5— 3 
49. V3na(4-1-3m)/6 51. 2 
6.6. Munka 
1. 400N-m 3.  4cm, 008 N/m 
5.  (a)166667 N/m,  — (b) 8,39Jés 33.33] 
. 780J 9.  81000J 
13. 960J 
15. (a) 1944000J  (b)kb.1 óra 5 perc 
(c) A felső felének kiszivattyúzása 486000 J. 
17. 152472] 19. 12723450J 
21. (a)l722431 —  (b)3049437 
23. 15073 100,75J 27. 123] 
29, 965] 31. 1393] 


33. (a) r(y) —18—4/152—(y—110)2, 110 £y € 125 m 


(b) AV s x[18 — 4/225 — (y— 110)2]24Ay 


(c) W — 8,208-107 J 
35. 0682825] 





37. 5.144x10/97 


6.7. A folyadék nyomása és a 
folyadékra ható erők 


1.  kb.270KkN 3. — kb.450KkN 
(a) kb. 186,7KN —  (b)kb.191,5kN 
kb. 5,6 kN 9. — kb. 6,667 kN 
II. (a)403.22N —— (b)1,013m 
13. 30,7 m? 15. wb/2 


17. Nem. A mozgatható vég 1,44 méternyit mozdul el az alatt 
. az idő alatt, amíg a tartály megtelik. 


19. 1045 NN ill. 17.11 N 


21. (a) 17,778kKN (b)4l,3cm-rel (c) Nem 


7. fejezet kiválasztott feladatainak megoldásai 339 


Gyakorló feladatok 

1. ff 4. gő 5. 5 

7. (alt — (bm  (O12x/5 (d)26x/5 

J.  (a)8m (b) 10887/15 (c) 5127/15 

II. x(3V3—7)/3 

13. (a)l6r/15 — (bb8x/5 (0)98x/3  — (d)32x/5 
15. 287/3m? 17. § 

19. 5 21. 10 

23. 27 35. £—0,y—875 

27. 3—3/2,9—12/5 29. x—9/5,5—11/10 
31. 28xvV2/3 33. 4m 

35. 76x/3 37. 4640] 

39. 151,60J 41. 298,57 KI 

43. 96.38 kJ, kb. 4 perc 45. 106667 kN 

47. 12,672.KN 49. 216wi--360wa 


Az anyag alaposabb elsajátítását 
segítő további feladatok 


1 f9- ős 
3. f(x—vVC—-lxita,ahol cz 1 
5. £—-05— 57, (0,1/2) 


9.  (adx—y—4(at ab b)/(3x(a1-b)) 
(b) (2a/m,2a/m) 


11. 28/3 fö és 15. 10080 N 
17. (a)2h/3 — (b)(6at--8ah-h3h?)/(6at-4h) . 





7. fejezet 


7.1. Inverz függvény deriváltja 


1.  Injektív 3. 
ht DB: (0; 1], K : 10, 59) 
a 


Nem injektív 5.  Injektív 





yzf 49 hi 
d 
Hú 
1 ha 
9. D:[—-—I;1], R:[-x/2, pa 
hyz ef 0, 


ZY-x 


m— balg3H 
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11. (a) Szimmetrikus az x — y egyenletű egyenesre. 
y 


13. 
17. 


19. 


21. 


29. 


31. 
35. 





f"()svr-1 15. f (9-4 
f"(9—-vx—-1 


új (x) — 4 D: (—os, 00); R : (—cs, 09) 


, ge MERNE Jn frenayola Ev feszesen] 
f 1t(x) ez 773 D : (0, ca); R : (0, 69) 
sad x 3 
(a) f "Hjs—s 
(b) 


(c) 





(a) 





(c) 
(b) 





(c) Az (1,1) pontban f meredeksége 3, g meredeksége 
1/3; a (—1,—1) pontban f meredeksége 3, g meredeksége 
1/3. 

(d) azy— o? egyenletű görbe érintője az x — 0 helyen az 
y — 0 egyenletű egyenes; y — $/x érintője az x — 0 helyen 
az x — 0 egyenletű egyenes. 


1/9 33. 3 
(a) 171) — 


(b) Az f/! függvény grafikonja az origón átmenő 1/m 
meredekségű egyenes. 


37. 


41. 


43. 


(a) 





(b) f!(x) —x—b. Az f/! függvény grafikonja párhu- 
zamos f grafikonjával; a két egyenes az x — y egyenletű 
egyenes ellenkező partjain helyezkedik el, attól egyenlő tá- 
volságra. 
(c) A grafikonok párhuzamos, az x — y egyenletű egye- 
nes ellenkező partjain, attól egyenlő távolságra elhelyez- 
kedő egyenesek. 

jú szá ető) l 973 
Növekvő, és így injektív; df" /dx — 57 ű 


l 
Csökkenő, és így injektív; df !/dx et zi B 


7.2. A természetes 
logaritmusfüggvény 


1. 


11. 


17. 


29. 


35. 


39. 


49. 


55. 


57. 


59. 


ól. 


(a) In3—21n2 (b) 2(In2—1n3) 


(c) —1]n2 (d) 5 In3 


(e) In3-4 5 n2 (f) - (313 —n2) 





(a) In5 (b) In(x— 3) (c) In 
1/x 7. 2/1 9. —1/x 
l 
——— 8 5. Inr)é 
EME 13. 3/x 15. 21nr-t (Int) 
1—l1lnt 1 
x Inx 19. 12 21. x(1-inx)2 
1 3xt2 
ez nap 25. 2cos(ln8] 27. EGET 
2 tg(in 8) 10x 1 
—— ——z 1. —7— 33. ——  -t ————— 
imái 9 a Zai" 14- 
a] 6) 
2x1n Ixi Ain 37. ln 3 
Inly2—251-HC 41. 1ln3 
l 
(in2y 45. a 47. Im]6--3tgr[C 
ln2 51. 1n27 53, In(1--/x)tC 
1 ——— — fl l 2x-t1 
5) MT) (gt egy] eg 2./x(xt1) 


() j (- 1 je ! 

2/VtAlAkt tH1/ 24 ról 
j 1 

V573sin0 ( ggg 1120 ) 


l 1 
tg terz[7974642 


610642 [/ Sá es 


8-5 l 1 
9 c05 8 És 0 1-tg0] 


xvxt] 5 [; x 2 
(x-H1)88 [x xX1 3(xiI) 








1 ,/x(x—2) (1 l 2x 

A. éri Era S HÉ SZEEÁEE Ti 

ü 3V xt--1 FÉLRE; x2--1 

69. (a) Maximum az x — 0 helyen 0; minimum az x — x/3 
helyen —1n2. 


(b) Maximum az x — 1 helyen I; minimum az x — 1/2 és 
x — 2 helyeken cos(in2). 


71. In16 73. 4rmln4 75. xin16 
TT. (a)6-4-In2 (b) 8--1n9 
79. (a) Xs 144; ys 036 

b) 4 





81. y—x--Inlx]--2 83. (b) 000469 


7.3. Az exponenciális függvény 


1 
1. (a) 7,2 (b) — (o 
x y 

3. (a)] (b) 1 (0) —r— yt 
5. et 7. ef-440 9. y—2xé€11 
11. (a) k—1n2 (b) k— (1/10)1n2 

(c) k— 10001na 
135. (a) r——101n3 b) 1-— 

In04 

Ta 
15. 4(lnx)? 17. —589 
19. —7e€97 21. xé 
23. X£e 25. 209cos0 
37. 20€78" sin (79) gj . 

f 

31. 1/(1--e?) 33. €€05t(1 —tsinf) 
j § ye! cOsx 
35. (sinx)/x 37. ESET 

2e2 — cos(x-3y) : AT 
ML esse te 41. —6ő5-5e 
fi 3c0s(x4-3y) ciú BETPE 
43. 1 45. 8Setl141C 
47. 2 49. 2evT HC 
51. —ef 41C $3., —eA 16 
55. e 57. metött 4 
59. 1 61. In(1--er)-C 
63. y—1—cos(e —2) 65. y—2(e "3-x)—1 


67. Maximum az x — 0 helyen I; minimum az x — ln2 helyen 
2 — In2. 


69. Abszolút maximum az x — 1//e helyen 1/(2e). 
71. 2 73. y— 6721 


7. fejezet kiválasztott feladatainak megoldásai — 341 
Ma: I 
75. (a) —(xlnx—xt CC) —x-— 4 1nx—13-0—1nx 
dx x 
1 
Kh —T 
77. (b) [hiba] sz 0,02140 79. 2,71828183 
7.4. Az d" és a log, x függvények 
1. (a) 7 (b) vV2 (c) 75 
(d) 2 (e) 0,5 (f) —1 
3. (a) VA (b) sé (e) sinx 
1ln3 3 
5. EEzÉSE j 
(a) 7 (b) 3 (c) 2 
I. s 9. x—3vagyx—2 
a TS 
11. 2"Ilnx 13. (E) 
15. mx77! 17. —/3cos ov? sin 8 
19. 78 (In7jé(secdtgő) 21. (3cos3r)(2""9in2 
1 3 
85 pi 5 Ti 
2(Inr) —2 
ő and EDD 
I 1 
31. sin(logj 8) n7 cos(log- 8) 
33. 35 L (log 3)310821 37. ! 
" 1n5 E gek " § 
xX x ] 
39. (xit1) (A Hl) 
rílnt 1 j  fliusza j 
41. (Vt) éz 43. (sinx)"(lnsinx--x ctgx) 
lna? 57 
x e —eim Mtmnin 
45. gő) ( je ) 47. —— He 
1 l 
49. 5 51. mm 
Ő 
53. m7 55. 32760 
gxv3-1 . . 
s S —at 59. 3721 
V3-1 
1 /(inxy 7. újja 
61. ro ( 8 Je 63. 2(1n2) 
65. És 67. In10 
69. (1n10)in]lnx]--C 71. In(inx), x51 
73. —lnx 75. 21n5 
TT, [doc 197987 79. k—10 
81. (a) 107 (b) 7 (c) 1:1 
83. x:0,76666 
85. (a) L(x)—1--(In2)x sz 0,69x-4- 1 
87. (a) 1,89279 (b) —0,35621 
(c) 094575 (d) —2,80735 
(e) 529595 (f) 097041 
(g) —1,03972 (h) —1,61181 
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7.5. Exponenciális ütemű változások 7.7. Inverz trigonometrikus 
ke függvények 
1. (a) —0,00001 (b) 10536 év (c) 8295. 
1. (a) x/4 —1t/3 c) xr/ó 
3. 5488g 5.  kb.l8m s-t $82 (eh a 
3. —m/6 x/4 —gt/3 
7.  2.8147498.-10/ Mi Xb) a d s 
3. n/3 31/4 ró 
9. (a) 8 év (b) 32.02 év 00-3/ ib) 387 8 x 
7. (a) 3r/4 (b) x/6 (c) 27/3 
11. 15.28 év 
9. (a) x/4 (b) —r/3 (c) xr/6 
13. (a) Ag (b) 17.33 év; 2747 év 
11. (a) 37/4 (b) x/6 (c) 27/3 
15. 45090 17. 0,585 nap fö á fúj 
13. cosa— —, tgG— —, secü— —, 
21. (a) 17,5 perc (b) 13,26 perc fú 13 fi; 12 12 
CsC üt — Fi cíg üt a 
23. —3C 25. kb. 6659 év 27. 4l éves gi; ás p ii s 
. Sin ———, c€080————, 18ú7——2, 
I 48 VB E 
CSC 0 — VS ctg ar — : 
7.6. Relatív növekedési ütem 2. 2 
17. 1/V2 19. —1/vV3 
1. (a) lassabban (b) lassabban jú 43 vV3 jú ú 
(c) lassabban (d) gyorsabban 2493 i 
(e) lassabban (f) lassabban 25. —v2 27. x/6 
(g) ugyanolyan ütemben (h) lassabban 29. s 31. 4/9y2-1 
3. (a) ugyanolyan ütemben (b) gyorsabban 33. VR 35. M x2 —2x 
Mr: ; i j 1 
(c) ugyanolyan ütemben (d) ugyanolyan ütemben szil 
9 — 4y? va —16 
(e) lassabban (f) gyorsabban 37. 3 39. 
x 
(g) lassabban (h) ugyanolyan ütemben 41. n/2 43. x/2 
45. x/2 a. 
5. (a) ugyanolyan ütemben (b) ugyanolyan ütemben md vite Mi 
(c) ugyanolyan ütemben (d) bb 49 BE 51 v2 
ejjátssö játéka EZSKZZSBBS VT 1—i 
(e) gyorsabban (£) ugyanolyan ütemben I má 
53. ——  —— ÉTÉ ee zf 
(g) lassabban (h) gyorsabban 2541/5524 s (2 r1)vat 2 
—1 —1 
57. 59. ———— 
7. doa,cb 1—t 2./t(1-kt) 
9. (a) hamis (b) hamis (c) igaz 61. - 
B ú ; (tg71x)(1-4-x) 
(d) igaz (e) igaz (f) igaz d 
; ; — —-1 
(g) hamis (h) igaz 63. —————— — ——— 
letfa/(et)2—1  Vet—1 
13. Ha f fokszá gyobb, mi ; - 
a f fokszáma nem nagyobb, mint g-é 65. 25" 67. 0 
1 vV1— 5 
5. [1 sé 
. . 69. arcsinx 71. arcsin— 4C 
21. (b) In(et7909000) — 17000000 € (elT10)1/107 — el? ag j j g ís 
ss 24154952.,75, a. —— ágát Ő üt mat ággal 
vii Vr ZET 
(e) xs 3.4306311-107, TI. 2m/3 79. T/16 
ese 15 MENNAT 
(d) azxs:z34306311-10 helyen metszik egymást. 81. —r/12 83. 5 arcsin2(r — 14 
23. (a) Az algoritmusnak O(nlog; n) lépésre van szüksége. g5. vV2 arctg x—1] xC 87. 1 áj! 2x—1 40 
2 v2 4 2 
25. Szekvenciális keresésnél akár egymillió lépés, bináris kere- 89. 7 91. x/12 


sés esetében legfeljebb 20. 93. mal e 95. árcsinír—2) te 
2 
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s 2x 
97. mm 99. - arctg 7) HC 35. Jsecxl 41. út $1C 
101. 27 103. arcseclr-H1]-HC 43. 12sh G —1n3) 4C 45. Tinle/7 pe714C 
; za d 
ATCSITLT sg s 3 F 
105. e 107. 3 (arcsin() ) tC 47. th [- 5) 4C fő Ami ő 
109. In[arctgy[--C 111. /3—1 5 3 
113. 5 115. 2 51. in7 53. 25 tin2 
121. vy — arcsinx 123. arcsecx -- ke x:1 55. e€—e! 57. 3/4 
! 59. ; Hinv2 61. In(2/3) 
127. 0 — arccos (3) az 5477 Sájá 
v 65. 1n3 
133. (a) Értelmezve van: létezik szög, amelynek tangense 2, 3 
(b) nincs értelmezve: nincs olyan szög, amelynek koszi- 67. (a) arshv3 tb) in(v3--2) 
nusza 2. 69. (a) arcth2 — arcth(5 /4) (b) ; in 
135.(a) Nincs értelmezve: nincs olyan szög, amelynek sze- 17 4 
kánsa 0, 71. (a) —arsech 13 - arsech — 
(b) nincs értelmezve: nincs olyan szög, amelynek szinusza 144/1—(12/1382 1--/1—(4/5)2 
137. V5 m. ——In5 4n2—n2 
139. Igen, arcsinx és — arccosx a T/2 konstansban különbözik. 73. (a) 0 (b) 0 
147. x" /2 2f(x) 
75. É — E 40—f 
149. (a) 7? /2 (b) 27 bm 0 J je 2 f(x) 
Ü 
mv sztó E 
151. (a) 084107 (b) —0,72973 (c) 046365 HA GMT SE 
153. (a) Értelmezési tartomány: az összes valós szám a 5 tkm TT. (b) 4 7. (c) 196,3 km/h 
alakúak kivételével (k egész szám); értékkészlet: 
—gr/2 gye xf2, 79. y-—arsechx—v1—x 81. 27 
; . P- 6 3 4551T 
(b) D: —os £x 00; R: —o0 gy a 00, 83. § 85. léxln64—5— 
155. (a) D:—cogx ao R:Ogyem, 89. (c) asz 0,108738 (d) 275 N 
(bd) D:—1€£xcI;R:—1£yeél. 
157. A grafikonok azonosak. Gyakorló feladatok 
. . a. 4 1.  —2e73/5 3. xeéb 
7.8. Hiperbolikus függvények ZsindcosA 2 
5. S — —2ctg0 Ms szé 
sin" 8 (In2)x 
1.  chx —5/4, thx — —3/5, cthx — —5/3, sechx — 4/5, g.  —-8-tin8 11. 1826 
cschx — —4/3 sgjejs 1 
13. (x-t2 In(x4-2) 41 15. — 
3. shx— 8/15, thx — 8/17, cthx — 17/8, sechx — 15/17, ld sál vV1— u 
cseh 15/8 il sz 2 ök zzz 
l 1 — x" arccosx 1--té 2t 
5. xk í d. e 21 1—z 23 I 
1. ————— Tt arcsecz ké ss 
9. ek 13. 2ch2 eeztáp Mt 
zi as. e 1-tg2x 
15. sechfvVt- p7- 17. cthz /cos2x HI] 
2 zá 14-1(r— 1) ] 1 1 1 1 
. (Inse 21. th? . (EPS NTIT ág b T. 
19. (Insechő)(sechőthő) 1. tv . 27 der ii "ri zni 
23. 2 25. ETET Í ti / HŐ 
j ú Ta) 29. a ing) vő a má 180) 
27. Tzg  athő 29. 2-7 arethvit 
t vi 3. ősét 33. tg(e—TJ4C 
31. —arsechx 33 at —1]n7 
j j 35. e8"4C 37. 





1 20 3 
14(3) 39. 1n8 41. In(9/25) 
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43.  —[In] cos(inv)[]--C 45. — (Im) 24 
1 a 

47. —ctg(1-4-Inr) 4C 49. —— 37 4€ 
51. 31n7 53. 15/16--1n2 
55. e—1 57. 1/6 59. 9/14 
, 1 3 3 7 3 
61. z [(m4) (In2)9] vagy 7 (In2) 
63. s 65. 67. x/V3 
69. arcsec[2y][C 71. mx/12 
73. arcsin(xt1)4C 75. x/2 

l t-31 1ln2 
T7. z arcsce (57 c 79. y— mB/D) 
81. vy—1]nx—1n3 83. y- —— 
85. ln10 87. ln2 89. 5 
91. —os 93. 1 95. e 


97. (a) ugyanolyan ütemben (b) ugyanolyan ütemben 


(c) gyorsabban (d) gyorsabban 


(e) ugyanolyan ütemben (f) ugyanolyan ütemben 


99. (a) igaz (b) hamis 
(c) hamis (d) igaz 
(e) igaz (f) igaz 
101. 1/3 


103. Abszolút maximum az x — e/2 helyen 0; abszolút minimum 
az x — 0,5 helyen —0,5. 


105. 1 107. 1/emi/s 


109. 1/V2 egység hosszú, 1//e egység magas; A — 1/vV2e sz 
ss 043 területegység. 
111. 1n5x—In3x —1n(5/3)  — 113.1/2 


115. (a) Abszolút maximum az x — e? helyen 2/e, inflexiós 
pont: (e8/3 (8/3Je45); konvex az (e8/3 co), konkáv a 
(0,e/?) intervallumon. 


(b) Abszolút maximum az x — 0 helyen I; inflexiós pon- 
tok: (--I/vV2,1/./e), konvex a (—os, —1/V/2)U(1/V2, 59) 
halmazon, konkáv a (—1/v2,1/v2) intervallumon. 


(c) Abszolút maximum az x — 0 helyen 1; inflexiós pont: 
(1,2/e); konvex az (1,00), konkáv a (—os, 1 ) intervallumon. 


117. 18935 év 119. 20(5 — V17) m 


Az anyag alaposabb elsajátítását 
segítő további feladatok 


1. n/2 3. 1/V/e 5. 1n2 
7. (a) (b) x/2 (e) m 
li ii 
d zi gay ői 11. x—2 
13. 2/17 21. Ez y-0 25. (b) 61" 





0. fejezet 


8.1. Egyszerű integrációs formulák 


2/82-313C 3. 


; 2(sinvj 24 c 
5. 1ln5 jő 


2In(V/x-H1)4C 
1 
9. —- In]sin(3—7x)I--C 
11. —In]ecse(e? 4-1) 4-etg(e? 4-1)-HC 
t t 
tk 31 éle EI 
3. 31]n secz tt 87 t1C 


15. —In]csc(s— 17) t-etg(s — 7] C 





a(x-t1) 
17. 1 19. e8"34C x4C 
1n3 
av/w 
23. "7 ök 25. 3arcig3utC 27. x/18 


29. arcsins- HC 
35. 1n (2 3 v3) 


41. arcsec]lx-t-1]-4-C, hajx4-1]51 


31. Garcsec]I5x]--C 33. arctgettC 


37. 2x —— 39. arcsin(t—2)-4C 


43. tgx—2ln]cscx1-ctgx[—ctgx—x-HC 


45. x--sin2rtC 47. x—ln]x411-C 

f 
49. 7--1n8 51. 2 —t4-2arctg- 4C 
53. arcsinxtV1—x2-tC 55. V2 
57. tgx—secxtC 59. 1n[1--sind]-t-C 
61. ctgx-4-x-tcscxrtl 63. 4 
65. vV2 67. 2 


69. InV2--11—In]v2— 1] 71. 4-5 
73. —ln]cse(sin 8) t-etg(sin 0)1-C 


75. In]sinx]-4-In]cosx]--C 977. I2arctg(,y)te 





79. arcsec ső 





4c 81. In]secítgr)[--C 
83. (a) sin0— 2 sin? 0-4 C 
(b) sing — Í sin 0-7 sin 0-C 
(c) I cos" 0 dő — J cos" 0(cos 0) dő — 
ús J (1— sin2 0)t(cos 9) d0 
85. (a) f[/8940—-tg20— (1g0 40 — 
— 182 9 In]cos0]--C 
(b) feed0— 181 0— [187040 
(e) f187940—tg50— 18500 


(d) J tg] 9 48 — az 182 8 — J tea dő 





87. 2/2—1n (3272) 89. 72 
91. In(2--v3) — 93. £—0, 5- : 
In(2/2--3) 
8.2. Parciális integrálás 
1.  —2xcos(x/2)4-4sin(x/2)tC 
3. Ésint42tcost—2sintC 5. m4— 5 
7.  yarctgy—ln4/14-y23C 9. axtgx-kin]cosx]l4C 
11. (7 —3€-46x—őS1C 13. (6 —7T47T)FTO 
15. (a —Sxt 20? — 6027 -t 120x— 12016 --C 
Z 4 gé 

íg. B ; 4 19. 57 mt 

L7 6 via 
21. 7 ( €" cos 8 1-e sin8 ) tC 

"zási 
23. Ta Ő sin3x-H2cos3x) -C 
25. 5 (vBsa-gevőstő — ey ere) HC 

nV3 nt 
27. üg — In2 — TE 

l : 
29. c] ( —xcos(lnx) t-xsin(Inx) ) $tC 
31. (a nt — (bh3z (d 5z (d) (2nt-1)r) 
33. 2r(1—1n2) 35. (a) x(xr—2) (b) 2m 
37. azt gé 39. u—x", dv—cosxdx 
41. u—x, dv—e" dx 
43. xarcsinx-t cos(arcsinx) HC 
45. xarcsecx— ln [e-t vaz — 14-C 47. igen 
49. (a) xarshx—ch(arshx) HC (b) xarshx—(1--x2)/23c 


8.3. Racionális törtfüggvények 
integrálása parciális törtekre 











bontással 
2 3 1 3 
1. Ms sösékszől ee 
d" d sti kr 
-9 xi. 2 ÍT ag 
sör áá ti beg ted 
l : 
ú - 
11. 7 In [(r4-6)2(x— 15] c 13. (in15)/2 
15. — inlel-r nie 4214 in —11-4C 
. "a ó a 7 
il xt1 x 
17. 31n2—2 19. —ln] — I — ———— 
4 a az 
l 
21. (1r4-21n2)/8 23. arctgy— —— tC 


y-I 


27. 


29. 


31. 


33, 


35. 


39. 


41. 


43. 


49. 


51. 
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—(s—1) 3-4(s—1) !-FarctgsHC 
—] ; 
9232012 1 1n(0? 4208 7-2) — arctg(0 4-1) -C 


2 ln 





e 
xX 


1 d. a 
9x-21n a] -4 7 471n]x— 11-HC 





ÁK 

E in] in(1-2 re 

e€ 41 l. 15iny—2 
in — 1 7. —-1ln1— — —— 
(52) e ? 5 il megai te 
(arctg2x)t üi 6 
ük al 31n]x 2t—zte 
x — In]1—21—1In[t—1]--1n2 
pesze 45. 371n25 47. 1,10 

ft t-2 

1000€ 

(a) x— 499 1. (b) 1,55 nap 
(a) iss — 17 (b) 00496 


(c) a terület kisebb mint 0,003 


8.4. Trigonometrikus integrálok 


1. 


17. 


23. 


27. 
33. 


39. 
43. 


8/15 3. 4/3 5. 16/35 7. 3m 
n 11. 2 13. 1 15. 4 
2 19. 21n(14-V2) 21. V2 
2/3-4n (2-3) 25. 4/3 
4/3 29. 2(1—1n2) 31. 5 —inv3 
—6/5 35. n 37. 0 

j 3/2 
2 ( (97371) -1) 
—— 7 ro 41. In(1--V/2) 
x/2 


8.5. Trigonometrikus helyettesítések 


1. 


5. 


11. 


13. 


17. 


Z1. 


in]9-52-sl e 3. /4 

25 ot o t/25—8E 
xr/6 7. 7 arcsin-t—  — te 
5 in 5 s 4 








KP SMET 
7 Én -aresse3 ) 4c 





mt 
e a á$ 024924 6-444C 
ezta frei 

—— ac 19. 4/3—4n/3 








pó Zú. 


xt—1 5 x 


5 
x l ) 4 
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4x . Aa v 3 
25. 2arci — ——  H( . - ——— I 3 
arctg 2x -k TEFETHS 27 (7) re 
29. n9—1n (1--v10) 31. T/6 
33. arcsecxtC 35. VxX2—-14tC 
vVx2— 4 
37. v-2( S - arosoe5 
2 2 
3 x 3m 
i 2 
43. i-iüzaj 45. 1 
ma Vin L , Itg(r/2)1—vV2 
47. EZT "7aáál 49. —— ln SS E —-I3C 
9 V2 Ita(t/2 142 
1--tg(0/2) 
51. TES tű 


8.6. Integrál táblázatok és 
matematikai programcsomagok 


2 x—3 
1. — ( arct He 


3. VX e 81 14) 4C 














3 
va gy3/2 
s. (2x s ér) c 
a ze Leesett 
j 5: 3 149—4x43 
6 2 
Tü. b in EVT] 
vV/7 x 
13. aA vana jét A veg 4C 








B / 25 B 
15. —4/25—péi — 
7] pt 2 arcsin — HC 
; 1 
17. Zarcsin- —-rV4—r24C 
: ÚN 1 IT 
19. —— arcte ( —t (7-9) c 
 arctg ( ; £g 4 J- 
ett 
21. 5 (2cos3t 4 3sin31) -C 


xt 1 1 
23. a am ecosxt a arcsinx — av 1—x2C 


§ sé 543 
18(9—52) " 108 "]15—3 
.V4xt3 4, 2 fúj v4x1-9 - 3 

x 3 ]44x3 933 


29. 24/31—4— 4arctg 1/ — 4C 


31. E arotgx — E kh z h(i -Hx) tc 


ln 





4c 


27. ec 


35. — 
35. 
37. 
39. 
41. 


43. 


45. 


47. 
. 49. 
51. 
53. 
55. 
57. 
59. 
63. 
65. 
67. 
69. 
71. 
73. 


75. 


79. 


81. 


83. V2--n(V24-1) 


89. 


COSÍXx  COSX 


da 2 

sin(7t/2) — sin(9r/2) 
ú (E F e) jei 
6sin(0/12) -k 5 sin(70/12) HC 


1 
- nb2 1) t 5 arctgx-HC 


új; xX 
2(1-4-x3) 
l 
[- 5) arcsinyxt5Vx—xtC 
arcsin /x— Vx—x21C 
14V1—sinét 
sint 


1 — sinfr — In 
lny--4/3-7-(Inyjé[-C 


in]3r-- V92—1]-4-C 
l 
xarccos Vx th 5 arcsin v/x — a va —x2 3C 


FC 








ln 














§ 10 " 15 15 
cos 9 Ztsindnt — 3 cosZatsin2itt 
SES HÜLE 
IT 2 IT 
sin? 28 cos2 20 4 sin? 20 ii 
10 it" 
2 
218 14C 61. tgf2x—2ln]sec2x[-C 


l 
8 (ezeterretgte) t€ 


mx)(tgi l 
ESZO VB in]seemx-tgax]-4C 


2 
t 2 


e 3 
e s kezett ti 5 lüleggzzrétszl 4 


4x(inx)? — 24 (Inx) -k si HC 
2ée? 1220? 4 960? G e 1) 4 


1.K j x xX 
x2 5 (a 2 Je 





In2  In2tln2  (1n2)2 
xx JE 
az he 


; lsec(e — 1) tg(d —1) In] sec(€ —1)--tg(€—1)]] 4-C 
85. x/3 


LENNE l a l 
6 sh 3xch3x 50: 3xch3x -t 15 ch3xtC 


E gyz ses 


f4 
3 g ch3x-t 7 5h3x-te 


91. 


l 


zést 
jaj" 


101. 2xV3-- rv2ln (v2 új; v3) 


103. x— 4/3, F—Inv2 


105. 7.62 


107. 1 /8 111. 1r/4 


8.7. Numerikus integrálás 


1. 


11. 


13. 


15. 


19. 
23. 


27. 


31. 
33. 


35. 
(c) 


39. 


I: (a) 150 
II: (a) L5;0 


(b) 1.5; 0 
(b) 1.5; 0 


(c) 096 
(c) 096 


I: (a) 2.75; 008 (b) 2.67; 008 (c) 00312 5396 
II: (a) 2,67.0 (b) 2.67;0 (e) 096 


(a) 6,25; 0,5 


I: (b) 6; 0.25 
II; (a) 60 


(b) 6; 0 (c) 095 


I: (a) 0,509; 0,03125 (b) 0,5; 0,009 (c) 0018 5296 
II: (a) 0,5; 0,002604 (b) 0,5; 0,0004 (c) 096 


I: (a) 18961: 0161 (b) 2; 0,1039 (c) 0,052 sz 596 
II: (a) 2,0045;0,0066 —— (b) 2;0,00454 (c) 096 


(c) 00417 549 


(a) 0,31929 
(a) 1,95643 
(a) 1 (b) 2 


(b) 0,32812 —— (c) 1/3, 0,01404, 0,00521 
(b) 2,00421 — (c) 2, 0,04357, —0,00421 


17. (a) 116 (b) 2 
(a) 283  (bh2 21. (a) 71 — (b) 10 
(a) 76  — (b) 12 25. (a) 82  (bh8 
3615 mi 29. 09785 mérföld sz 1575 méter 
3.405 méter 

(a) 50,00021 — (b) s1,37079 


(a) 3.11571 (b) 002588 
M —3.11-el JErl € (r3/1200)(3,11) — 0,081 


1,08943 41. 082812 


(a) To sz 1,983523538, Too z 1,999835504, 
T1000 sz 1,999998355 


(c) 55 0,0159 





(b) 1.6476462 - 107 
100 ! 1.64496-1078 
1000 ! 1,645-107£ 


(c) [E10n] 5 1077JE,] 


al 
(d) b—-a—n, 2-5 M—I1 
A 


sek szá PESNa 
— 124n2)  12n 


Ero] 2 —107JE,l 


Frei 
12(10n)2 


(a) f(x) — 2cos(1?) — 426 sin(rő) 


; ys—4ó sinie) 4 2 cosír) 
(b) y 


47. 
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(c) A grafikonról leolvasható, hogy —3 £ f/(x) 2 2, ha 
-]Sxel. 








1—(—1) A 
(a) lErlS— (40) 
2 
(e) eze Z001 — (Dn220 


(a) 0.023, 0,016, 0.015, 0,021, 0,032, 0,048, 0,070, 
0,093, 0,107, 0,107, 0,093, 0,064, 0,032 (m2) 


8] 
l ; 
b zzz (co) ay 
Ü 
(c) 550,347 mm? 


(d) sz 03479 m?. A Simpson-formulával számolt ered- 
mény pontosabb, mint a trapézformulával számolt. Mivel 
Ax — 0,05 m, a Simpson-formula hibája Ax! — 0,00000625, 
a trapézformuláé Ax? — 0,0025 nagyságrendű. 


49. (a) sz5,870 (b) JEr] £ 0,0032 
51. 63.21 cm 53. 144 55. 549 
8.8. Improprius integrálok 
1. :c/2 3 2 5. 6 J  gj2 
9. 1n3 II. ln4 13. 0 15. 43 
17. nt 19. (1445) 21. —1 23. 1 
25. —1/4 27. n/2 29. x/3 31. 6 
33. ln2 35. divergens 37. konvergens 
39. konvergens 41. konvergens 43. divergens 
45. konvergens 47. konvergens 49. divergens 
51. konvergens 53. konvergens 55. divergens 
57. konvergens 59. divergens ól. konvergens 
63. konvergens 
65. (a) pal eesetén konvergens 

(b) p5: l esetén konvergens 
67. 1 69. 27 71. 1ln2 
73. (b) s 0,88621 
75. (a) 


y 







d : 
Six) z Y/ ELL f, 
[hi FT 





(b) r/2 
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77. (a) 





-3 2 da ol í 2 3 


(b) 50.683, sz 0954, sz 0997 


81. divergens 833. konvergens 














85. konvergens 87. divergens 
Gyakorló feladatok 
l 3/2 
il. —éé-9t e 
12 
(2x1)5/2 (2xH 1) j 
8 10 "ijlátááai 
Para] 
5. ac 7 5 n(25--y2) c 
—V9— 41 cllrot.. 14. SET 7-8 
u "agas 11. azt 119 4€ 
1 l 
B. szesz BŐ j; a 4 c 
18. sg] tő 15. —7 In]3--4cosz]-4 
17. —e5sZr 19. —2 cos (e) c 
2-1 
21. ti te 23. In]lnv[-7-C 
25. ln]2-tarctgx][-HC 27. arcsin2xtC 
l . 31 l t 
29. a arcsin Tt 31. a árcig 7 te 
1 a] ea. f 472 
33. a acs [E] 35.  arcsin ) té 
1 y—2 
37. 5 arg (2) FC 39. arcseclr—1]tC 
a Xx  Sin2x 2 50 1) 
41. 7 7 ek 43. 3 008 7) 008 ré 
telt) hb 
45. új — a Inlsec2r] 4 C 


47. -. In csc(2x) 4- etg(2x)[4-C 


49. InV2 Bi. 2 53. 2/2 


55. x— 2arcig 5 HC 

57. x-ti t21n]12x—1]-4-C 

59. In02-44)— — arctg 7 HC 

61. —V4-? 4. 2arcsin- HC 

63. x—tgx-tsecxtC 

65. —z In] see(5— 3) -tg(5— 3x)1--C 


67. 4ln]sin [c 


69. —2 Ete ii ee) tC 


71. 


73. 


15. 


77. 


79. 


81. 


85. 


5 GV2ET ein 





z4V2-41) t1C 


In] 25-32 HC 
—V1—x 
x 
arcsinx XV 1—x 
2 2 
x  Vxt—9 


inlE 4. 
T vő 3 


vw — 1 — arcsecwitC 





HC 








4C 


tC 











. (x--1)(ln(x--1))—(x--1)4-C 


1 já; 
xarctg 3x — z In(14-9x) 4 C 


















































87. (xt1)€Xxke—2G teh 281 C 
89. suálaszrozti Mdlszzssasty ; 
3 a 
91. 21n]lx—21—1nlx—1]14-€ 
1 
93. in — nix gt 
1  ]cos8—1 
ve 3 egz te 
97. 4ln]x] — ; In(x? 4-1) 4 4arctgx--C 
ll . I(v—2(v2d I . 
99. Te ÚN SK his 
I 3 t 
101. 2 arctgt — "a iretg A re 
x 4 2 gs 
103. —-- 7 In]x-2]-- 7 Inlx— 11-4C 
xz 9 s: RT 
107. ! St 
3 ]vxt1-I 
109. In11—e "1-C 111. —4/16—y24-C 
(3. — ind — élő (15.11 ——— 4Ő 
2 9—x 
. 1. ]1x43 cosZx cos x 
.- — [d 119. — — HO 
117 a ín re 9 c 7 tk 
tg x cos8 — coslil8ő 
121.—— te 123. - üszéss : all 
125. 44/1— cos(r/2) C 127. legalább 16 
129.T—x,5§—m 131. —3.97C 
133. (a) 9.075 liter, (b) 8,349 1/100km 
135. x/2 137. 6 139. In3 141. 2 
143. r/6 145. divergens 
147. divergens 149. konvergens 
/2 
151, 2 —x-24/x—2lní(v/x-H1)4C 
I 2 
FELÉLI s LEAR fee (77) HÉ 
x-H1I 24 vat-HI 
155. arcsinl(xt1)tC 


157. In u-t V1-4 2-4 C 

159. —2ctgx—ln]cscxtetgxl 4 cscxtC 
i 3-vl 1 v 
—In1— [54 —arctg— 4 C 

12 ÉG geg" 

8 sin( 28 1-1 cos(28 3-1 
E a EE 4 


161. 





163. 


1665 árny 11 4 
2 x—1 


167. — cos (2V/x) -C 
169. —In]csc2y-tetg2y[ C 


73, a /4— eF e 


v2 


ITT. — te 


2 
3 
179. 2 e aa a) x€ 


171. 2 182x-C 


175. 7 sec? 8-71C 


181. arctgí(y—1)4-C 183. z Inlsec63[-C 


l l 1/I l Z 
28 szeme zzz] zs Hl kb] eeé Ha 
r Iz] Iz ( níz" -k )- 2 aretgő ) 4 


l 
187. gy 9—4r123-C 


1 
189. In sin 0] — 7 In(1-- sin 9)-HC 


185. 


0 1-2 














195. x-4C 197. i-t 4xC 
199. In(1--e) HC 201. 1/4 
203. In[InsinvI 4 C 205. ESal 21c 

l ji 1 273871 
207. -§ arctg(cos 51) C 209. 3 ( mm? ) $tC 
211. 2/r—2ln(14-/r) 4C 

Í y SZÜ : 
213.hn/— 1-t—-——1€ 

"142 ty 

215. 4arcsec T Ő 217. Es z 


219. 7 8b— a) S) 
Az anyag alaposabb elsajátítását 
segítő további feladatok 


1.  x(arcsinx)? 4 2(arcsinx)V1—12—2xtC 


aZ arcsinx xv —ax2 — arcsinx 


3. ggg TÉB 
s in jszező tg zBit 28 
4 
l : ; 
(8 5 (in (1 v1 -e) — arcsint ) t1C 


8 


1  la232rir2] 1 
l6 1]x2—2ri2 


t 7 (arctg(x- 1) Harctg(x— 1)) HC 


11. 
19. 


27. 


29. 
33. 


39. 


47. 
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0 13. 1n4— 1 15. 1 
21 Z1. (a) mr (b) x(2e€—5) 


17. 321/35 





8B(ln2y  16(in2) 16 
(b) ze - 9 15) 


E" Hi 6—8 
Ca: a] 


vrrá-n[ ik rpJ-vzm(1vő) 








6 31. y—vx, O0ZxcA 
1 ln 2 
b j] 37. sm — SZE et 
1 év 
a aes 1 41. Ta 3 sin3x 4 2c0s3x) -k 


cosxsin3x — 35inxcos 3x 


; 4C 
e ú I 
sapi éssinbr— bcosbx) H$tC 
xln(ax)—x-tC 





9.fejezet 


9.1. Iránymező és szétválasztható 
változójú differenciálegyenletek 


13. 


17. 


23. 






gy2 2 -c 11. 9€—-e-C 
—xtF2tgy—-C 


y—sin(x 4 C) 


15. e7Y32eV c 


19. (d) 





a Re Í f 
JEE SAE álF AHÁ IBN; 





TELLELE 


Pedé sat az adó adó add öli 
FEST zű 
HAT ERAT mi 


öz Be ön. fla! ék én öö 
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9.2. Elsőrendű lineáris 


differenciálegyenletek 
1. y— EC x50 3. y— ES x50 


5. y—3—it5 x50 7. y—-dxelt acel? 


9.  y—x(lnx)--Cx 
1. s— gp —giy b eőy 

13. r— (cscO)(ln]sec9[4-C0), 0-0 - x/2 
15. yK—3—g3e" 17. y——gcos0-t 3; 
19. y—607— 

23. (b) helyes, (a) nem. 
25. (a) 5Skg/perc (b) 400-- átliter (c) m0-zi 


(d) y—5— my 9(0) — 25; y — 1000— dee 
(e) y(25) — 9428 


27. 27,78 perc 


21. y- yoe! 


29. t— §ln2 
31. (a) i— §— Fe 5095£ amper (b) 8696 
33. y— mé 35. xy sir" 


9.3. Euler-módszer 


Ypontos - §— 1, y1 — —0,25, y2 — 0.3, y3 —0,75 
Ypontos —366TD  yy — 4.2, ya — 6216, y3 — 9.697 
— 2.0, ya — 20202, yz — 20618 


y sz 248832, a pontos érték e. 


1 
3 
5. Jpoaző FR 
f 
9 


y sz —0,2272, a pontos érték 1/(1—24/5) sz —0,2880 


Hiba 
0 

0,050122 
0.211614 
O,712777 








4.608 
7,623475 
13.56369 


4,658122 
7,835089 
. 14.27646 





13. Az Euler-módszer eredménye y sz 345835; a pontos meg- 
oldás y— 1--ess 3,71828. 


15. ysz1,5000; a pontos megoldás 1,5275. 
17. (a) 
(b) —0,1851; hiba sz 0,0149 
(c) —0,1929; hiba sz 0,0071 
(d) —0,1965; hiba sz 0,0035 


y— szara 8) ——02 


19. A pontos megoldás y — ERTEKE így y(3) — —0,2. A köze- 
lítéshez legyen za — Yya—1 -t 2yn- prés -1 — 1)dx, És yn —9yn-1 Tt 
-H (vé 1(n—1 — 1) Hző(xő — 1) )dx, a kezdeti feltételek: xg — 2, 
yú — — 3. Használjunk kalkulátort vagy számítógépet az (aj-(d) 
pontok megválaszolásához. 

(a) —0,2024; hiba sz 0,0024 

(b) —0,2005; hiba sz 0,0005 

(c)  —0,2001; hiba sz 0,0001 

(d) Minden esetben, ha a lépésköz felére csökken, a hiba 

körülbelül negyedelődik. 


9.4. Autonóm differenciálegyenletek 
grafikus megoldása 


1. 


y-0t20—3) 


(a) y—-— —2 stabil egyensúlyi érték, y — 3 instabil égyensű- 
lyi érték, 


(b) yX"-2442W—53)0-3 
ys:ü k ycÜ : y:ü 
24 Tk " b. re dltaű d 
yz0 royzü ; yz0 ys:ü 





y.-y-y- (yt 1)yly—1) 


(a) y——l1 és y-— l instabil egyensúlyi értékek, y — 0 pe- 
dig stabil egyensúlyi érték. 


(b) y7 — (gyz — ny 


- 3(y 4 DW 4 1/V3)y0 — 
—1//3909—1) 








y-/y20 
(a) Nincs egyensúlyi érték. 
(b) y"— 5 
y:0 
0 "SSE 3 LT 


(c) 
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t. Fsl-iüy air a] 


(a) y—-—lésy 3 instabil egyensúlyi értékek, y — 2 stabil 
egyensúlyi érték. 


(b) xy" —(3y7—12y--11)(y—1)(y—2)(y—3) — 


-0-)6-sz8)o-2p- ső) o-3) 


í 
yzeú j v:ú 
[/ 


yző : vs 
Ő j 13 ; j 23 ; ch j 7 jji 
yzÜ j y50ü ! yző : o y5:0 yzü! w:0 
[] ú í 
; : 
[] Hi 
5-V3 142 EV 258 


(e) 


Ferge of jee ndápeaati 





9. § 1-—2P stabil egyensúlyi értéke P— 5; § ét ——2d 
— —2(1—2P). 
F 


P 50 P" ce 





5 B 5 — 2P(P— 3), ennek stabil egyensúlyi értéke F— 0 és 


instabil egyensúlyi értéke P — 3; 1 —2(2P—3)dE — 4P(2P — 
— 3)(P— 3). 
PO Pzü r Ps0 
ia Bin "7 jeg. . NC. Elle; ga 7. ige gs 7. E; BE: 7. idő Bild 
PFz-zü P":0 


Piz0  ! PsŰ 





13. A katasztrófa előtt a populáció logisztikus növekedést mu- 
tat, és P(t) Mo felé növekszik, ami a stabil egyensúlyi érték. A 
katasztrófa után a populáció logisztikusan csökken, és P(t) Mi 
felé csökken, ami az új stabil egyensúlyi érték. 


Katasztrófa előtt 


Katasztrófa után 





15. 8 —-g—kv,g.kőm5 0ésvít) 20 
Egyensúlyi érték: 42 — g— fv? — 0, azaz v — Fás 7 
Konkavitás:-5zv — —2 (év) (g- kv) 


(a) 50 1 0 
v 
0 gy 3 du 
mg 
Vag k 


(b) Ft 
k 


(0) végső — 4/ €99 s 5443m/sas 196km/h 























— 2 (25—5]v]). A sebesség 


Fa 


öszdlrallia, lis, amikor 49 - z Ű) ill, év ! 


19. A fázisegyenes: 


Ha xv ; 
a d4 a í dé ű 
az fi ző 
V 


Ha a kapcsolót t — 0-nál zárjuk, akkor i(0) 
dás alakja: 


— 0, és a megol- 





Amint t — os, i(f) — igtandósult érték — 5: 


9.5. Elsőrendű differenciálegyenletek 
alkalmazásai 

1. (a) l685mib) 4l 135 

3. sto caga(n eg AB ő9Sajt 

a TNM (a) P (t ) z TAT 


(b) Kb. 17,21 hét; Kb. 21,28 hét. 


7. (a) y(0— Br így y(1) sz 269671 x 107kg 
(b) resz 195253 év. 
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9. 


13. 


Gyakorló feladatok 


hsz (me(5)) 


5. 


(a) y— 22 —1 (b) y(r)— dő 


11. (a) P(r) — ege vari (b) Függőleges aszimptota ft — 8 


x ty zC 





3. 


15. inlyl— 397 7 5x FC 


y- — arcsin(2tgx-tC) 


yz: —]n (c—3(x—25? — 3(x—2)9/2) 


tgy — —xsinx—cosx3C 9. 


— rrx—] 


y nt 

xyty-C 
— 203306 

Y— "eti 


y—-4x—4/x1t1 


3—2x1C 
Jön 





13. 
17. 
21. 
25. 
. ye e(30 —3x7) 


(y-1)e"? — —In]x[-C 
teh acel 
pee 
y — —21-1n(2—e") 

- 3(1 —467) 





33. y(3) 509063 


35. (a) 





[-0.2, 4.5) x.[-2.5,0.5] 


(b) Megjegyezzük, hogy egy kis intervallumot választunk 
x értékeire, mert y értékei nagyon gyorsan csökkennek, 
és a kalkulátorunk nem tudja kezelni ezeket az értéke- 
ket x 2 —1 esetén. (Azért, mert az analitikus megoldás 
y — —2-7-1n(2—e7"), aminek függőleges aszimptotája van 
x — —1]n2 sz —0,69. Tehát az Euler approximáció félreve- 
zető, hibás értékeket ad, ha x c 1ln2). 





[-1, 0.21 x [-10, 2] 


41. (a) y——I stabil, és y— 1 instabil. 
2 7 , 
b) 3—23—-2w-1) 


yz-I y 





Az anyag alaposabb elsajátítását 
segítő további feladatok 


j 5 


8; 


(a) y—c-H(yo— ee HAN 


(b) Az egyensúlyi érték megoldás y.. — c. 


023290 


Integráltáblázatok 


zggij 


frdv-uw— f vdu 


a" 
6őő " 4——tC all a50 
[/ [7 TERFÁI al am 
3. f dosudu— sinu-4 C 


4. f sima du -— —cosutC 


(ax--byrt! 


aln4-1) TC né-1 


5. J (ax4-bY dx 





A f (axab) 7! dx— -In]ax4-b]--C 
7 fe Gt ely ze AEK arb b TT AE PE ABE TENE 
; si Ni a? n-2 n31 ? : 

Még x b j 
8. fax) dx — — — — In]ax-4-b[tC 

a a 
9. f tax)? dx — 25 [aaz] — ú zab FC 
tb 
dx 1 x 

táji ! za 71] alte 





ú fax n--2 
11. [Vazzeg az tc nz —2 
vax tb 
x 





dx 
dx e2/axrb4.b [ —— 
xvaxtb 


13. Kár agit vézáz ti 71 hier vö tő 




















14. $ 

; 5 F.a —g t 

15. vvtni SETB ff AR gp 
xt/axib bx 2bJ xyvaxitb 


16. [E ggg ző 
ad a 














a? 4-xz 
17 f/ sági 7. — arctg EC 
" J (aa)  2a(a21 2) FA" 8 a 
dx 1 xta 
18. ———— a — In] — 134C 
Iz Za 1x— s 
dx Xx l xXt-a 
19. ET NNEBEG TT, öss vetG FEG BEUG TÓ — 1 ÍGE CT 
fasz ÉT B "a MET bj 
dx x 
szosz ág ge Za nd 
20. Í-z arsh — 4C In(x-t 2242) 4c 
21. jv La dea 5 va Err 7 (rt a2 42] 


7.7 A [evE7Z a Ké VETA- ala a2 2] a-C 


354  Integráltáblázatok 








; . jössz 

23. [5 ESET E AE TE ZAN 78 forltaltántksztts Sze - NY a 
aZ a 9.) aZ ré v.) 

24. [5 dx—In(x-t 0242 SZ e 


va a : xvVa ha 
KEESEEt ra ráskk MENNNENE essztőői 2 2 böcAuásászzzttllke öz ztátit 1 
25. [Ji 7 (r-t a2-ka2 A 7; rC 








dx 1 hvat 3 x 
26. 1—5 7-5 4C 
xVa ax a x 
zi zta 
27. [7 7--Sz etc 
x2 Var ax 


dx x 
28. [7 7 atesinl 1€ 
Vég ét 
2 
29. fv82—-adx-Ve-R4 5 aresin 
a 1 5 
30. jévVe-a dx — 5 arcsin 7 — ex a — (a — 22) C 
a/ s a / 6 EE i 
31. I s Egesz maja e 7 ési 





HC 








d — Ax 





HC 





T— 
32. J — dx — —arcsin — — 7 











x a? x 1 ; 
s — Éz s egett lle TET er NEEE. 
33. [e z arcsin 5X a: —xtrC 
34. [5 dc sz ÍTÉS 
xvV/a2 — x a x 
dx a? — xi 
35. — ————  — ——  — 
Ja da: —x ax 88 
J dx x 
szsez EE zás szá Ülki m— "xx gl 
36. fara arch— HC In ]x-k x ac 
s. S ő 
37. [72-82 dx— 5 V2—- a S n]r-r Vr — at [--c 
4 A 
pr X (ve s aZ) na" ; n—2 
3 — a zázó sz S. At 
38. fi x a) dx sej mi ( va a2 ) dx, nm. —1I 


dx x(V2—a : ai n— 3 dx 


ii Jea ene] aj 
j n--2 
40. fe 2-2 TA kádat HPESESÉ 


4 

41. J2V2-8 ax 20—-6)Ve- őn vV2— éc 
az 

42. IEEE dx- 2 e — aarcsee [/]--C 
E er E BY sr IKES : 

43. J s dx —In]x-r V32— az — ap 


x2 x 








ME ő " 
JA. ETSI WY —— — k L e RER 2] még ze WA 
Tz-ő a Injx- va a tzvx a: 41C 
dx 1 xX 1 a 
sa főzz perveelél€- 4 send 
EY Es ae a ArCSEC hi -k 2; ATCCOS . tTC 
dx x2—g 
46. [5 7 c 
xx — at ax 


47 [Aze ( c 
; vV2ax — x 04 ál gy 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


ól. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


—A 


69. 


70. 


71. 


ba 


7 hj 


73. 


J V2ax— dx 2ax— 45 arcsin 
A (x— a) ju 
J(V2ax— 2) lata. sasttkat HV séf (vasa (d 





a? x—a 
7 arcsin ( ali 





fi dx (x— a) (vac) 7 n—3 


(Vas) 


dx 
haz tsz (vag) 


fax dx a EASY BZ 1 aron 


8) 


[E dx — V2ax— 5 -r aarcsin ( 70 7 "c 


Jézze fiz man te 


vezere; 


——————— — aarosin ( 7 ) — V2ax —x2é HC 





JJ dx zs 8 j2a—x a 
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